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Nierodwnosci typu Fonga-VasiCka dla problemu
immunizaciji portfela aktywow i zobowigzan

1. Wstep

Rozwazmy cigg chwil 0 <7 <...<t .Niech ai Zi oznaczajg dokonane w chwili
t =0 wyceny na chwile H >0, odpowiednio, warto$ci aktywéw i zobowigzan
naleznych w chwili 7. W chwili H inwestor ponownie oblicza warto$¢ ciagu
platnosci. Oznaczmy przez a; i Zlf nowe wyceny aktywoéw i zobowigzan. Zmiana
wartos$ci portfela na chwile H jest dana wzorem:

szz(az"_Z;)_Z(ai_li)=2(ai_li)fi’ (1)

gdzie f, = al'_ /a —1= Z; /l.=1oraz f = (f/) € F, gdzie F jest zbiorem zaburzen stop
procentowych.

Klasyczny problem immunizacji polega na wyborze takiego nielosowego
ciggu aktywéw a = (al,) z dostepnych na rynku, by AV >0 dla dowolnego f € F
przy zalozeniu, ze dany jest nielosowy ciag I = (Z/.) i rynek jest niezupelny, tzn. nie
istnieje ciag a taki, ze a =1 . Badania tego problemu zapoczatkowat F. Macau-
lay? w przypadku jednego deterministycznego zobowigzania. Otrzymane wyniki
F.M. Redington* uogélnit na przypadek wielu nielosowych aktywoéw i zobowig-
zan, przy zalozeniu, ze nowa wycena portfela jest spowodowana zmiang chwi-

lowej stopy procentowej o 8, zatem zmiana jego wartosci jest funkcjg postaci:

1 Politechnika £.6dzka, Instytut Matematyki.

2 Politechnika £.6dzka, Instytut Matematyki.

3 FE Macaulay, Some theoretical problems suggested by the movement of interest rates, bond
yields, and stock prices in the US since 1856, National Bureau of Economic Research, New
York 1938.

4 EM. Redington, Review of the Principles of Life-Office Valuations, ,Journal of the Insti-
tute of Actuaries” 1952, vol. 3, s. 286-315.
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v(s)= i(a]. —p[e" 1),

Jesli Zai = ZZI,, to warunek konieczny AV’(O) =0 do istnienia minimum
j=1 j=1
lokalnego w punkcie 6 =0 ma posta¢ D =D,, gdzie D, oznacza czas trwania
ciggu platnosci z = (Z}.), tzn.:

tz/Zz

j=1

Warunek wystarczajgcy na to, by AV(5 ) >0 w pewnym otoczeniu zera, ma
postac:

Zn"(t]_ —H)z(al_ —Zl_)>0. Q)

n

Ze wzoru (2) wynika, ze dla portfeli, w ktérych Za —Zl i D =D, otrzymu-
j=1 j=1
jemy nastepujacy warunek wystarczajacy dla lokalnej immunizacji: C, >C,, gdzie
C, jest wypukloscig ciggu z = (zl_) dang wzorem:

C, : /Zz ?3)

j= 1

Przy jednym zobowigzaniu ptatnym w chwili H =¢, mamy D, = H oraz waru-
nek D =H jest konieczny i wystarczajacy na to, by AV(5 ) >0 dla wszystkich
0, gdyz funkcja AV(&) jest wypukta. Innymi stowy, warto$¢ portfela nigdy nie
zmaleje, a moze jedynie wzrosna¢. Badania klasycznego problemu immunizacji
byly kontynuowane przez wielu autoréw, np. W. Hiirlimanna®, H.H. Panjera®,

5 W. Hiirlimann, On immunization, stop-loss order and the maximum Shiu measure, ,In-
surance: Mathematics and Economics” 2002, vol. 31, s. 315-325.

6 H.H. Panjer (red.), Financial Economics with Applications to Investment, Insurance and
Pensions, The Actuarial Foundation, Schaumburg 1998.
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G. Rzadkowskiego i L.S. Zarembe’, L.S. Zarembe?, L.S. Zarembe i W. Smolen-
skiego® oraz przez autoréw cytowanych w tych pracach.

My zajmiemy sie problemem immunizacji, gdy model jest wolny od arbi-
trazu, tzn. 1fr€1£ AV <0. Przetomowe rezultaty w tym kierunku zawierata praca
H.G. Fongai O. Vasi¢ka!?. Rozwazyli oni przypadek nielosowego ciggu aktywéw
i jednego nielosowego zobowigzania, tzn. [, =11 Zi =0 dla pozostatych j, gdzie
t, = H. Niech Ai(t) oznacza zaburzenie chwilowej stopy procentowej oraz niech

H

f/ =exp (g(t/. )) -1, gdzie g(t) = J.Ai(s)ds dla dowolnego ¢ > 0. Wspomniani auto-

t

rzy wykazali, Ze jesli g”(t) > -2 dladowolnego¢i D, = H, to zachodzi nieréwno$¢:

sz—gzn“(tj—H)zaj. @)

=1

Ze wzoru (4) przy A >0 wynika, ze dolne ograniczenie dla AV bedzie naj-
wieksze, gdy ze wszystkich dostepnych na rynku portfeli o czasie trwania H
wybierzemy ten, ktéry minimalizuje wielko$é

M? = (@, —H)Za/..
j=1

Podejscie Fonga-Vasicka zostato zmodyfikowane w pracy A. Balbasa
g’(t) - g’(s)‘ < A dla wszystkich ¢,s > 0. Wtedy
dla dowolnego portfela o czasie trwania H prawdziwa jest nieréwnos¢:

i A. Ibaneza'l, ktérzy zalozyli, ze

7 G. Rzadkowski, L.S. Zaremba, New formulas for immunizing durations, ,Journal of De-
rivatives” 2000, vol. 8, s. 28-36; G. Rzadkowski, L.S. Zaremba, Shifts of the term structure
of interest rates against which a given portfolio is preimmunized, ,Control and Cybernetics”
2010, vol. 39, 857-865; L.S. Zaremba, G. Rzadkowski, Determination of continuous shifts
in the term structure of interest rates against which a bond portfolio is immunized, ,Control
and Cybernetics” 2016, vol. 45, s. 525-537.

8 L.S. Zaremba, Construction of a k-immunization strategy with the highest convexity,
,Control and Cybernetics” 1998, vol. 27, s. 135-144; L.S. Zaremba, Does Macaulay duration
provide the most cost-effective immunization method — A theoretical approach, ,Foundations
of Management” 2017, vol. 9, s. 99-110.

9 L.S. Zaremba, W. Smolenski, Optimal portfolio choice under a liability constraint, ,An-
nals of Operations Research” 2000, vol. 97, s. 131-141.

10 H.G. Fong, O. Vasi¢ek, A risk minimizing strategy for portfolio immunization, ,Journal
of Finance” 1984, vol. 39, s. 1541-1546.

11 A, Balbas, A. Ibanez, When can you immunize a bond portfolio?, ,Journal of Banking
and Finance” 1998, vol. 22, s. 1571-1594.
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AV > -AM", (5)

gdzie M'= Y |t;—H |a,. Uodpornienie portfela polega na wyznaczeniu ciggu
j=1
(a}.), ktéry minimalizuje M' w klasie portfeli, dla ktérych D =H.
Z kolei S.K. Nawalkha i D.R. Chambers'? zalozyli, ze K| < g’(t) <K,dlat>0,
gdzie K| i K, sg liczbami rzeczywistymi. Wowczas dla dowolnego portfela:

i

AV > —max (‘K1

KM ©)

Z nieréwnoéci (6) wynika, ze uodpornienie uzyskujemy, minimalizujagc M'
w klasie wszystkich dostepnych portfeli. W literaturze znajdziemy szereg innych
modyfikacji nier6wnosci typu Fonga-Vasi¢ka, np. w pracach: A. Balbasa i innych!3,
M. Kaluszki i A. Kondratiuk-Janyskiej!4, A. Kondratiuk-Janyskiej'®, L. Montruc-
chio i L. Peccatiego!®, S.K. Nawalkhi i D.R. Chambersa!” czy S.K. Nawalkhi
i innych'8. Dowody nieréwnosci (4) — (6) i ich modyfikacji wykorzystujg w istotny
sposéb zatozenie o istnieniu jednego zobowigzania.

Celem pracy jest sformutowanie nowych nieréwnosci typu Fonga-Vasicka
dla losowych ciggéw aktywéw i zobowigzan oraz omoéwienie ich zwigzkéw ze
znanymi wynikami.

12 S K. Nawalkha, D.R. Chambers, An Improved Immunization Strategy: M-Absolute, ,Fi-
nancial Analysts Journal” 1996, vol. 52, s. 69-76.

13 A, Balbds, A. Ibanez, S. Lopez, Dispersion measures as immunization risk measures,
,2Journal of Banking and Finance” 2002, vol. 26, s. 1229-1244.

14 M. Katuszka A. Kondratiuk-Janyska, On risk minimizing strategies for default-free bond
portfolio immunization, ,Applicationes Mathematicae” 2004, vol. 31, s. 259-272.

15 A. Kondratiuk-Janyska, Maksyminowe strategie immunizacji portfela, rozprawa doktor-
ska, FTIMS, £.6dz 2006.

16 L. Montrucchio, L. Peccati, A note on Shiu-Fisher-Weil immunization theorem, ,Insur-
ance: Mathematics and Economics” 1991, vol. 10, s. 125-131.

17 S K. Nawalkha, D.R. Chambers (red.), Interest Rate Risk Measurement and Management,
McLean KA & CJ, New York 1999.

18 S K. Nawalkha, G.M. Soto, J. Zhang, Generalized M-vector models for hedging inter-
est rate risk, ,Journal of Banking and Finance” 2003, vol. 27, s. 1581-1604; S.K. Nawalkha,
G.M. Soto, N.K. Beliaeva, Interest Rate Risk Modeling: The Fixed Income Valuation Course,
Wiley, New York 2005.
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2. Nierobwnosci immunizacyjne
2.1. Portfel maksyminowy

Oznaczmy przez A zbiér portfeli, jakie mozna stworzyé w chwili t=0
z dostepnych na rynku instrumentéw finansowych przy zadanych ograniczeniach
budzetowych, prawnych i rynkowych. Zaktadamy, ze ciagi aktywoéw i zobowia-
zan sa losowe. Portfelem maksyminowym nazwiemy ten portfel, ktéry osigga
najwieksza wartos¢ EAV przy najbardziej niekorzystnych zmianach stép pro-
centowych. Wyznaczenie portfela maksyminowego sprowadza si¢ do rozwigza-
nia nastepujgcego problemu optymalizacyjnego:

P inf E Z;(“/ ~Lf;, )
=

gdzie a= (al,...,an) jest wektorem kolumnowym, f = ( l.), natomiast F jest zbio-
N

rem losowych zaburzen stép procentowych. Zaktadamy, ze @ = zxizi, gdzie x,
i=1

jest liczbg zakupionych aktywoéw i-tego rodzaju sposréd N dostepnych na rynku

w chwili 1=0, zad z, = (Zw'“'zm) jest ciagiem wyptat z aktywow i-tego rodzaju.

Bez straty og6lnosci zatozymy, ze wektory z, sa liniowo niezalezne, tzn. nie ist-

N
nieje taki cigg (ai) #0,ze Zocl_zl_ = 0 z prawdopodobienstwem 1. Jesli dwa rodzaje
i=1
aktywéw generuja liniowo zalezne strumienie, uznajemy je za jeden rodzaj
o strumieniu réwnym sumie ciggdéw ich wyplat.
N
Poniewaz a = le_zl_ dla dowolnego a e A, wiec:

i=1

N

supinf EAV = sup 1n£ Z;‘xi v ®)

acA SeF xeXx YL 74

gdzie x=(—1,x1,...,xN), yz(yo,yl,...,yN) oraz yO=ZE(Z/fi) i yi=2E(szj) dla

j=1 j=1

i >1. OczywiScie X i Y sg podzbiorami przestrzeni R""' oraz zbiér X sktada sie



214 Michat Boczek, Marek Katuszka

N
z tych portfeli, dla ktérych le.zl. € A. Z zatozenia o nieujemnosci aktywow
i=1
wynika, Ze jesli brak dodatkowych ograniczen, to X jest zbiorem wypuklym. Dla
wigkszosci ograniczen spotykanych w praktyce zbior X takze jest wypukly. Na
przyktad jesli dodatkowo zatozymy, ze EV =c lub EV 2¢ dla c e R, to X pozo-
stanie zbiorem wypuktym. Jesli przyjmiemy, ze warto$¢ oczekiwana zysku
w dowolnej chwili 7, ma by¢ nieujemna, to pojawia si¢ dodatkowy warunek sta-
k
bej wyplacalno$ci w postaci ZE(QI- - ll-) 20 dla kazdego k <n—1 (patrz L. Gajek!?),
j=1
ale X nadal bedzie zbiorem wypuklym. Ponadto zbiér X bedzie wypukty, gdy
dodamy klasyczny warunek, ze oczekiwany czas trwania aktywow jest réwny
oczekiwanemu czasowi trwania zobowigzan lub pojawig sie limity na krétka
sprzedaz oraz ilos¢ zakupionych aktywéw danego typu, tzn. x, <x, <x., gdzie
ograniczenia xlf,xl.” sg znane.
Wyznaczanie portfeli maksyminowych jest trudnym zadaniem. Jes$li X,Y
sg zbiorami wypuklym i zwartymi, to mozna zastosowaé twierdzenie o mini-
maksie i zamieni¢ zadanie (8) na rownowazne:

N

inf sup in v, 9)
0

VY xex i

Wynika z niego, ze sktad % portfela maksyminowego bedzie punktem eks-
tremalnym zbioru X, co utatwia wyznaczenie rozwigzania, gdy zbiér punktéw
ekstremalnych jest skoniczony?°.

W pewnych modelach zadanie wyznaczania portfela maksyminowego rady-
kalnie sie upraszcza.

Przyklad 1. Zal6zmy, ze taczny rozkltad zmiennych losowych (zi/.), (Zl.) i (fl)

jest znany. NajczeSciej przyjmuje sie, ze zmienne (zil.) i (Zl, sg niezalezne od

19 L. Gajek, Axiom of solvency and portfolio immunization under random interest rates, ,In-
surance: Mathematics and Economics” 2005, vol. 36, s. 317-328.

20 M. Katuszka, A. Kondratiuk-Janyska, Bond portfolio immunization in arbitrage free mo-
dels, ,Financial Markets. Principles of Modelling Forecasting and Decision-Making. Find-
Econ Monograph Series” 2006, vol. 1, s. 89-100; M. Katuszka, A. Kondratiuk-Janyska, On
a bond portfolio guarantying a minimal return, ,Financial Markets. Principles of Modelling
Forecasting and Decision-Making. FindEcon Monograph Series” 2008, vol. 6, s. 177-191.
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H
ciggu (fl) oraz fl =exp (JAi (f )dl‘), gdzie Ai (l) jest procesem gaussowskim o zna-
t
nej wartos$ci oczekiwanej ,u(t) i wariancji 0'2([). Rozwazamy zatem zbior F,
sktadajacy sie z jednego zaburzenia, ktére jest procesem stochastycznym. Szcze-

gbélnymi przypadkami sg model Mertona i model Fonga-Vasicka chwilowych
stop procentowych. Wéwczas znamy liczby v, = Y E(z,f,) i y,=YE(f) oraz
=1 =1

N

M= suplnfEAV = supr Y= Yy

acA S xeX

Zadanie immunizacji polega zatem na wyznaczaniu kresu gérnego funk-
cji liniowej wielu zmiennych i jego jawne rozwigzanie mozna uzyskaé, stosu-
jac klasyczne metody analizy. Na przyktad jesli X = [xlxlj[xNxN:l gdzie
xlf <0< xl to:

N

M= z(x;yil{)"<0} + xi”yi 1{y,>0})_ Yo

i=1

Oczywiscie i-ta wspétrzedna uodpornionego portfela nalezy do zbioru {xlxl}
dla dowolnego i. N n
Jesli dodatkowo zatozymy, ze EV =0, czyli inci ={, gdzie ¢, = ZEZU oraz

i=1 j=1
n

l= ZEZ/" to po wyznaczeniu z réwnania budzetowego liczby jednego z akty-
j=1

wow, powiedzmy x, i podstawieniu jej do wzoru na zmiang wartosci portfela
otrzymujemy réwnowazny problem wyznaczenia kresu gérnego nastepujacej

o5

Dla ograniczen x, < x, <x,, gdzie i =2,...,N, uzyskujemy jawne rozwigzanie

sumy:

N

%,...,% i jesli wartos¢ x, =[€—2fciciJ/Cl znajdzie sie w przedziale [x;,x]"],
i=2

to otrzymamy posta¢ uodpornionego portfela. W przeciwnym razie do wyzna-

czenia jawnego rozwigzania trzeba uzy¢ metod programowania liniowego.
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2.2. Nowe nierownosci typu Fonga-Vasicka

W przypadku, gdy nie potrafimy rozwigzac problemu (8) za pomocg metody
minimaksowej, mozna zastosowaé metode Fonga-Vasicka, tzn. najpierw osza-
cowac z dotu warto$¢ EAV za pomoca odpowiedniej nieréwnosci, a nastepnie
rozwigzaé problem optymalizacyjny dla ograniczenia dolnego. Ponizej omé-
wione zostanie kilka nowych nieréwnosci tego typu.

Z nieréwnosci Cauchy’ego mamy:

N

supinf Zx y, 2 (mf ZW x2)"2 (supz Vi )1/2 (10)

yeY
xeX yeY i O

N
gdzie (Wi) sg dowolnymi dodatnimi wagami. Jesli kres dolny sumy Zwl.xiz jest

i=0
N

osiggany dla ( )e X oraz kres gérny sumy Zy /w, jest osiggany dla ( ) Y,
i=0

to maksymalizujac dolne ograniczenie wzgledem wag w,, uzyskamy optymalne

dolne ograniczenie dla przecietnej straty portfela maksyminowego. Ponadto,

jesli istnieje taka ujemna liczba ¢ i ciag (WZ.), ze y =ciw, dla kazdego i oraz

N N

sup Zx z 3

xeX i—0

to (fcl) jest sktadem portfela maksyminowego w pierwotnym problemie (7).
Zamiast nieréwnosci Cauchy’ego mozna uzy¢ elementarnego oszacowania

N N
supinf Y'x v > —inf(Y'w |x|)- supmax | =
XE)I())’EY; lyx xeX ; l‘ l‘ ye)P i |Wi | (11)

lub innej nier6wnosci, jak nieré6wno$¢ Younga (patrz np. M. Katuszka i A. Kon-
dratiuk-Janyska?!). Oszacowanie (11) moze by¢ lepsze od (10) i na odwrét.
Z ograniczenia p >-1 dla wspélczynnika korelacji p iz tozsamosci E(XY) =

= EXEY + pyVarX - VarY otrzymujemy wz0r:

21 M. Kaluszka, A. Kondratiuk-Janyska, Generalized duration measures in a risk immuniza-
tion setting. Implementation of the Heath-Jarrow-Morton model, ,Applicationes Mathemati-
cae” 2006, vol. 33, s. 145-157.
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Yy 2nx -, -0H" (T, -7, (12)

i=0

ktéry sprowadza zadanie immunizacji do wyznaczenia minimum wzgledem
N
xeX sumy zt(xi—yf)2 przy ustalonej wartosci $redniej arytmetycznej X,
i=0
a nastepnie obliczenia maksimum prawej strony wzgledem X.
Do wyznaczenia kolejnej nieré6wno$ci immunizacyjnej zastosujemy naste-
pujacy lemat.

Lemat 1. Dla dowolnego niemalejgcego ciggu ( yk)

zxkyk 2 nxnyn (13)

k=1

wtedy i tylko wtedy, gdy X 2% _ dla kaidego k. Rownos¢ w (13) zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy (yk+I - yk)(fn —J?k) =0 dla dowolnego k.

n

Dowdd. Niech x >Xx dla dowolnego k oraz X = Exk. Z tozsamosci Abela
k=1

(odpowiednika wzoru na catkowanie przez czesci) uzyskujemy:

n n-1 n-1

Z(xk _xn)yk = (Xn _m_cn)yn _Z(Xk _kfn)(yku _yk) = Z,k(fn _’?k)(yku _yk)'

k=1 k=1

Stad otrzymujemy nieréwnos$é (13). Réwnosé w (13) zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy (fn —J?k)(yl<+l - yk) =0 dla dowolnego k.

Wstawiajac do wzoru (13) ciag ( yk) z jedynka od j-tego wyrazu i pozostalymi
wyrazami réwnymi zero, dostajemy warunek konieczny w nastepujacej postaci:

Zn“xl. 2(n—j+1)fn

k=j

dla j=1,2,...,n réwnowazny warunkowi X > X, dla wszystkich j, ckd.
Niech y,, <...<y, , beda uporzadkowanymi wyrazami ciggu (yl,), zas (xl)

beda konkomitantami w ciggu (xo,yo),...,(xN,yN), tzn. x; jest elementem ciggu
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(x,) wystepujacym w parze z y,, po uporzadkowaniu wspétrzednych ( yi) w kolej-
nosci rosnacej. Z Lematu 1 wynika, ze jesli x,, > x]; dla kazdego k, to:

N N
Yry = Y 2(N+1)5,5,, (14)
zatem:
N
supmfoy >(N+1)supx 1nny (15)
xex Y¥ xeX
N

Gdy bezposrednie zastosowanie nier6wnosci do sumy le.yl, nie prowadzi
i=0

do zadowalajgcych wynikéw, mozna najpierw jg przeksztalcié¢, a dopiero potem

stosowaé powyzsze nieréwnosci, co zostanie pokazane na dwéch przyktadach.
W pierwszym skorzystamy z nastepujgcej tozsamosci:

N N N
Zxkyk = z(xk - xk—l)zyi’ (16)
k=0 =0 j=k

gdzie x_ =0 . Po uzyciu nieréwnosci Cauchy’ego otrzymujemy oszacowanie:

supinf Zx ¥, 2 ~(inf Z(Jc -x_)")"*(sup Z(Zy )72 (17)

yeYy
xeX yEYkO/k

W drugim przyktadzie skorzystamy z tozsamosci Abela:

k

me Z<x X)) Y Vo (18)

i=0

gdzie (xk) i (yk) sg dowolnymi ciggamii x, , =0. Z (18) wynika, ze

N

N Kk
supinf Zxky] il;l)ﬁz | x, — x| ~suyp max | Zyi . (19)
k=0 e i=0

xex YE¥

Oszacowania (10)-(12), (15), (17) i (19) nie pojawity sie do tej pory w lite-
raturze.

Przyklad 2. Rozwazmy przypadek jednego zobowigzania w momencie
H =t >0 o wartosci [. Aby sptaci¢ zobowigzanie, inwestor nabywa x, skar-
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bowych obligacji zerokuponowych dostepnych na rynku w chwili =0, ktére
wyplacaja jednostk¢ monetarng w chwili ¢, # H dla i =1,2,...,n. Prognozowalna
warto$¢ portfela V w chwili H jest dana wzorem:

V= zxexp(j (1)do -1,

poniewaz inwestor zaktada, ze kwoty wyptacone przed chwilg H beda reinwesto-
wane przy chwilowej stopie i(t), a do dyskonta kwot wyptacanych po chwili H
uzywa tej samej stopy. Jesli rzeczywiste przyszte stopy beda rowne i'(t), to war-
to$¢ portfela w chwili H bedzie réwna:

V' = Zx exp (I dt) L.
Stad wynika, ze EAV=EV’'-V)= ZXiyi, gdzie

y = = Eexp (Jz dt) exp (Iz dt)
Pot6zmy M = supinf EAV, gdzie a= (a ,an), fz(flfn) a, = x,exp

aEA €
H

(J ( )df) a, "=x eXp(I dt) oraz

t,
1 /

f =exp (j(z (t)de)-1

dla kazdego j. Zbiér A wyznaczamy z dodatkowych ograniczenn budzetowych
i rynkowych, za$ F jest rodzing dopuszczalnych zaburzen stopy i (t) Ze wzo-
réw (10)—(12), (17) i (19) otrzymujemy nastepujace oszacowania dla M:

M>-— (lanXZ)l/Z(Supzy )1/2

yeY i-1

n
.
M2 }Cg;(glxil)Syl:gm?XIyil,

yE
xeX i=1 i=1

M>sup1nf(nx y-3(x, - -x))"” (Z(y y)z)l/z]
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M > (1nf Z(x - X, 1)2 )?(sup Z(Zy )2,

VEYkl/k

xeX

n k
Mz-infy |x - x| ‘supmax XA
=1 e i=1

gdzie x,=x =0 oraz X iY sg podzbiorami R".

Przyklad 3. Aby zilustrowaé dokladno$é oszacowan immunizacyjnych,
podamy ich warto$ci numeryczne dla wybranych portfeli. Postuzymy si¢ danymi
z przyktadu 4.2 z pracy L. Gajka i E. Krajewskiej??. Zakladamy, ze H =3, [=¢>"®
i na rynku dostepne sg obligacje zerokuponowe z terminami wykupu t =1
t,=2it, =5, ktére wyplacaja jednostke monetarna. Niech i(t) = 0,05, natomiast
zbior F sktada sie z jednej deterministycznej funkcji i’(t) =0,05+0,1sin5¢, zatem
EAV = AV. Ponadto zakladamy, ze warto$¢ wyptat z obligacji w chwili H przy
stopie i(t) jest réwna warto$ci zobowigzania, tzn.:

Z= xleZ-0,0S +x260,05 +xse—2~0,05'

Portfel
xi=(x,x,,x,)=(0,(2/3)e",(1/3)e"*) =(0,0,737,0,428)

ma czas trwania réwny 3 i minimalizuje M* Fonga-Vasi¢ka przy warunku x, 20
dla kazdego i. Latwo obliczy¢, ze

v, =exp (I dt) exp (I dt)——O 0167

oraz y, =0,0322, zatem AV =x,y, +x.y, =0,001477. W pracy L. Gajka i E. Kra-
jewskiej?? uzyskano oszacowanie AV >-0,04.
Analogicznie jak w (10) otrzymujemy nastepujace oszacowanie:

AV = x,y, +x.y, 2—(x) +x2)"* (y5 + y2)"* =-0,0309.

22 1. Gajek, E. Krajewska, A new immunization inequality for random streams of assets, lia-
bilities and interest rates, ,Insurance: Mathematics and Economics” 2013, vol. 53, s. 624-631.
23 Ibidem.
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Kolejno, ze wzordéw (11), (12), (17) i (19), otrzymujemy dolne ograniczenia
dla AV w postaci:

-0,0375, 0,001409, -0,0285, -0,01746.

Nie stosujemy wzoru (15), gdyz nie jest spelnione zalozenie X, 2%, dla k=1.
Podamy teraz prosty przyklad zastosowania nieréwnosci w problemie ubez-
pieczeniowym.

Przyklad 4. Zal6zmy, ze x-latkowi wystawiono polise gwarantujaca wyplate
kwoty [/ na koniec roku $mierci. Sktadki pobierane sg na poczatku kazdego n-tego
roku w wysokosci P, az do chwili $mierci, przy czym ciag liczb nieujemnych P,
jest ustalany w momencie zakupu polisy. Sktadki sg inwestowane na rachunku
bankowym. Z zasady réwnowazno$ci na chwile wyplaty wynika, ze jesli nie bie-
rzemy pod uwage kosztéw, to ciag (Pn ) nalezy wyznaczy¢ z réwnania:

- j j+1
V(i) = zﬂ.pxqwthk+1 exp( J‘i(t)dtJ -1=0,
=0 k=0

k

gdzie i= (i(t))r20 oznacza prognozowang (techniczng) stope procentowsa oraz
;P.4,.; jest prawdopodobienstwem, Ze x-latek przezyje j pelnych lat. Istnieje nie-
skonczenie wiele ciggdéw sktadek spetniajacych zasade réwnowaznosci. Najcze-
$ciej, z uwagi na prostote obliczen, wybiera si¢ cigg staly, ale ten wyb6r moze
nie spelnia¢ wymagan klienta. Immunizacja umozliwia eliminacje ciggéw skla-
dek, dla ktérych strata ubezpieczyciela, dana wzorem:
it E(V(7)- V()

jest najwiecksza, gdzie i’ = (i’(t))po oznacza rzeczywista stope procentowa z pew-
nego zbioru I. Po zamianie kolejnos$ci sumowania we wzorach na V(i) i V(i’)
mamy:

EV(#) V()= X

gdzie x =P _, oraz

j+1 j+1

Y, = i/_pxqw. Eexp( _k[i’(t)dt) - exp( Ji(r)dt) .

j=k k
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Do oszacowania straty mozna wiec uzy¢ tych samych metod, dzieki ktérym
uzyskali$my nieréwnosci (10)-(12) i inne.

2.3. Inne znane w literaturze nieréwnosci

W literaturze znanych jest kilka nieréwnosci immunizacyjnych, ale sa one
niezalezne od nieréwnosci zamieszczonych w podrozdziale 2.2. Pierwsza z nich

k
podat L. Gajek*!. Niech S, = Z(ai - Zl,). Udowodniono, ze jesli E(f,, - f,) <K dla
j=1
K >0, zmienna S_jest nieskorelowana z ka - fk oraz ES >0 dla kazdego k, to
zachodzi nieré6wno$¢:

EAV > E(S,(f, —nK))+KEik(ak—Zk). (20)

k=1

Podano takze pewng wersje oszacowania (20) przy stabszym zalozeniu o ciggu
(fk), ale silniejszym zalozeniu o (Sk). Inne nieré6wnosci podobnego typu mozna
znalez¢ w pracach M. Katuszki i A. Kondratiuk-Janyskiej?>.

Nastepne oszacowanie, podane przez tych autoréw?®, wynika ze wzoru:

BV =Ef (a,~L)=E3 (1, ~,.)(S, ~S.),

k
gdzie S, = Z(aj - Zi) i f,=S,=0. Pouzyciu nieréwnosci Cauchy’ego otrzymu-
j=1

jemy wzoér:

n 1/2
EAV > —K[EZ(Sn - skl)zJ : 1)

k=1

24 1. Gajek, op.cit.

25 M. Katuszka, A. Kondratiuk-Janyska, Generalized duration measures in a risk immuniza-
tion setting. Implementation of the Heath-Jarrow-Morton model, ,Applicationes Mathematicae”
2006, vol. 33, s. 145-157; A. Kondratiuk-Janyska, M. Katuszka, Assets/liabilities portfolio im-
munization as an optimization problem, ,Control and Cybernetics” 2006, vol. 35, s. 335-349.

26 A. Kondratiuk-Janyska, M. Kaluszka, Assets/liabilities portfolio....
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n
. 2 2 . . . . .
glee K= E‘Z(]l;< _ﬁ<—1) . Trzecie znane oszacowanie mmunizacyjne korzysta
k=1

P o . . 2 s s C h y 27.
réwniez z nieréwnosci Cauchy'ego?®’:

n 1/2 n 1/2
EAV>—-|YE(a -1) Ef?| . (22)
[3ra-0) (3]
Zauwazmy, ze do wyznaczenia kresu dolnego po @ € A musimy zna¢ momenty
mieszane E(a}.lj), podczas gdy w zadaniu (8) ich nie bylo.
W pracy L. Gajka i E. Krajewskiej?® zaproponowano nastepujaca nierow-
no$¢ immunizacyjna:

EAV>EV-Ef - (a-1)C(f), (23)

gdzie V= Z(ai - ZI.), v jest érednig arytmetyczng z ciggu y = (yl,...,yn) oraz

j=1

C(y)= [ZE(y,. - Ei)zj :

j=1

Nieréwnos$¢ (23) wynika ze wzoru:

1 12
—EAV = E(XY) = EXEY + p(Var X VarY )
n

i z nieréwnosci p > -1, gdzie p jest wspétczynnikiem korelacji zmiennych XiY,
(X ,Y)z(a] -1, f]) oraz J jest niezalezna od ciggéw (ai) i (ll_) zmienng losowg
o rozktadzie jednostajnym na zbiorze {1,2,...,n}. Oszacowanie (23) jest lepsze
od (22), ale musimy zna¢ EVi Ef.

Aby uzy¢ nieréwnosci (20)—(23) do rozwigzania problemu immunizacji
nalezy wyznaczy¢ kresy gérne z prawych stron tych nieréwnosci po losowych
wektorach a ze zbioru A. Pokazemy jak to zrobié¢ na przykltadzie oszacowania
(23). W pracy E. Krajewskiej?® wyznaczono maksimum prawej strony nieréw-

27 Patrz np. E. Krajewska, Geometryczna teoria immunizacji na rynkach niezupetnych, roz-
prawa doktorska, FTIMS, £.6dz 2014.

28 L. Gajek, E. Krajewska, op.cit.

29 E. Krajewska, op.cit.
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noéci (23) po ae A, gdy wartoéci Ef i £2(f) sg ustalone oraz EV =c¢, gdzie
c € R jest znane, co prowadzi do problemu wyznaczania minimum z £’ (a -1 )
po ae A przy warunku EV =c. Scisle rzecz biorac, rozwazano problem

n 2 n
min WE(LZ —Z—;) p-w. Z{E(al_—ll_)zc, 24)

acA
j=1

gdzie skrét ,p.w.” oznacza ,przy warunku”. Wagi w, >0 pojawiajg si¢ w (24)
w celu uogdlnienia zadania. Rozwigzanie problemu okreslonego formuta (24)
polegalo na zastosowaniu metody kolejnych rzutéw na podprzestrzenie afiniczne
w pewnej nieskonczeniewymiarowej przestrzeni Hilberta zloZzonej z losowych
wektoréw.

Przypomnijmy, ze A jest podzbiorem przestrzeni liniowej N-wymiarowej
zbaza z,,...,z,, zatem problem (24) jest w istocie problemem optymalizacyjnym
w R", podobnie jak pozostale problemy optymalizacyjne zwiagzane z nieréw-
no$ciami (20)-(22). Ograniczenia wyznaczajace zbiéor A w pracy E. Krajew-
skiej*® sg funkcjami liniowymi, a zatem uogélnione zadanie (24) mozna zapisaé
W postaci:

2 N
min $'w E(lezu -1 J p-w. incki =g, k=12,...,m, (25)

xeRN ;
i=1

gdzie x = (xl,. . .,xN) jest wektorem kolumnowym, Z: = ZI. +c¢/n oraz ¢, = qu].Ezq
j=1

dla znanych statych g, ,g, . Problem (25) mozna zatem zapisa¢ jak nastepuje:

min(xTAx - Zde) pw. c¢x=g, k=1..m, (26)
xeRN
gdzie A= (ail,) jest macierzg symetryczna, d = (d1""’dzv) eRY i ¢, = (ckl, ,ckN) €
€ R" sg wektorami kolumnowymi oraz
@y = ZW Ezz,), d = szE(ZiZii)‘
j=1

Macierz A jest dodatnio okreslona, gdyz wagi w, s3 dodatnie i wektory z,
sg liniowo niezalezne. Zalozymy, ze wektory c,,...,c,sa liniowo niezalezne, gdyz

30 Tbidem.
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w przeciwnym razie mozna zredukowac liczbe ograniczefi w problemie (26).
Zgodnie z metodg mnoznikéw Lagrange’a, najpierw wyznaczamy rozwigzanie
nastepujacego zadania:

min[xTAx—ZdeJrZZZk (gk —ch)J. 27

k
ceRN
xe ol

Przyréwnujac odpowiednie pochodne do zera otrzymujemy warunek

Ax=d+ z/lkck. Stad:

past
x=A" [d + Z/Ikck]. (28)
p

Mnozniki wyznaczamy z ograniczen réwno$ciowych, co prowadzi do roz-
wigzania uktadu réwnan liniowych postaci:

ZAkcfA’lck =g-c/Ad, i=1..m. 29)
k=1

Macierz gtéwna M = (CiTA_ICk)TIcl uktadu (29) jest macierzg Grama, poniewaz
<C,d> =cA™'d" jest iloczynem skalarnym w R", zatem wyznacznik tej macierzy
jest rézny od zera, gdyz wektory c,,...,c,sa liniowo niezalezne. Istnieje jedno
rozwigzanie A= (Z,l,...,lm) uktadu (29), dane wzorem:

A=M"B, (30)

gdzie Be R" jest wektorem kolumnowym o wyrazach g, —¢/ A™'d dla i =1,...,m.
Podsumowujac, z (28) i (30) wynika, Ze rozwigzaniem problemu (25) jest wektor:

£=A" (d + CM’IB),

gdzie C jest macierzg o kolumnach c,,...,c . Oczywiscie wektor wyptat opty-
malnego portfela ma postac:

N
A A _ T a
a—z 2, =Z %,
i=1

A

gdzie x= (xl,...,JEN) iZ= (zl_/.) jest macierza typu (N,n).
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W omawianym opracowaniu E. Krajewska?®' rozwaza réwniez przypadek,
gdy w zadaniu (24) cze$¢ zobowigzan mozna pokry¢ z wyptat aktywow, tzn.:

I=17+1"", €3))
N N
gdzie I = (Z1 +c/n,..,l +c/ n) oraz I'? = in"”’zi € A dla pewnego ciagu (xl."ep) €

i=1

e R oraz 1" = (Z”"” +c/n,. """ +c/ n) ¢ A. Wowczas zadanie (24) ma postaé:

: . re; non 2 . re; — . non
min WI.E((a/. —l/. ”)—(Zi +c/n)) p-w. ZE(a/. —l]. ”)—C+ZEZ], . (32)
j=1 j=1 j=1
Jesli A jest podprzestrzenig liniowa, to a—1"? € A, zatem problem (32)
mozna zapisaé w rOwnowaznej postaci:

. 7 non \2 ’ _ ’ 7 non
min ZW].E(aI. =1 pw. ZEai = ZE L. (33)
j=1

j=1 j=1

Jawne rozwigzanie problemu (33) uzyskujemy w ten sam sposdb, jak jawne
rozwigzanie zadania (25), gdy przestrzen A ma wymiar #—1, poniewaz pierw-
sze ograniczenie réwnos$ciowe w (25) jest ograniczeniem réwnosciowym z (33),
za$ pozostate m —1 ograniczen otrzymujemy z opisu przestrzeni A.

W praktyce, oprécz ograniczen liniowych czesto pojawiaja sie dodatkowe
ograniczenia na sktad portfela, ktére nalezy dodaé do zadania (25), ale w wiek-
szoS$ci przypadkéw zmodyfikowany problem optymalizacyjny bedzie problemem
programowania kwadratowego lub catkowitoliczbowego (gdy x, musza by¢ licz-
bami catkowitymi) i do jego rozwigzania trzeba uzy¢ twierdzenia Karusha-Kuh-
na-Tuckera lub metod numerycznych (patrz np. M.J. Best*?).

Podzigkowanie

Dziekujemy recenzentom za krytyczne uwagi, ktére przyczynily sie do ulep-
szenia tekstu.

31 Tbidem.
32 M.J. Best, Quadratic programming with computers programs, CRR Press, Boca Raton
2017.
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& ok sk

On the Fong-Vasi¢ek type inequalities for the assets/
liabilities portfolio immunization problem

Abstract

In this paper, we discuss selected aspects of the problem of assets/liabilities port-
folio immunization against changes in the interest rate structure. This issue is impor-
tant for a number of financial institutions: banks, insurance companies, investment
funds or pension funds. We give some new estimates for the value of the portfolio at
a fixed time in the future and discuss their relationship with the existing results.

Keywords: immunization, interest rates, investment portfolio



