KaArINA OsTOJ!

Analiza predyktoréw credibility rezerw IBNR

1. Wstep

Celem opracowania jest zbadanie wlasnosci bayesowskich predyktoréow
wspotczynnikéw taficuchowych oraz analiza wrazliwosci jakosci prognozy
tzw. rezerw na szkody zaistniate i niezgltoszone (ang. Incurred but not Repor-
ted — IBNR) dokonanej z wykorzystaniem rzeczonych predyktoréw w zalezno-
§ci od zatozen przyjetych w modelu. W artykule poddano weryfikacji hipoteze,
ze bayesowskie predyktory liniowe wspoétczynnikéw rozwoju szkéd, ktére ze
wzgledu na ich postaé potraktowaé¢ mozna jako uogélnienie klasycznych wspét-
czynnikéw chain ladder, pozwalajg na uzyskanie wyzszej precyzji oszacowania
warto$ci rezerw IBNR. Za kryterium oceny przyjeto wzgledny btad $rednio-
kwadratowy, ktérego warto$ci otrzymano w drodze symulacji. Wyniki analizy
wlasnosci predyktoréw uzalezniono przede wszystkim od zatozen dotyczacych
postaci rozktadu a priori zmiennej nieobserwowalne;j.

Hipoteze o wyzszej jakoSci wymienionych predyktoréw zweryfikowano
na podstawie analizy symulacyjnej zaimplementowanej w programie R.

W niniejszym artykule podjeto prébe rozwiniecia problemu przedstawio-
nego przez A. Gislera i M.V. Wiitricha?, ktérych praca postuzyla rowniez jako
zrédto przyktadowych danych do analiz. Wykorzystanie bayesowskich warian-
téw metody chain ladder jest dyskutowane w artykutach naukowych z ostatnich
lat®, co potwierdza istotno$¢ zagadnienia.

W artykule przedstawiono podstawowe zatozenia klasycznej metody chain
ladder wraz z wykorzystywanymi w niej oznaczeniami, zatozenia bayesowskiego

1 Deloitte, Dzial Ustug Aktuarialnych; Szkota Gtéwna Handlowa w Warszawie, doktorant
w Kolegium Analiz Ekonomicznych.

2 A. Gisler, M.V. Wiithrich, Credibility for the Chain Ladder Reserving Method, ,ASTIN
Bulletin” 2008, vol. 338, iss. 2, s. 565-600.

3 Podobna analiza przeprowadzona zostata np. w: http://www.dbc.wroc.pl/Content/32942/
Kujawski_Oszacowanie_Rezerwy IBNR Bayesowskim_ Modelem 2016.pdf (data odczytu:
20.03.2018).
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wariantu tej metody oraz konstrukcje zgodnego z nimi modelu rozwoju szkéd,
krétki opis sposobu przeprowadzania symulacji oraz wyniki analizy przepro-
wadzonej w trzech wariantach.

2. Organizacja danych. Podstawowe zatozenia metody
chain ladder

Prognozy rezerw IBNR z wykorzystaniem metody chain ladder dokonuje sie
W oparciu o szeregi czasowe o ustalonym kroku czasowym, za ktéry w niniej-
szym artykule — bez utraty ogélnosci - przyjeto jeden rok sprawozdawczy. Usta-
lanie wartosci rezerw sprowadza sie do analizy czasu, jaki uplynagl pomiedzy
zaistnieniem szkody a momentem poinformowania zakladu ubezpieczen o jej
wystapieniu. Indeksem i e {0 I } oznaczono numer porzadkowy roku zaist-
nienia szkody (rok bazowy), gdzie I — numer ostatniego pelnego okresu, o kt6-
rym zaktad posiada petng informacje w zakresie szkdd zgloszonych. Indeksem
je {0,..., J } oznaczono tzw. rok rozwoju szkéd, czyli liczbe petnych lat, jakie
uplynely pomiedzy rokiem bazowym oraz rokiem zgloszenia szkody, gdzie J to
maksymalna przewidziana w modelu warto$¢ indeksu j. Indeksem k e {1,. ., K }
oznaczono k-ty wyrézniony segment biznesu, ktéry mozna logicznie wyodreb-
ni¢ wzgledem pozostatych segmentéw, nalezy jednak do portfela o zblizonym
procesie rozwoju szkéd. Przez segmenty biznesu rozumieé¢ mozna np. kanaly
dystrybucji, oddzialy, agencje albo jednostki geograficzne dla tej samej grupy
ubezpieczen®.

Niech Cl.lf/. ie{O,..., I}, je{O,..., ]}, ke{O,..., K}, oznacza skumulowang
warto$¢ szkéd zaistnialych w roku i w segmencie k, zgltoszonych z co najwyzej
j-letnim opéznieniem. W zaleznosci od przyjetego modelu elementy Cl,’fl. moga
uwzgledniaé réwniez regresy i odzyski, ponadto moga reprezentowac réwniez
inne kategorie wielkosci, jak np. liczbe szkéd. Przez zgloszenie szkody nalezy
w szczegdlnosci rozumieé zwickszenia lub zmniejszenia roszczen (w tym odzy-
ski i regresy) zaistnialych z op6Znieniem j wzgledem daty wystgpienia szkody.
W praktyce ubezpieczeniowej dane szkodowe z reguly zorganizowane sg w postaci
tzw. tréjkata szkéd. Zbiér danych zawartych w tréjkacie szkéd po zakonczeniu
I-tego okresu sprawozdawczego dla k-tego segmentu biznesu zdefiniowano jako:

4 http://prawo.sejm.gov.pl/isap.nsf/download.xsp/WDU20031241151/U/D20031151Lj.pdf
(data odczytu: 25.07.2017).
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ck={ct ri+j<I}, kel K} (1)
Dla I > J przyjmuje ksztalt trapezu, natomiast dla 7= J - tréjkata.
Warto$¢ przyszlych zobowigzan z tytutu odszkodowarn i §wiadczen Rl.k , czyli

wartosci szkéd, ktére zaistnialy, lecz nie zostaly jeszcze zgloszone, z doktadno-

$cig do roku bazowego obliczana jest zgodnie ze wzorem:

R =Cl -Cf , ie{l-T+1,..1I}, ke{l,...K}, )
przy czym warto$¢ Ci]f , jest warto$cia zmiennej losowej, ktérej realizacja pozo-
staje nieznana w okresie [I J+ 1). Celem analizy jest wyznaczenie predyktora
}A{k (warto$ci rezerwy szkodowej), opisanego wzorem:

A A

R =Cf -cf, ie{l-T+1,..,1I}, ke{l,.. K}, 3)
gdzie élk , jest predyktorem zmiennej Cl,'f]. Problem predykcji Rik sprowadza sie
zatem do problemu wyznaczenia wartosci predyktora élk , dla kazdego roku bazo-
wego I € {0,. oI } Istnieje wiele réznych metod wyznaczania wartoSci éik’] ; prze-
glad tych metod zawarty zostal np. w opracowaniu P.D. Englanda i R.J. Verralla®
lub M.V. Wiitricha i M. Merza®. Wyniki badania z 2004 r., przeprowadzonego
na grupie dziesieciu zaktadéw ubezpieczen operujacych w Polsce wskazaly, ze
prawie wszystkie stosowaly metode Bornhuettera-Fergusona badZ metode chain
ladder (w wariancie klasycznym lub jej zmodyfikowang wersje).

Zalozenia klasycznej metody chain ladder na gruncie statystycznym po raz
pierwszy® sformulowane zostaly przez T. Macka. Przedstawiaja sie one naste-
pujaco’:

1) Dlakazdego ke {1,. . K } zmienne losowe Cik,j opisujace warto$¢ szkéd w réz-
nych latach bazowych i€ {O,..., 1 } sa niezalezne.

5 PD. England, R.J. Verrall, Stochastic claims reserving in general insurance, ,British Ac-
tuarial Journal”, August 2002, vol. 8, iss. 3, s. 443-518.

6  M.V. Wiithrich, M. Merz, Stochastic claims reserving methods in insurance, Wiley, Chi-
chester 2008.

7 http://www.kalkulator-ubezpieczeniowy.pl/analiza_rezerw_2005.pdf (data odczytu:
10.03.2018).

8 A. Gisler, M.V. Wiithrich, Credibility for the Chain Ladder Reserving Method, ,,ASTIN
Bulletin” 2008, vol. 38, iss. 2, s. 567-568.

9 T. Mack, Distribution-free Calculation of the Standard Error of Chain Ladder Reserve Es-
timates, ,ASTIN Bulletin” 1993, vol. 23, iss. 2, s. 213-225.
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2) Istniejg takie state fl.k, 6;‘ €R_, ze dla kazdego i e{ I} ]e{ ]—1},
ke {1,..., K} zachodzi:

E[C.1C]=1C @

k k] =kN\2 ok
Var[CE |Cl]=(6") CL. ®)

Na potrzeby artykutu do zatozen klasycznej metody chain ladder, sformuto-
wanych przez Macka, wlacza sie indeks segmentu biznesu k. W efekcie te same
zalozenia dotycza kazdego z k segmentéw i nie ustala sie zadnej zaleznosci
pomiedzy tymi segmentami. Zalozenia modelu odnoszg sie wylacznie do pierw-

szych dwéch momentéw zmiennej losowej C' dlatego model okresla sie mia-

ij?
nem distribution-free (ang. ,pozbawiony zalozeni odnos$nie do postaci rozktadu”).
Zaleta modelu jest stworzenie podstaw do wyznaczenia bledu standardowego
predykcji. Predykcji wartosci C,.]f] dokonuje sie z wykorzystaniem klasycznych
wspdblczynnikéw rozwoju szkéd (inaczej: klasycznych wspélczynnikéw tanicu-
chowych), zdefiniowanych zgodnie ze wzorem:

. kgl-j-1
=

j kslllrle{o -1}, kel K}, ©)

P
gdzie kS/-p = ZCZZ, p<I-j. Predyktorem zmiennej C'

;, ze zbioru {Cl.kj: i+j>1
i=0

<I }, ke {1,. LK } (nazywanego dolnym tréjkatem szkéd) jest funkcja:
CLck _ Cl . Hf;k’ (7)

gdzie i e {I -J+1,.. .,I}, ke {1,. . .,K}, a predyktorem warto$ci rezerw Rl.k funkcja:

CLI'éik CLCk CLI i (8)
gdzie ie{I-T+1,...I}, ke{l,...K}.

Klasyczna metoda chain ladder jest metoda powszechnie stosowang, jednak
jej predyktory mogg cechowaé sie znacznym btedem prognozy ex post w pew-
nych okreslonych warunkach, w szczegdélnosci dla portfeli matych lub portfeli
z kroétka historig szkodows. Predykcji rezerwy IBNR dla k-tego segmentu biz-
nesu (wobec ograniczonej bazy danych szkodowych) mozna dokonaé w oparciu
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o informacje pochodzace z innych k' e {1,...,k— 1, k+1, ...,K} segmentéw biz-
nesu'’. Jednym ze sposobéw wykorzystania tego typu informacji jest zastoso-
wanie tzw. estymatoréw credibility, nalezacych do klasy liniowych estymatoréw
bayesowskich. Teoria credibility (,teoria wiarygodno$ci”, ,teoria zaufania”)
pozwala na wlaczenie w proces estymacji parametréw rozktadu zmiennej loso-
wej tzw. informacji zewnetrznej (inaczej informacji kolektywnej). Estymatory
credibility klasycznie stosuje sie do wyceny kontraktéw w niejednorodnych
portfelach ubezpieczeniowych. Zaleta tych estymatoréw jest brak koniecznos$ci
przyjecia jednoznacznej tezy o homogenicznos$ci badz heterogenicznos$ci port-
fela polis. Estymacja polega na uwzglednieniu zaréwno informacji o samym
ubezpieczonym (informacja indywidualna), jak i o calym portfelu (informacja
kolektywna). W artykule podobne podejscie zastosowane bedzie przy szacowa-
niu wartos$ci wspotczynnikéw tancuchowych, zaktadajac, ze faktyczna wartosé
wsp6tczynnikéw tafnicuchowych moze stanowié¢ wypadkowg informacji o poje-
dynczym segmencie biznesu i o calym portfelu.

Alois Gisler i Mario V. Wiitrich!! wskazuja dwa podstawowe Zrédta infor-
macji kolektywnej — dane pochodzace z innych segmentéw biznesu oraz dane
rynkowe, przy czym w swojej publikacji za zrédto informacji kolektywnej przy-
jeli inne segmenty biznesu'?. Zastosowanie danych rynkowych sprowadzatoby
sie do stworzenia tréjkata szkod dla calego rynku ubezpieczeniowego i potrak-
towania go jako jedynego Zrédia informacji zewnetrznej.

3. Bayesowski wariant metody chain ladder.
Estymatory credibility

W poréwnaniu do modelu Macka w bayesowskim wariancie metody chain
ladder przyjmujemy bardziej restrykcyjne zalozenia o rozktadzie wspélczynnika
rozwoju szkdd. Wiedze a priori o rozwoju szkdd reprezentuje K J-wymiarowych
zmiennych losowych:

F'=(F},..,F" ), ke{1,...K}, ©)

10 Tbidem, s. 565.
11 Tbidem.
12 Tbidem, s. 565-556.
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. . k k . . . . .
gdzie zmienne Fj,...,F, | sgniezalezne, a zmienne F* ke {1,. . .,K} —niezalezne,

o tym samym rozktadzie.

Niech F oznacza J X K-wymiarowg zmienng losowg (F',...,F*Y. Pod poje-
ciem bayesowskich wspélczynnikéw tanicuchowych (inaczej: bayesowskich
wsp6tczynnikéw rozwoju szkéd) rozumie sie wektor realizacji zmiennej loso-
wej F “dla k-tej linii biznesowej:

= fh), ke{n. K] (10)
Po wprowadzeniu pomocniczej zmiennej (znormalizowaniu wartos$ci tréj-
kata szkodowego):
k
k _ igHl . .
Y. = C—;‘ ie {OI} je {0,...,]— 1}, ke {IK} (11
i

zalozenia modelu mozna sformutowaé w sposéb nastepujacy!s:

1) Warunkowo, przy danym F, zmienne losowe Cl.k_/. dla réznych lat bazowych
i€ {0,...,[} sg niezalezne.

2) Niech B ={Cl,: i+I<Inl<jn ke{l,..,K}} gdzie j€{0,...,J}, bedzie odpo-
wiednim podzbiorem zbioru danych pozwalajacych na stworzenie tréjkata
szkodowego {Cf ke {IK}} a 0'].2 (FI_"), je {0]} - pewng funkcja, zwang
funkcja wariancji. Warunkowo przy danym F oraz zbiorze B, rozktad zmien-
nej Ylk, (ie {0,...,1}, je {O,...,J—l}, ke {1,...,K}) zalezy wylgcznie od Cilf,. i

[xr.5]- 7 @
!

Var[Yi{‘l,|F,B/.]= 0’1{5 ) (13)
i

oraz skofnczone sg momenty Var(Fl_") iE [0'/.2 (Flk)]

3) Zmienne ij, je{O,...,J—l}, ke {1,...,K} sg niezalezne.

Konsekwencja przyjecia powyzszych zatozen jest warunkowa niezaleznosé
zmiennych Ylkl dla réznych lat wystagpienia szkody i € {O,. oI } oraz ich warun-
kowe nieskorelowanie dla ré6znych lat rozwoju szkéd j e {0,. O 1} wzgledem F.
Warunkowa warto$¢ oczekiwana i warunkowa wariancja zmiennej Ylk/ zalezg

13 Ibidem, s. 570.
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wylacznie od zmiennej losowej F/.k i nie zalezg od zmiennych ka, powigzanych
z innymi latami rozwoju szkéd m #j, m,je {0,...,]— 1} (por. (14) i (15)).

Najlepszym estymatorem (ang. best predictor — BP) wspo6tczynnika Fik przy
kwadratowej funkcji straty jest estymator:

FY =argrhr(lglkr)lE[(h(Clk)—Fik)z|Cfi|=EI:F;.k|C;‘:|, (14)
gdzie je {0,...,] - 1}, ke {1,...,K}, a h jest dowolng funkcja mierzalng zdefinio-
wang na obserwacjach z gérnego tréjkata szkodowego. Na podstawie wniosku
o warunkowym nieskorelowaniu zmiennych Ylkl dla réznych lat rozwoju szkéd
dowodzi sig, ze predyktor skumulowanej tacznej wartoSci odszkodowan i $wiad-
czen zaistnialtych w roku bazowym i e {0,...,1 } réwniez ma wlasnoéci estyma-
tora bayesowskiego (minimalizuje zadang funkcje straty opisanej wzorem (14))
i przyjmuje postaé'#:

J-1

Bpéik Czkl 1HF;I§<P’ (15)
j=I-i

gdzie k e {1,. K }, co pozwala na wyznaczenie bayesowskiego predyktora rezerw.
Wyznaczenie jego warto$ci wymaga znajomosci tacznego teoretycznego rozktadu
zmiennych losowych F i Ylk] co stanowi istotne ograniczenie w praktyce ubezpie-
czeniowej. Rozwiqzaniem tej kwestii jest ograniczenie sie do klasy predyktoréw
liniowych. Funkcja F; k " jest najlepszym predyktorem liniowym (ang. best linear
predictor — BLP) zmiennej F/k przy kwadratowej funkcji straty, jezeli jest funk-
cja liniowg obserwacji Ylkl, i€ {0,...,[}, je {O,...,I—i}, ke {1,...,K} oraz spelnia:

] 2
Fii“’ =arg rr;{nE[(Fik—IiL) |C;‘], (16)

i

gdzie
L k k .
F —{F. F, =af, +ZallY” AY o) ai’ieR}, jefo,...7-1}, ke{1,...K}.
Bayesowski wariant modelu rozwoju szkéd, spelniajacy zalozenia przyto-

czone na poczatku rozdziatu, spetnia jednocze$nie zatozenia modelu Bithlmanna-
-Strauba, zgodnie z ktérym najlepszy liniowy predyktor przyjmuje postac:

14 Tbidem, s. 573.
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F;iLP — al kfk ( )fcoll’ (17)

]

je{O,...,J—l}, ke{l,...,K}, gdzie:

. kSI—j—l
fik = kS/;—lj—l ) (18)
fcoll E[Fk] (19)

o, jest tzw. wspoélczynnikiem zaufania (inaczej wspélczynnikiem wiarygodno-
$ci) réwnym:
RS
ai.k = : 52 ’ (20)
kgl=i-t 4 "I
/ 7’
]
gdzie s’ = E[ (F")] oraz 7; = Var[Fk]
Otrzymany estymator przyjmuje postaé $redniej wazonej klasycznego wspot-
czynnika chain ladder f reprezentujgcego informacje indywidualng, oraz war-
tosci oczekiwanej f rozkladu a priori. Predyktory Cl_" , Wyznaczane sg zgodnie

Z€ WZorem:

PECE = mHF,iLP’ ie{0,...1}, ke{1,...K}. (21)

j=I-i

Nalezy podkreslié, ze ograniczenie do klasy estymatoréw liniowych ZubaZa
wlasnosci predyktora zmiennej Cl .. Predyktory BP zar6wno zmiennych £, Jak
i Ci’ , spelniaja wlasnosci predyktora bayesowskiego. Wsp6tczynniki ].,kL spel—
niajg wprawdzie z definicji zatozenia estymatora BLP — sa najlepszymi linio-
wymi predyktorami wspétczynnikéw tancuchowych, jednak predyktor **C, ok | nie
jest juz najlepszym liniowym predyktorem zmiennej C, 7, ajedynie predyktorem
opartym na najlepszych liniowych predyktorach wspétczynnikéw tancuchowych.

Oszacowanie I:jiLP wymaga znajomosci teoretycznych parametréw rozktadu
a priori: S; 7! oraz fiw”. Nieobcigzonym estymatorem parametru fiw” o0 naj-
mniejszej wariancji w klasie estymatoréw liniowych jest:

15 Ibidem, s. 575.
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K o. .
coll I k
k=1 j
gdzie ¢, ZO!, © ] € {0 }16 Przy zalozeniu, Ze znane sg warto$ci parame-

tréw strukturalnych 5/.2, T,.z otrzymujemy tzw. najlepszy liniowy nieobcigzony
predyktor BLUP (ang. best linear unbiased predictor) ij:
BLUP __ rk Feoll

E7 =, +(1_0‘1_k)fi g (23)
gdzie j e{ A 1} ke {1 } Przy braku pelnej informacji o postaci funk-
cyjnej rozkladu a priori uzytecznoéé estymatorow Fiiwp i F] iLP jest mocno
ograniczona. Nieznane parametry Sf, T/.z, podobnie jak f/w , rOwniez podlegaja
estymacji. Wykorzystujac estymatory $. 2, f’z zaproponowane w pracy H. Biihl-

manna i A. Gislera!” oraz zastepujac n1m1 w1elkosc1 S i T we wzorze na F, BLUP,
otrzymuje si¢ empiryczny estymator F/ """ oraz empiryczny predyktor oLl Rl."
rezerw:
N ~coll
EBLUP _ A k
For =g fre(1-a ,)f, , jel0...7-1}, ke{l,.. K}, 24)
R J-1
ey =L TIES” ie{r-T+1..,1}, ke{l,.. K}, (25)
j=I-i
FRUPRE = ErorCE —cf, L ie{I-T+1,..,1}, ke{l,..,K}, (26)
kSI—j—l
gdzie 07,- ET——
' S
kSI—]—l +_]
j 72

]
Poréwnanie wymienionych estymatoréw przedstawiono na rysunku 1.
Przed przystgpieniem do analizy symulacyjnej konieczne jest rozwigzanie
dwéch probleméw natury technicznej. Poniewaz estymator parametru struktu-
ralnego i'l,z moze przyjmowaé wartosci ujemne, zastepujemy go estymatorem

16 http://www-users.mat.umk.pl/~wniem/Ryzyko/RyzykoUB.pdf (data odczytu: 5.05.2015).
17 H. Bithlmann, A. Gisler, A course in credibility theory and its applications, Springer, Ber-
lin 2005, s. 93-95.
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~2
7, = max(O, f’f), je{O,...,]—l} 18, Drugi problem natury implementacyjnej

powstaje w momencie, gdy dla kazdego ke {1,...,K} zachodzi &/,k =0. W efek-
~eoll

cie d/. =0, przez co niemozliwe jest wyznaczenie f; zgodnie z empirycznym

odpowiednikiem wzoru (22) wykorzystujacym predyktory o?i'k. W takich przy-

A

padkach przyjeto, ze f; = Ezfzk Wymienione ograniczenia i wprowadzone

k=1

coll 1 K

modyfikacje estymatoréw BLUP prowadzg do rezygnacji z waznej cechy esty-
matoréw wspétczynnikéw tancuchowych, jaka jest nieobcigzono$é.

FEP wmafi (1= m JEF)

b T
it o=y {1 )T

¥
T i
AAYE = d + (1 —de )i

Rysunek 1. Posta¢ wybranych bayesowskich estymatoréw liniowych

Zro6dlo: opracowanie wlasne

Posta¢ liniowych predyktoréw wskazuje na to, ze stanowig one pewnego
rodzaju uogdlnienie klasycznych wspélczynnikéw chain ladder, dlatego ocze-
kiwaliby$my, ze liniowe predyktory dadzg lepsze rezultaty niz uzyskane metodg
klasycznag. Z drugiej strony ograniczenie do klasy predyktoréw liniowych powo-
duje ograniczenie wlasnos$ci samych predyktoréw rezerw, a ponadto w przy-
padku predyktoré6w EBLUP z powodéw technicznych stosujemy predyktory
obciazone. Celem symulacji bedzie sprawdzenie, czy wlaczenie w proces esty-
macji informacji kolektywnej spowoduje polepszenie jakosci predykcji pomimo
zastosowania predyktoréw obcigzonych.

18 Ibidem, s. 95.
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4. Konstrukcja modelu rozwoju szkdéd. Architektura symulaciji

Celem opracowania jest poréwnanie jakosci predykcji dokonanej z wykorzy-
staniem liniowych predyktoréw wspoélczynnikéw tanicuchowych oraz zbadanie
ich wrazliwo$ci na zmiane wybranych parametréw rozktadu a priori, przyj-
mujac zalozenia o modelu rozwoju szkéd przytoczone w punkcie 3. Symulacja
wymaga w szczegollnosci przyjecia zatozen o:

* rozkladzie warto$ci roszczen zgloszonych w tym samym okresie, w ktérym
wystapila szkoda (pierwsza kolumna gérnego tréjkata szkodowego),

* postaci funkcyjnej i parametrach rozktadu a priori zmiennej losowej F,

* postaci funkcyjnej i parametrach rozktadu warunkowego zmiennej loso-
wej Y, przy danym Fdla (i,j,k)€{0, ...1-1}x{0, ..., I-i-1}x{1, ..., K}.
Oceny jakos$ci predyktoréw rezerw dokonano na podstawie trzech rodzajéw

symulacji, z ktérych dwa polegaly na analizie btedu prognozy ex post, przyjmu-
jac za rozktad a priori rozktady o tych samych macierzach pierwszych i drugich
momentach oraz réznej postaci funkcyjnej, natomiast trzecia — na testowaniu
wlasno$ci predyktoréw przy rozktadzie a priori bedacym dyskretng mieszanka
dwoch rozktadéw.

K
CO,O

vl |F

k
CI k

Rysunek 2. Opis zmiennych generowanych w toku symulacji

Zrédlo: opracowanie wlasne

Symulacja polega na N-krotnym powtérzeniu schematu sktadajacego sie
z nastepujacych etapéw (por. rysunek 2):
1. Generowanie wartosci z pierwszej kolumny tréjkata szkodowego Cl.'fo dla
kazdego segmentu biznesu k e {1, . K}.
2. Generowanie realizacji zmiennej losowej F dla (j,k)e{O, o I—i— 1} X {1, K}.
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3. Generowanie gérnego tréjkata szkod Cf dla ke {1,...,K}.
4. Generowanie faktycznej realizacji trojkata dolnego zgodnie z zalozeniami
wymienionymi w poprzednich punktach.
5. Generowanie predyktoréw wartosci tréjkata dolnego otrzymanego z wyko-
rzystaniem:
 klasycznych wspétczynnikéw chain ladder,
* predyktoréw F}iLP,
» predyktoréw F}iwp,
* predyktoréow FiiBLUP
Oceny jakosci prognozy predyktora Q dokonuje sie w badaniu na podsta-
wie wzglednego btedu $redniokwadratowego:

2
»

1 N, &
rRMSE(Q) = z. ) 27)

1 N n
Nznzl Q

gdzie ne {1, . N} oznacza n-tg iteracje, przy czym btad rRMSE(é) podlega
K I

analizie zaréwno dla calego portfela (Q = ZZRI_"), jak i w podziale na segmenty

k=1 i=1
I K
. k k
biznesu Q=Y R’ oraz na lata bazowe Q= YR
i=0 k=1

Na potrzeby symulacji za warto$ci parametréw odpowiednich rozktadéw
przyjeto parametry wyznaczone na podstawie danych zawartych w artykule
A. Gislera i M.V. Wiitricha'®. Autorzy zamiescili trojkaty szkod dla towarzystwa
Winterthur Insurance Company, zawierajace dane z lat bazowych 1986-2006 dla
sze$ciu segmentow biznesu. Model rozwoju szkéd przewiduje mozliwo$é zglosze-
nia prawa do roszczenia do 10 lat od wystgpienia zdarzenia ubezpieczeniowego
oraz uwzglednia warto$¢ regreséw i odzyskéw. Ze wzgledu na poufny charakter
danych wartosci w tréjkatach szkéd pomnozone zostaly przez nieznang stala.

Estymacji podlegaly w szczegblnosci parametry rozktadu wartosci z pierw-
szej kolumny gérnego tréjkata szkodowego, wektor wartoéci oczekiwanych
i wektor warto$ci wariancji rozktadu F.

Przy zalozeniach modelu zmienne losowe Cik’o, zawarte w pierwszej kolumnie
trojkata szkodowego, sa w zasadzie jedynymi zmiennymi, ktére moga zawieraé

19 A, Gisler, M. V. Wiithrich, op.cit., s. 591-596.
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informacje?® charakterystyczng o zadanej linii biznesowej oraz o zadanym roku
bazowym. Do modelowania tgcznej wartosci szkdéd rozwazono rozktady Pareta,
Weibulla oraz rozktad log-normalny. Ze wzgledu na malg liczebno$¢ préby decy-
zje o postaci funkcyjnej podjeto na podstawie empirycznych wykreséw kwan-
tylowych. Do modelowania wartosci z pierwszej kolumny tréjkata gérnego
przyjeto rozklad log-normalny o parametrach wyznaczonych osobno dla kaz-
dego segmentu biznesu.

Zgodnie z zalozeniami bayesowskiego wariantu metody chain ladder roz-

k

ij+1

ktad a priori opisuje wartosé¢ oczekiwang ilorazéw ok dla kazdego roku rozwoju
ij

szkéd j e {0,. = 1}. Rozsadne wydaje sie zatem zidentyfikowanie parametréw
tego rozkltadu w oparciu o klasyczne wspélczynniki rozwoju szkéd f/.k, ktérych
wartosci przedstawiono w tabeli 1. W pierwszym wariancie symulacji przyjeto,
ze rozktad ten opisany jest przesunietym (tréjparametrycznym) rozkltadem
gamma:

F* ~ Gamma(a,, B, u), je{0,...7-1}, ke{l.. K}, (28)

gdzie tréjparametryczny rozktad gamma opisany jest funkcjg gestosci:

F(E)= Fﬁ(a) (F w7 e 29)

natomiast w drugim wariancie za rozktad a priori przyjeto uogdélniony rozktad
beta:

F' ~ Beta(y, 5, p,q), j€{0,...J-1} ke{l.. K}, (30)

]

gdzie no$nikiem zmiennej jest przedziat [ . qi] , a funkcja gestosci wspomnia-
nego rozkladu beta przedstawia si¢ nastepujgco:

F('y+5) 1 y.-1 5.-1
F')= — F*—-pl)’ (¢ -F) . 31
f( j ) F(yj)r(ysj)(ql.—pl.)yﬁai1( j p/) (q1 i ) (3D

20 Wspomnianej tu informacji nie nalezy taczy¢ z informacja indywidualng badz kolek-
tywna, ktéra dotyczy wytacznie rozktadu a priori.
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Parametry obu rozkladéw — réwniez ze wzgledu na matg liczebno$é préby,
oszacowano metodg momentéw na podstawie obserwacji klasycznych wspét-
czynnikéw chain ladder zawartych w tabeli 1.

Tabela nr 1. Wartosci wspétczynnikéw rozwoju wyznaczone klasyczna metoda chain
ladder dla segmentéw 1-6

Wartosci klasycznych wspétczynnikoéw chain ladder
' Rok rozwoju szkéd (f)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2,27 | 1,23 | 098 | 1,02 | 1,01 | 0,98 | 0,96 | 1,00 | 0,99 | 1,00
2 2,13 | 1,09 | 1,03 | 1,00 | 0,99 | 1,00 | 1,01 | 0,99 | 1,00 | 0,99
3 2,18 1,13 1,03 1,04 1,00 1,00 0,99 1,00 1,00 1,00
4 2,10 | 1,07 | 1,05 | 1,01 1,00 | 1,01 | 0,99 | 0,99 | 1,00 | 1,00
5 1,93 | 1,11 1,01 | 0,99 | 1,00 | 0,99 | 0,99 | 0,99 | 1,00 | 1,00
6 2,99 | 1,19 | 1,14 | 1,00 | 1,00 | 0,97 | 0,99 | 1,00 | 1,00 | 1,00

Zrédlo: opracowanie wlasne

W zwigzku z tym oba rozklady cechowaly sie tg samg warto$cig oczekiwang
oraz tg samg wariancjg. Istotng réznicg jest natomiast przedziat okreslonosci
obu rozktadéw. W trzecim wariancie za rozklad a priori przyjeto dyskretng mie-
szanke rozktadu beta o parametrach zgodnych z przyjetymi w wariancie dru-
gim oraz rozkladu jednostajnego?! okreslonego na tym samym no$niku, przy
1 9

czym za wspétczynniki kombinacji liniowej przyjeto wartosci p = O,E, ...,E,l.

Zmienna Z ma rozklad opisany dwuelementowa mieszanka rozktadow, gdy?*:
f,(2)=ph(z)+(1-P)f(z) (32)

gdzie pe [O, 1], f,» f, - funkcje gestosci zmiennych losowych okreslonych na jed-
nakowych nosnikach o dystrybuantach odpowiednio F,, F,. Schemat losowania
zmiennej z rozkladu bedacego dyskretng mieszankg dwoch rozktadéw o znanej
postaci oraz zadanym parametrze p polega na wylosowaniu zmiennej pomocniczej

21 Rozklad jednostajny jest szczegdlnym przypadkiem rozktadu beta, jednak w tekscie roz-
ktad beta z parametrami wyznaczonymi na podstawie obserwacji bedzie nazywany rozkladem
beta, a rozktad jednostajny okreslony na tym samym no$niku — rozkladem jednostajnym.

22 S A. Klugman, H.H. Panjer, E.W. Gordon, Loss Models. From Data to Decisions, John
Wiley & Sons, Inc., Hoboken 2004, s. 59.



Analiza predyktoréw credibility rezerw IBNR 199

p’ zrozkladu jednostajnego na przedziale (0,1), a nastepnie wylosowaniu zmien-
nej z rozkladu F, jezeli p’ < p oraz zmiennej z rozktadu F, w przeciwnym przy-
padku. W konsekwencji, teoretyczne wartos$ci wartosci oczekiwanej i wariancji
zmiennej f, (z) opisuja wzory:

EZ=E[E(Z|P)]|=pEZ+(1-p)EZ, (33)

VarZ = E[ Var(Z|P) ]+ Var[ E(Z|P)]

=pVarZ, +(1— p)VarZ2 +p(1-p)(EZ, —EZZ) (34)

Zamierzeniem wykorzystania mieszanki dwéch rozktadéw bylo poréwna-
nie wynikéw dla rozktadu a priori z parametrami oszacowanymi na podsta-
wie proéby, czyli z zalozenia — rozktadu wnoszacego mozliwe duzo informacji
o zmiennej nieobserwowalnej z wynikami dla rozktadu niewnoszgcego prak-
tycznie zadnej informacji.

Zgodnie z drugim zalozeniem bayesowskiego wariantu metody chain lad-
der obserwowalna zmienna Ylkl opisana jest rozkladem warunkowym wzgledem
realizacji zmiennej F. Za posta¢ funkcyjng rozkltadu zmiennej obserwowalnej
przyjeto tréjparametryczny rozklad log-normalny:

) ) O'.Z(F.k)

Yi'].|F ~ LN Fi; ICkl x| (35)
L]

gdzie i e {O, ...,1—1}, je {0, e J—l}, ke {1, e K}, X, - punkt poczatkowy, za

ktéry przyjeto minima zmiennej obserwowalnej. Wektor I X J X K zmiennych

losowych dalej oznaczony zostanie jako Y.

Bayesowski wariant metody chain ladder zaktada, ze wariancja zmiennej obser-
wowalnej jest funkcjg wartosci oczekiwanej i opisana jest tzw. funkcja warian-
cji: O'f (Flk) Na podstawie analizy danych towarzystwa Winterthur Insurance
Company postanowiono zastosowaé kwadratowg funkcje wartoséci oczekiwanej
o zerowym wyrazie wolnym. Przyjecie rosnacej funkcji wariancji jako funkcji
warto$ci oczekiwanej wydaje sie zasadne, gdyz z reguly najwyzsza wariancje
majg wczesne lata rozwoju szkéd, cechujace sie najwyzszymi wspétczynnikami
rozwoju. Warto$ci wspélczynnikéw tanicuchowych dla pierwszego roku rozwoju
ksztaltujg sie w granicach 1,5-2,0, co jest zgodne z wynikami badania z 2004 r.,
przeprowadzonego na rynku polskim dla grup ubezpieczeniowych dziatu 1123,

23 http://www.kalkulator-ubezpieczeniowy.pl/analiza_rezerw_2005.pdf (data odczytu:
10.03.2018).



200 Karina Ostoj

Pierwszy rok rozwoju szkéd cechowaé beda najwyzsze warto$ci wspélczyn-
nikéw chain ladder oraz najwieksza niepewno$¢ co do wartosci zglaszanych
szk6d. W kolejnych latach roszczenia naptywajg coraz rzadziej, a ich udziat
w lacznej liczbie szkdd z pojedynczego roku bazowego sukcesywnie maleje,
co ma wplyw na zmniejszenie wariancji wspélczynnikéw oraz stabilizacje ich
wartosci wokoét jedynki. Fakt uwzglednienia w analizie regreséw i odzyskéw,
ktérych natezenie obserwowane jest z pewnym opéznieniem (w przypadku
Winterthur Company natezenie takie zaobserwowaé mozna w latach rozwoju
szkéd: 5, 6 oraz 7, w ktérych warto$ci wspétczynnikéw spadly nieco ponizej
1, por. tabela 1), ma nieoczywisty wpltyw na wariancje wspoétczynnikéw chain
ladder. Im bardziej warto$¢ regreséw i odzyskéw bedzie zblizona do wyptaca-
nych przez zaklad odszkodowan i Swiadczeni, tym bardziej stabilizowaé bedg
one wartos$ci wspotczynnikéw rozwoju szkéd. Duze udzialy regreséw i odzy-
skéw moga powodowacé z jednej strony spadek warto$ci wspoétczynnikéw poni-
zej jedynki, a z drugiej wplynaé¢ na zwiekszenie ich wariancji. W przypadku
trojkatéw szkéd Winterthur Insurance Company dla lat charakteryzujacych
sie wspétczynnikami chain ladder zblizonymi do jedno$ci wariancja wyrazona
w jednostkach wyplaconych odszkodowan i §wiadczen jest relatywnie niska.
Cecha ta charakteryzuje zaréwno lata ze znaczacym udziatem regreséw, jak
i p6zne lata rozwoju szkdd, a dla lat ,regresowych” nieznaczny wzrost warian-
cji odnotowano jedynie w przypadku piatej linii biznesowej. Eskalacja warian-
cji zauwazalna jest dla pierwszego roku rozwoju szkéd, dla ktérych oczekiwana
warto$¢ wspélczynnika wynosi okoto dwéch.

Zaprezentowana kalibracja modelu pozwala na zbadanie wlasnosci roz-
wazanych estymatoréw credibility wspotczynnikéw tancuchowych i btedéw
predykcji rezerw oraz przeprowadzenie analizy wrazliwosci. Dla pierwszych
dwéch wariantéw symulacji przyjeto N =50 000 iteracji, natomiast dla analizy
wrazliwo$ci przeprowadzono 11 symulacji, kazda o liczbie N =10 000 iteracji.

5. Wyniki symulacji

Zgodnie z zalozeniami pierwszego i drugiego wariantu symulacji, za roz-
ktad a priori przyjmuje sie odpowiednio rozklad gamma i rozktad beta o tej
samej warto$ci oczekiwanej oraz wariancji. Waznym zalozeniem jest ustale-
nie przedziatu okreslonosci obu rozktadéw — w obu przypadkach zastosowano
uogdlnione postacie funkcyjne rozktadéw z parametrami polozenia, przy czym
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punkt poczatkowy dla obu wariantéw jest taki sam, natomiast no$nik rozktadu
beta jest ograniczony, w przeciwienstwie do rozktadu gamma. Rozwazenie obu
przypadkéw ma pewne odniesienie do praktyki ubezpieczeniowej, gdyz czesto
z estymacji opartej na wykorzystaniu tréjkatéw szkéd wyklucza si¢ obserwacje
odstajace od przecietnie obserwowanych wartosci. Rozktad gamma odzwier-
ciedlatby zatem podejscie, w ktérym wartos$é szkdd wlaczona w proces estyma-
cji wspélczynnikéw taficuchowych jest nieograniczona, natomiast rozktad beta
uwzglednia wylacznie szkody o warto$ciach nieprzekraczajacych pewnej mak-
symalnej zaloZzonej tacznej wartos$ci szkéd.

Linia biznesowa

£ UL I U

Portfel Rok szkodowy
Rysunek 3. Wartosci wzglednego bledu sredniokwadratowego w réznych przekrojach

wyznaczone w spos6b symulacyjny przy rozkladzie a priori gamma

Zrodlo: opracowanie wlasne

Rysunek 3 przedstawia wyniki symulacji dla rozktadu gamma. Na wykresach
pokazano przecietng warto$¢ wzglednego bledu sredniokwadratowego z wyko-
rzystaniem kolejnych wariantéw wspétczynnikéw tancuchowych uzyskanych
za pomocg: metody klasycznej (CL), najlepszych predyktoréw liniowych (BLP),
najlepszych nieobcigzonych predyktoréw liniowych (BLUP) oraz najlepszych
empirycznych nieobcigzonych predyktoréw liniowych (EBLUP).

Jako$¢ predykcji na poziomie calego portfela wydaje si¢ jednakowa. Zaledwie
dla dwéch sposréd czterech segmentéw biznesu wspétczynniki EBLUP cechuja
sie lepsza jako$cig predykcji niz klasyczne wspétezynniki fancuchowe, natomiast
w przypadku rozktadu beta wzgledny btad $redniokwadratowy wspétczynni-
kéw EBLUP osigga warto$¢ zblizong lub nizszg niz klasyczne wspoétczynniki
(por. rysunek 3 i 4). W przypadku rozktadu a priori gamma wykorzystanie baye-
sowskich wspétczynnikéw liniowych skutkuje lepszymi rezultatami w podziale
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na lata bazowe, dla rozktadu beta jakos$é¢ predykcji jest zréznicowana pomiedzy
kolejnymi latami bazowymi. Praktyczne zastosowanie tego wniosku jest jednak
ograniczone ze wzgledu na fakt, iz ta sama metoda powinna zostaé zastoso-
wana w odniesieniu do calego pojedynczego tréjkata szkodowego, a zatem do
wszystkich lat bazowych. W pewnych warunkach zastosowanie bayesowskich
wspolczynnikéw liniowych skutkuje bardziej precyzyjnymi oszacowaniami
predyktoréow rezerw dla pojedynczych segmentéw biznesu, jednak na pozio-
mie catego portfela jakos$¢ predykcji wydaje sie zblizona (por. rysunek 4). O ile
w konteks$cie praktyki ubezpieczeniowej zastosowanie tych predyktoréw wydaje
sie ograniczone z punktu widzenia oszacowania dla calego portfela, o tyle baye-
sowskie wspoltczynniki liniowe mogg dostarczy¢ informacji o strukturze biznesu
na poziomie nizszym niz caly portfel (segmenty biznesu).

i il loke

Linia biznesowa
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Rysunek 4. Warto$ci wzglednego bledu sredniokwadratowego w r6znych przekrojach
wyznaczone w spos6b symulacyjny przy rozkladzie a priori beta

Zro6dlo: opracowanie wlasne

Analiza wrazliwo$ci polegata na poréwnaniu wtasnosci predyktoréow ze
wzgledu na rozklad a priori stanowigcy mieszanke rozktadéw beta z réznymi
udziatami tych rozkladéw. Przebieg zmiennosci wzglednego bledu sredniokwa-
dratowego byt podobny dla wszystkich segmentéw biznesu, przyktadowy (i zara-
zem typowy) przebieg dla wybranej linii biznesu przedstawiono na rysunku 5.

Warto$¢ $redniego wzglednego bledu kwadratowego w szczegdlnoscei dla
liniowych wspétczynnikéw typu EBLUP wykazuje silng, niemonotoniczng zalez-
no$¢ od parametru p. Najwyzsze wartoSci Sredniego btedu kwadratowego obser-
wuje sie dla parametréow p e {0,3, 0,4, 0,5, 0,6}, czyli takich parametréw, dla
ktérych udziat rozktadu beta i rozktadu jednostajnego sg zblizone. Dla rozktadu
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jednostajnego jakos$¢ predykcji jest poréwnywalna dla wszystkich czterech roz-
patrywanych rodzajéw predyktoréw. W przypadku rozktadéw z przewazajgcym
wktadem rozkladu beta (p € {0,7, 0,8,0,9, 1,0}) estymatory EBLUP cechujg sie
najnizszym btedem predykcji.

Rozktad jednostajny (non- Rozktad beta
e P Linia biznesowa 6
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parametr p (udziat rozktadu beta)

Rysunek 5. Wartosci wzglednego bledu sredniokwadratowego w réznych przekrojach
wyznaczone w spos6b symulacyjny przy rozkladzie a priori bedacym
dyskretng mieszanka rozklad6w beta — na przykladzie segmentu biznesu 6

Zrédlo: opracowanie wlasne

6. Podsumowanie i kierunki dalszych badan

Bayesowskie liniowe predyktory stanowig uogélnienie klasycznych wspét-
czynnikéw chain ladder. Szereg przeprowadzonych symulacji wskazuje, Ze nie
mozna w sposéb jednoznaczny wykazaé, ktéry rodzaj predyktoréw cechuje sie
lepszg jako$cig prognozy, gdyz zalezy to silnie od zalozenn modelu. W pewnych
okreslonych warunkach zastosowanie bayesowskich wspélczynnikéw liniowych
prowadzi do bardziej precyzyjnych predyktoréw rezerw dla pojedynczych seg-
mentéw biznesu, jednak na poziomie calego portfela jakosé predykcji wydaje
sie zblizona. W artykule testowano wtasnosci predyktoréw liniowych wzgledem
réznych rozktadéw a priori. Wyniki szeregu symulacji pomocniczych wskazy-
waly na silne uzaleznienie rowniez od innych zatozen przyjetych w modelu
- jednym z najsilniej wplywajacych na ostateczne wnioski jest posta¢ funkcji
wariancji. Przeprowadzona analiza wrazliwosci wskazuje na fakt, ze trafnosé
prognozy silnie zalezy od ksztaltu rozktadu a priori, gdyz najstabsze predyktory
rezerw otrzymano dla mieszanek rozktadéw beta oraz rozktadu jednostajnego
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o zblizonym udziale w ostatecznej postaci rozkladu. Wniosek ten nalezy jednak
rozpatrywac w kategoriach hipotezy, ktéra wymaga dalszej weryfikacji.
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Analysis of the IBNR reserve credibility predictors

Abstract

Chain ladder is one of the simplest and the most frequently used method for the
estimation of the IBNR (Incurred but not Reported) reserve. Due to its popularity and
wide recognition, it abided many modifications, including its generalization within
the credibility theory presented in Gisler and Wiitrich (2008). The idea relies on a dis-
tinction between so-called individual information and collective information relating
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to various parts of a single insurance portfolio, where the share of both sources of
information constitutes a subject to estimation. The simulation analysis presented
in this paper enabled the comparison of the prediction quality based on the classical
chain ladder and of its Bayesian counterpart.
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