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Taryfikacja a priori w ubezpieczeniach
komunikacyjnych z uwzglednieniem zaleznosci
przestrzennej

1. Wstep

Standardowg metodg oceny ryzyka ubezpieczeniowego w masowych ubez-
pieczeniach indywidualnych jest wykorzystanie metod statystycznych i modeli
predykcyjnych. Szczegélnie w ubezpieczeniach komunikacyjnych odpowiedzial-
noéci cywilnej posiadaczy pojazdéw mechanicznych (OC p.p.m.) oraz autocasco
(AC) skladka ustalana jest na podstawie obserwowalnych cech ubezpieczonego
i jego pojazdu — jest to tzw. taryfikacja a priori?>. Do typowych zmiennych tary-
fowych mozna zaliczy¢ wiek kierowcy, rodzaj pojazdu czy tez moc i pojemnos$¢
silnika. W praktyce mozna réwniez spotkaé regionalne réznicowanie sktadki,
podyktowane przestrzennym zréznicowaniem ryzyka ubezpieczeniowego?®.
Zagadnienia zwigzane z analizg przestrzennych aspektéw ryzyka ubezpiecze-
niowego byly poruszane réwniez w literaturze aktuarialnej, m.in. w pracach
M. Boskova i R.J. Verralla* oraz N. Brouhnsa i innych®. Autorzy wykorzystali
w nich modele oparte na statystyce bayesowskiej. Odpowiednia analiza geo-
graficznych aspektéw ryzyka ubezpieczeniowego oraz zastosowanie metod sta-
tystyki przestrzennej wydajg sie wiec droga do bardziej efektywnej taryfikacji
i lepszego dopasowania skladki do rzeczywistego ryzyka.

1 Ubezpieczeniowy Fundusz Gwarancyjny.

2 W. Ostasiewicz (red.), Sktadki i ryzyko ubezpieczeniowe. Modelowanie stochastyczne, Wy-
dawnictwo Akademii Ekonomicznej im. Oskara Langego we Wroctawiu, Wroctaw 2004.

3 Por. np. M. Denuit, X. Maréchal, S. Pitrebois, J. Walhin, Actuarial Modelling of Claim
Counts: Risk Classification, Credibility and Bonus-Malus Systems, Wiley, New York 2007 oraz
N. Brouhns, M. Denuit, B. Masuy, R. Verrall, Ratemaking by geographical area: A case study
using the Boskov and Verrall model, Discussion paper 0202, Publications of the Institut de
statistique, Louvain-la-Neuve 2002, s. 1-26.

4 M. Boskov, R.J. Verrall, Premium rating by geographical area using spatial models, ,ASTIN
Bulletin” 1994, iss. 24, s. 131-143.

5 N. Brouhns, M. Denuit, B. Masuy, R. Verrall, op.cit.
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W pracy K. Gali® przedstawiono wyniki analizy empirycznej danych pocho-
dzacych z bazy Osrodka Informacji Ubezpieczeniowego Funduszu Gwarancyj-
nego (OI UFG). Wyniki te wskazujg na wystepowanie zauwazalnej autokorelacji
przestrzennej miedzy czesto$cig szkdéd obserwowang w réznych powiatach. Do
analizy efektéw przestrzennych zostaly wykorzystane modele z czynnikami wie-
lopoziomowymi’. Niniejsza praca stanowi kontynuacje tych badan, rozszerzajaca
zakres modeli stosowanych do analizy efektéw przestrzennych. W dalszej czesci
artykutu przedstawiono uogélnione modele liniowe, w ktérych przestrzenne efekty
losowe modelowane sg za pomocg uogdlnionego modelu Bithlmanna-Strauba,
uwzgledniajacego korelacje miedzy nieobserwowanymi zmiennymi losowymi.

2. Opis zagadnienia

Dane przestrzenne mozna zdefiniowaé jako dane dotyczace zjawisk zacho-
dzacych w przyjetym uktadzie wspétrzednych oraz podzieli¢ na trzy kategorie?®:
* dane punktowe — dane pokazujgce warto$ci zmiennych zlokalizowanych

w konkretnych punktach przestrzeni (np. miejsce zdarzenia),

* dane powierzchniowe - dane cechujace sie ciggla zmiennoscig (np. tempe-
ratura, ci$nienie atmosferyczne),
* dane obszarowe — dane dotyczace zmiennych obserwowanych dla obiektéw

w postaci fragmentéw powierzchni (np. jednostek podziatu administracyjnego).

W kontekscie ubezpieczen najcze$ciej wykorzystywane i najtatwiej dostepne
sg dane obszarowe, uzyskiwane poprzez agregacje danych indywidualnych,
np. na podstawie adresu zamieszkania ubezpieczonego.

W niniejszej pracy rozwazane beda zagadnienia dotyczace danych obszaro-
wych. W przypadku takich danych istotnym elementem analizy jest okreSlenie,
w jaki sposéb mierzyé odleglto$é miedzy regionami i w jaki sposéb definiowaé
sgsiedztwo. Mozna wskazaé wiele sposobéw definiowania macierzy sgsiedz-
twa’, jednak w niniejszej pracy rozwazane sg dwa z nich:

6 K. Gala, Taryfikacja a priori z uwzglednieniem efektéw przestrzennych, ,Slaski Przeglad
Statystyczny” 2017, nr 15(21), s. 99-113.

7 E. Ohlsson, B. Johansson, Non-Life Insurance Pricing with Generalized Linear Models,
Springer-Verlag, Berlin Heidelberg 2010, s. 71-100.

8 B. Suchecki (red.), Ekonometria przestrzenna. Metody i modele analizy danych przestrzen-
nych, C.H. Beck, Warszawa 2010, s. 38-39.

9 Ibidem, s. 105-107.
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macierz binarna - D_ = [d.b,i”

. bi o« 1 . .
, gdzie d’" =1 jesli obszary i oraz j
bin i dict,.m, j=1,.n ki

majg wspolna granice, i dé."“ =0 w przeciwnym przypadku;

macierz odleglosci oparta na centroidach - D = [cl;e””ll L gdzie
d:"" jest rowne odleglosci (w kilometrach) miedzy geograficzniymi érodkami
obszardéw i oraz j jesli obszary majg wspélng granice, oraz réwne 0 w prze-
ciwnym przypadku.

Na podstawie macierzy odlegto$ci wyznaczana jest macierz wag przestrzen-

nych. Wagi te wykorzystywane sg do konstrukcji miar autokorelacji przestrzen-
nej, a takze przy budowie modeli statystycznych. W niniejszej pracy przyjeto
macierz wag W = [w} taka, ze:

Y ldi=1,..n, j=1,.n

0 jeslid, =0
") 1/d, jeslid >0

Dodatkowo przyjeto, ze macierz wag jest wystandaryzowana wierszami,

a elementy standaryzowanej macierzy wag W' obliczane s wedlug wzoru:

W dalszej czesci pracy przez ,macierz wag” rozumiana bedzie macierz wag

standaryzowana wierszami.

3. Opis modelu

3.1. Model Buhlmanna-Strauba ze skorelowanymi efektami losowymi

Niech X, bedzie zmienng losows interpretowang jako pewna statystyka szko-

dowa (np. czesto$¢ szkdd lub srednia warto$é szkody) dla obserwacji j w jednost-

ce badania i, gdzie i=1,..., I oraz j=1,..., n, I jest liczbg jednostek badania,

a n, oznacza liczbg obserwacji w jednostce badania i. Niech w, bedzie znang

wagg zwigzang ze zmienng losowa X,. W standardowym modelu Bithlmanna-

-Strauba przyjmowane sg nastepujace zatozenia!:

10 H. Bithlmann, A. Gisler, A Course in Credibility Theory and its Applications, Springer-

Verlag, Berlin Heidelberg 2005, s. 79.
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* (BS1) Jednostka badania i cechuje sie indywidualnym parametrem ryzyka
6., bedacym realizacja zmiennej losowej ©,.

* (BS2) Zmienne {Xii :j=1..., n,; sa warunkowo niezalezne przy ustalonym
O. oraz

E(x,[0,)=u(o,),

Var(Xi/_| @i) = o-;(/@i),
ij

gdzie u(@i) io’ (@l_) sg rzeczywistymi funkcjami zmiennej losowej ©..
* (BS3) Pary (Gl,Xl), (GZ,XZ), ... sg niezalezne (gdzie X, =(Xl,1,Xl_2,...,me_)),
a zmienne O, O,,... sa niezalezne i maja ten sam rozktad.
Niech u:= E(u(@i)), o’= E(62 (@i)) oraz 1’:= Var(,u(@i)). Konsekwencja
tych zalozen sa nastepujgce wzory:

E(Xif)=E(E(Xii|®i)):E(”(®i))=“' @

var(X,)=B(var(x,|0,))+ var(B(X |,)) = ;’V_z + 72, @)

Cov(X,, X, )=E(Cov(X,,X, |©, 0 ))+Cov(E(X,|0,0,)E(X,|6,6,)) =

0 dlai#r

2

= t° dlai=rij#s 3)

2
o L
—+7* dlai=rij=s

i

Jak widaé¢, model Bithlmanna-Strauba tylko w ograniczonym stopniu jest

w stanie uchwyci¢ korelacje miedzy réznymi jednostkami badania — kowarian-

cja obserwacji z tej samej grupy jest réwna T ?  natomiast obserwacje z réznych

grup sg nieskorelowane. Jesli celem jest uchwycenie korelacji miedzy grupami

(jak to ma miejsce w przypadku analiz przestrzennych), to model musi by¢ zmo-

dyfikowany. W tym celu zalozenie (BS3) zostanie zastgpione zalozeniem (BS3a):
* (BS3a) Zmienne 0,,0,,...,0, sa skorelowane i przyjmujemy

Cov(,u(@i),,u((ar)) = Gizr dla ,r=1,...,1.
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W rezultacie zmianie ulega wzor na kowariancj¢ X, oraz X :

Cov(X,, X, )=E(Cov(X,,X, |©, 0 ))+Cov(E(X 0,0, )E(X, 6,0 ) =

Gizr dlai=r
)
= 2 dlai=rij#s

O_Z

—+7° dlai=rij=s
w,

Macierz wariancji-kowariancji wektora ( “(61)" . ,u(@ , )) oznaczana bedzie
przez ¥. W uogélnionym modelu B-S macierz ta nie jest diagonalna, dzieki
czemu mozliwe jest uwzglednienie w analizie korelacji miedzy obserwacjami
pochodzacymi z réznych grup.

Kolejnym krokiem w analizie jest znalezienie liniowego predyktora baye-
sowskiego zmiennej losowej ,u(@l.) bazujacego na danych zlozonych z zestawu
wektoréw X ,...,X,. W niniejszej pracy rozwazony zostanie przypadek niejed-
norodny, zatem celem jest minimalizacja wyrazenia'l:

2
I mn

V=E ( ) zzalekl

k=1 1=1

ze wzgledu na warto$¢ parametrow Ay yyreery, Z warunku 87‘/ =0 wynika, ze:
0
I mw I m
a,= E(“(@i))_ ZZ&ME(XM) ==Yy, |,
k=1 1=1 k=1 [1=1

) 1% . , .
z kolei warunek EvR 0 prowadzi do réwnowaznego warunku:
a

rs

I mn

Cov(u(®,).X,)= ¥ 3a, Cov(X,,X,),
k=1 1=1
gdzie r=1,...,I oraz s=1,.. ,n . Jestto taki sam uktad ré6wnan normalnych, jak
w standardowym modelu Bithlmanna-Strauba. Wyznaczenie i podstawienie
poszczegblnych wartoéci prowadzi do wzoru:

11 Tbidem, s. 62. Wskazane zadanie minimalizacji jest sformutowane tak samo, jak w mo-
delu Biithlmanna i Bithlmanna-Strauba, natomiast modyfikacja struktury stochastycznej mo-
delu wptywa na postaé rozwigzania.
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L,
Zo-kr ak' w o _O-ir’ (5)
k=1 re

"k Vly

gdzie 4, = z(l,d iw,= ZW,_,. Powyzszy wzor wynika z tego, ze wspélczynniki
=1 =1

a,, spetniajace uktad réwnan normalnych zwiazane sg zaleznoscia

dla I=1,...,n. Relacja ta pozwala zredukowac¢ problem do uktadu / réwnafi linio-
wych z I niewiadomymi, co oznacza, ze rozwigzanie tego uktadu mozna przed-
stawié¢ w postaci macierzowej. Nalezy przy tym zwrécié¢ uwage na dwa fakty:

* lewa strona wzoru (5) nie zalezy od i,

* prawa strona wzoru (5) zalezy od i, a wektorem wyrazéw wolnych w tym
uktadzie jest i-ty wiersz (lub, réwnowaznie, i-ta kolumna) macierzy X.
Powyzsze obserwacje pozwalajg przedstawic¢ rozwiazanie wszystkich I row-

nan w postaci macierzowe;j:

a =(2‘.+o-2 -diag(w"))_1 ‘X, (6)

1

gdzie: w' = (W;I,W;,..., W:) jest wektorem odwrotnoéci sum wag, diag(x)

oznacza macierz diaﬁonalnq posiadajgca wektor x na gtéwnej przekatnej, nato-
(i) (@A)
AU A

)’ jest
rozwigzaniem ukladu réwnan (5). Indeks gérny (z) zostal wprowadzony w celu

miast a = (é(l),...,d(l) jest macierzg, w ktorej i-ta kolumna a'/ = ((i
podkreélenia, ze rozwigzanie rozwazanego ukladu réwnan moze by¢ rézne dla
kazdej jednostki badania.
Warto wskazaé wybrane wlasnosci otrzymanego rozwigzania:
o Jesli X= diag((rz,...,fz )) (efekty losowe sg nieskorelowane i majg te samg

wariancje réwng 7°), to dla ustalonego i otrzymujemy:

a=diag

co daje standardowy model Biithlmanna-Strauba.
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* W ogélnym przypadku (macierz X nie jest diagonalna, wiec wystepuje kore-
lacja miedzy efektami losowymi) macierz a nie jest diagonalna. Oznacza
to, ze predyktor liniowy

— I

\ = 40 (i)
‘u(@i) =a, + Zzakz sz
k=t 11
wykorzystuje wszystkie dane, a nie tylko obserwacje dla i-tej jednostki bada-
nia, jak w przypadku standardowego modelu Bithlmanna-Strauba.
Dla i-tej jednostki badania mozna napisaé:

— ) rom. rm rm
.U(@i) = ‘Al(()l) + ZZ&I(d)XkZ =u-|1- 22&;{1) + ZZ&I(d)Xkl =
k=1 (=1 k=1 i=1 k=1 i=1

-y (1 - z&f’)} va'x,, ()
k=1 k=1

e
gdzie Xk = WLZWHXM jest $rednig wazong obserwacji dla i-tej jednostki
ke 121

badania. Postaé predyktora jest wiec analogiczna do modelu B-S — stanowi

on kombinacje liniowg wartosci oczekiwanej a priori oraz $rednich dla

poszczegdlnych jednostek badania.
¢ Wagi (tzn. wspélczynniki przy u oraz X e X ) W POWYZSZym wzorze sumujg
sie do 1 dla kazdego i. Nalezy jednak zwréci¢ uwage, ze poszczegdlne wspét-

czynniki ék’;) nie muszg zawierac sie w przedziale (0,1).

Do wyznaczenia wektora a konieczna jest znajomo$¢ parametréw w, [, 6°
oraz X. Wektor wag w jest znany, natomiast pozostale warto$ci muszg zostaé
oszacowane na podstawie danych.

Warto$¢ g moze zostaé przyjeta a priori na podstawie $redniej dla calej
populacji'?. Z kolei parametr ¢ pelni takg samg funkcje, jak w standardowym
modelu Bithlmanna-Strauba. Mozna wiec zastosowac nastepujgcy wzor:

o= Ly ! nlw-(X —X)2
_IZ‘ ni_ljz::, ij ij i

12 W przypadku standardowego modelu Bithlmanna-Strauba estymator parametru i otrzy-
mywany w modelu jednorodnym rézni si¢ od $redniej z calej populacji. W zwigzku z tym
kierunkiem dalszych badan moze by¢ uogélnienie jednorodnej wersji modelu Bithlmanna-
-Strauba.



154 Kamil Gala

Powyzszy estymator jest Srednig arytmetyczng indywidualnych estymatoréw
wariancji dla i-tej jednostki badania, S;:

S =ﬁgwﬁ (x,-x).

[2

W standardowym modelu Bithlmanna-Strauba powyzszy estymator jest nie-
obcigzony i zgodny'?, w zwigzku z czym pojawia si¢ pytanie, czy tak jest rowniez
w przypadku modelu uogélnionego, poniewaz ¢ jest funkcjg skorelowanych zmien-
nych losowych. Latwo sprawdzié, ze korelacja ta nie wptywa na nieobcigzono$é
estymatora, natomiast korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa mozna napisac:

P(‘;—oz‘ > s) Sﬁ,

—~ I I
Var(o-z) - I_IZVar[Z;‘SiJ = I%~[214Var(8i)+ ZZCOV(SI.,S/.) .
i= i= i<j
Z powyzszego wzoru wynika, ze do zgodnoS$ci estymatora wystarczy, zeby
Var(Si) byty ograniczone, a takze aby kazda jednostka miata ograniczong z géry
liczbe sasiadéw. Zalozenia te pozwalajg kontrolowac poszczegdlne sktadniki
sumy, gdy I dazy do nieskoniczono$ci. Wydaje sie, ze zatozenia te powinny by¢
spelnione w praktyce.
W przypadku parametru 7° przyjety zostanie ten sam estymator, co w stan-
dardowym modelu Biithlmanna-Strauba'*:

-1
I Lw, —\2 I-1[Z w,, w.,
gdzie T =—— =X, —X) oraz ¢= —[ —‘~(1——1U , natomiast w_, =
I—IZ’W" ( ) I Z’W w.,

= ZWI.I.. Réwniez w tym przypadku korelacja miedzy zmiennymi nie powoduje
ij

obciazenia estymatora, natomiast kwestia zgodnosci tego estymatora moze by¢

przedmiotem dalszych badan.

13 H. Bithlmann, A. Gisler, op.cit., s. 93.
14 Tbidem, s. 95.
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Problem estymacji pozostalych elementéw macierzy X nie bedzie tu rozwa-
zany cato$ciowo, w kolejnym punkcie zostanie jedynie przestawiony szczegdlny
przypadek przyjety na potrzeby analizy autokorelacji przestrzenne;j.

3.2. Uogodlniony model liniowy ze skorelowanymi efektami losowymi

Jednymi z podstawowych narzedzi w taryfikacji a priori sg modele nalezgce
do klasy uogélnionych modeli liniowych (UML, ang. generalized linear models
- GLM), wprowadzonej przez J.A. Neldera i R. Wedderburna'>. W modelach
tych zaktada sie, ze zmienna objasniana Y ma rozktad nalezacy do tzw. rodziny
wykladniczej rozktadéw o funkcji gestosci (lub funkcji prawdopodobienistwa
w przypadku rozktadéw dyskretnych), danej wzorem:

0—-b(0
fy(y;e;t//)zexp[yT()+c(y;y/)J, yeDW,

gdzie 0 i w to parametry rozktadu, b: R — R i c:R* - R to ustalone funkcje, a
D, jest nos$nikiem rozktadu, ktéry moze zalezeé od parametru . Do tej rodziny
nalezy wiele rozkltadéw istotnych z punktu widzenia statystyki aktuarialnej,
np. rozklad normalny, rozklad gamma i rozktad Poissona. Dla rozktadu nalezg-
cego do rodziny wykladniczej warto$¢ oczekiwana jest réwna u = E(Y) = b'(@),
gdzie b’ oznacza pochodng funkcji b.

Kolejnym elementem modelu jest sktadnik systematyczny dany dla i-tej
obserwacji wzorem:

n = ﬁo +ﬁ1Xl.1 + ...+ﬂle_k,

gdzie B,..., B, to parametry, a X, jest wartoScig r-tej zmiennej objasniajacej dla
i-tej obserwacji. Dla i-tej obserwacji parametry rozktadu zmiennej Y, sa zwigzane
ze zmiennymi objasniajgcymi relacjg g( ,ul.) =1, gdzie g jest tzw. funkcja wigzaca
(ang. link function). Taka definicja modelu pozwala na estymacje parametréw
B,,-...B, oraz y za pomoca metody najwiekszej wiarygodnosci.

Podstawowa metoda uwzglednienia efektéw przestrzennych w UML jest
wprowadzenie zmiennych objasniajacych zdefiniowanych na poziomie jed-

nostki terytorialnej (np. gesto$é sieci drogowej w powiacie) lub wskazujacych

15 J.A. Nelder, R.-W.M. Wedderburn, Generalized Linear Models, ,Journal of the Royal Sta-
tistical Society” 1972, Series A (General), vol. 135, s. 370-384.
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na konkretng jednostke terytorialng!. Ta ostatnia metoda nie sprawdzi sie
jednak przy préobie oszacowania indywidualnych efektéw dla poszczegdlnych
jednostek ze wzgledu na ich duzg liczbe (np. 380 powiatéw) i prawdopodobng
niewielka liczbe obserwacji w czesci z nich. W tej sytuacji moga zostaé zastoso-
wane modele z czynnikami wielopoziomowymi (ang. multi-level factors, MLF),
opisane np. w pracy E. Ohlssona i B. Johanssona!’”. W modelu tym zmienna
kategoryczna o wielu poziomach traktowana jest jako efekt losowy, a do esty-
macji parametréw jej rozktadu wykorzystywane sg metody teorii wiarygodno-
$ci (ang. credibility theory).

Przez Y, zostala oznaczona czgsto$¢ szkod dla i-tej umowy, stanowigcej obser-
wacje t w regioniej (¢ =1,.. .,nl.), natomiast U, oznacza efekt losowy dla regionu j
(j=1,...,J). Zaklada sie, ze Y, dla ustalonego U, mozna opisac za pomocg UML
z rozktadem Poissona i logarytmiczng funkcjg wigzaca (model multiplikatywny)'®:

B(Y,|U,)=urivs U, =7V,

gdzie u jest oczekiwang czestoécia szkéd dla bazowej grupy taryfowej, 7, jest
wzgledng oczekiwang czestoscig szkéd dla k-tej zmiennej taryfowej (k=1,...,R)
dla i-tej umowy, ¥, = }/f}/é '...y;U]. oraz V/ = 'UU/"

W celu uwzglednienia korelacji miedzy r6znymi regionami wymagana jest
modyfikacja zalozen standardowego modelu z czynnikiem wielopoziomowym
w zakresie struktury stochastycznej wektoréw losowych (V/ Y YooY, Yz;z)
dla j=1,...,J orazich rozkladu tagcznego. Przyjete zostaly nastepujace zatozenia:

* zmienne V. (j=1,...,J) maja jednakowy rozklad z parametrami E(V,) =u>0
oraz Var(V]_) =1’ > 0. Macierz wariancji-kowariancji wektora V = (VI,,VJ)
jest réwna X (macierz ta nie musi by¢ diagonalna);

¢ dlakazdegojzmienne Y, sg niezalezne warunkowo wzgledem V, ze Srednig

vo’

w..
ijt

7,V, i wariancjg spelniajacag warunek E(Var(YﬁJ V])) =

16 Zblizone podejscie zostalo przedstawione np. w pracy J. Lemaire, S.C. Park, K.C. Wang,
The use of annual mileage as a rating variable, ,ASTIN Bulletin” 2016, vol. 46, iss. 1, s. 39-69,
w ktoérej uzyto wskaznikéw odpowiadajacych ré6znym regionom kraju.

17 E. Ohlsson, B. Johansson, Non-Life Insurance Pricing with Generalized Linear Models,
Springer-Verlag, Berlin Heidelberg 2010, s. 71-99.

18 Tbidem, s. 74.
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Jesli warto$é 7, jest znana, to rozwazenie w miejsce Yiﬂ oraz w, zmiennych

ijt

. Y
Y, =—-orazw,=w,y, pozwala na zastosowanie uogélnionego modelu Biihl-

i

manna-Strauba. Predyktor dla zmiennej U, dany jest wtedy wzorem (7).

Nalezy zwrécié uwage, ze parametry UML sg estymowane przy zalozeniu, ze

wartoci U, sg ustalone, z kolei estymatory 0/‘ zalezg od y,. Do estymacji para-

metréw takiego modelu mozna zastosowaé procedure iteracyjna!®:

1.
2.

Przyjmij U, =1dla j=1,..,J.

Oszacuj parametry UML, przyjmujac U, jako zmienng okreslajacg przesu-
niecie (ang. offset).

Wyznacz estymatory 62 oraz 3 w uogélnionym modelu Bithlmanna-Strauba:

;:21,( 1.—1)9 ~
E.(n],—l

]

1 = 2
j . 2 _ ~ v
) , gdzie o= n_—lzwi"‘(yiﬂ Y-;-) ,
]

it

= PR (Y, _1_?...)2 ~(7-1)0”
T e,

j ]

’

s p= Corr(X,Y), gdzie jako realizacje wektora (X , Y) przyjeto pary (1_711_7,)
takie, ze regiony i oraz j sgsiadujg ze sobg (symboliczny zapis i ~ j), a Corr
oznacza wspoélczynnik korelacji Pearsona,

o~

Wyznacz nowe wartosci Zj/. dlaj=1,..,J.
Powtarzaj punkty 2-4 do uzyskania zbieznosci przy ustalonym kryterium stopu.
W niniejszej pracy w analizie empirycznej zostaly przyjete przedstawione

wyzej estymatory parametréow strukturalnych, moga to jednak by¢ réwniez inne

estymatory o odpowiednich wlasnosciach. W szczegdlnosci istotnym zagadnie-

niem jest wybor struktury autokorelacji przestrzennej i efektywna estymacja

19 Przedstawiona procedura stanowi rozszerzenie metody estymacji modeli z czynnikiem

wielopoziomowym przedstawionej w cytowanej pracy E. Ohlssona i B. Johanssona. Mody-
fikacji uleglt punkt 3, w ktérym wymagana jest estymacja parametréw uogélnionego modelu
Bithlmanna-Strauba.
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parametréw definiujacych te strukture, co moze by¢ dokonane na wiele sposo-
béw w zaleznosci od charakteru badanego zjawiska. W niniejszej pracy zalo-
zono, ze wystepuje wylacznie korelacja miedzy regionami sgsiadujgcymi ze soba,
a wspolczynnik korelacji jest staly. Zatozenie to ulatwia estymacje, natomiast
analiza innych struktur moze by¢ przedmiotem dalszych badan.

4. Wyniki analizy empirycznej

4.1. Opis zbioru danych

Zrédlem danych wykorzystanych w analizie empirycznej jest baza danych OI
UFG. Zakres danych gromadzonych w tej bazie okreslony jest w art. 102 ustawy
z dnia 22 maja 2003 r. o ubezpieczeniach obowigzkowych, Ubezpieczeniowym
Funduszu Gwarancyjnym i Polskim Biurze Ubezpieczycieli Komunikacyjnych
(tekst jedn.: Dz.U. 2018, poz. 473) i obejmuje informacje o zawartych umo-
wach ubezpieczenia OC p.p.m. i AC, szkodach powodujacych odpowiedzialnosé
zaktadu ubezpieczen z tytulu tych umoéw oraz wyptaconych odszkodowaniach
lub odmowach wyplaty. Baza ta jest obowigzkowo zasilana przez zaktady ubez-
pieczen prowadzace w Polsce dziatalno$é w zakresie OC p.p.m. i we wrzesniu
2017 r. zawierala blisko 400 mln rekordéw.

Analizie statystycznej zostaly poddane umowy ubezpieczenia OC p.p.m. i AC
zawarte w 2015 r. Wykluczone z analizy zostaly umowy obejmujace flote pojaz-
doéw oraz takie, w ktérych jako posiadacza pojazdu wskazano tylko osoby prawne
(np. przedsiebiorstwo). Ostatecznie zbidr do analizy liczyt okoto 15 mln obserwacji.

Dla kazdej z badanych uméw wyznaczono szereg charakterystyk, ktére moga
poshuzy¢ do modelowania liczby szkéd obcigzajacych t¢ umowe. Lista zmien-
nych wykorzystanych w badaniu przedstawiona zostala w tabeli 1. Kazda ze
zmiennych z grup ,dane osoby”, ,historia osoby” i ,dane geograficzne” dostepna
jest w dwoch wariantach, wyznaczonych dla najstarszego i najmlodszego posia-
dacza pojazdu®®.

20 W przypadku jednego posiadacza pojazdu zmienne objasniajgce w obu wariantach
sg identyczne. Ta sama sytuacja moze réwniez zaistnie¢ mimo wystepowania wielu posiada-
czy pojazdu, jesli ich dane sa zgodne dla przyjetego poziomu agregacji. Z tego wzgledu dwa
warianty tej samej zmiennej nie powinny by¢ analizowane jednoczes$nie ze wzgledu na moz-
liwg wspolliniowo$¢ zmiennych.
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Tabela 1. Lista zmiennych wystepujacych w zbiorze danych

Grupa

Zmienna

Zmienna objasniana

Liczba szkéd obcigzajacych umowe ubezpieczenia

Dane umowy

Rodzaj umowy (OC p.p.m./AC)

Data poczatku okresu obowigzywania umowy

Data korica okresu obowigzywania umowy

Ekspozycja na ryzyko?!

Dane osoby

Wiek

Pte¢

Dane pojazdu

Rodzaj pojazdu

Marka pojazdu

Dtugos$¢ historii ubezpieczenia pojazdu

Czy wérdod posiadaczy pojazdu wystepujg osoby prawne?

Czy pojazd ma wiecej niz jednego posiadacza?

Historia osoby

Dtugos$¢ historii ubezpieczenia podmiotu

Czesto$¢ szkéd OC p.p.m. w ostatnich 5 latach

Czesto$¢ szkéd AC w ostatnich 5 latach

Dane geograficzne

Wojewddztwo i powiat

Czy miasto powyzej 500tys. mieszkancéw?

Czy miasto na prawach powiatu?

Czy miasto wojewddzkie?

Zrodto: opracowanie wlasne

4.2. Analiza opisowa

Pierwszym krokiem przeprowadzonej analizy empirycznej byta analiza opi-

sowa, ktéra miala na celu eksploracje danych w ujeciu przestrzennym, szcze-

gblnie odpowiedzZ na nastepujace pytania:

* Czy wystepuje przestrzenne zréznicowanie czestosci szkod?

* Czy wystepuje autokorelacja przestrzenna?

» Jak analizowaé¢ wymiar przestrzenny, jezeli pojazd ma wielu posiadaczy?

Ostatnie pytanie ma istotne znaczenie w sytuacji, gdy posiadaczami pojazdu

sg czlonkowie rodziny (np. ojciec i syn) i nie jest dostepna informacja o tym,

kto jest gléwnym uzytkownikiem pojazdu i gdzie ten pojazd bedzie uzytkowany.

Na kolejnych rysunkach zostala przedstawiona empiryczna czestosé szkoéd

w podziale na powiaty. Odrebnie zostaly przeanalizowane ubezpieczenia OC p.p.m.

21 Ekspozycja na ryzyko wyrazona jest w latach i okresla, przez jaka czesé badanego roku
kalendarzowego umowa byta aktywna.
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i AC. Umowy i szkody zostaly przypisane do powiatu na dwa sposoby — wedtug
adresu najstarszego i najmlodszego posiadacza pojazdu. Na mape w podziale
na powiaty zostaly naniesione granice wojewodztw.

- RET v el LTSN AR AT

a EEE BEE

Rysunek 1. Czestosé szk6d w ubezpieczeniach OC p.p.m. wedlug powiatu zamieszkania
najstarszego (po lewej) oraz najmlodszego (po prawej) posiadacza pojazdu

=1 RS B L« 0
By - il i
Rl - i -

Zrodlo: opracowanie wlasne
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Rysunek 2. Czestosé szkéd w ubezpieczeniach AC wedlug powiatu zamieszkania
najstarszego (po lewej) oraz najmlodszego (po prawej) posiadacza pojazdu

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Z analizy przedstawionych kartograméw wynika, ze w obu rodzajach ubez-
pieczen czestos$é szkdd jest istotnie zréznicowana przestrzennie. W przypadku
OC mozna zaobserwowaé wyrazne wystepowanie wyzszej czestosci szkod
wokot duzych osrodkéw miejskich (np. miast wojewddzkich), natomiast w przy-
padku ubezpieczen AC widoczna jest wysoka czestosé szkdd w wojewddztwach
zachodnich. Warto réwniez zwrécié¢ uwage na fakt, ze w niektérych przypad-
kach powiaty z nizsza i wyzsza czestoscig szkéd sg oddzielone granicg woje-
woédztwa i réznig sie od siebie mimo swojej geograficznej bliskosci. Sugeruje
to, ze w analizach przestrzennych warto rozwazaé zaréwno poziom powiatu,
jak i poziom wojewéddztwa.

Zaobserwowana koncentracja powiatéw o wysokiej czestosci szkdd sugeruje
wystepowanie autokorelacji przestrzennej. W celu weryfikacji tej tezy obliczone
zostaly wspétczynniki autokorelacji przestrzennej I Morana oraz C Geary’ego??.
Kazda z miar zostala wyznaczona dla binarnej macierzy sasiedztwa oraz macie-
rzy sasiedztwa opartej na centroidach. Dodatkowo obliczenia wykonano odrebnie
dla powiatu zamieszkania najstarszego oraz najmtodszego posiadacza. Wyniki
dla badanego zbioru danych zostaly przedstawione w tabeli nr 2 oraz uzupet-
nione warto$ciami dla roku 2014, pochodzacymi z pracy K. Gali. Pierwsza liczba
dla 2015 . opisuje autokorelacje czestosci szkdd wedtug powiatu zamieszkania
najstarszego, natomiast druga — najmtodszego posiadacza pojazdu.

Tabela 2. Warto$ci wspélczynnik6w autokorelacji przestrzennej

Rodzaj Rok I Morana C Geary'ego
umowy binarna centroidy binarna centroidy
2014 0,588 0,607 0,401 0,382
AC 2015 | 0,584/0,580 0,595/0,591 0,417/0,420 0,405/ 0,407
2014 0,447 0,468 0,432 0,473
oc 2015 | 0,460/ 0,460 0,470/0,471 0,486 /0,485 0,502 /0,500

Zrédto: opracowanie wlasne oraz K. Gala, op.cit., s. 105

Uzyskane wartosci wspélczynnikéw autokorelacji przestrzennej wskazuja
na wystepowanie dodatniej autokorelacji przestrzennej i stabilno$c¢ tej relacji
w kolejnych latach. Potwierdza to zasadno$¢ stosowania metod statystyki prze-
strzennej, nalezy mie¢ jednak na uwadze, ze w tej czeéci analizy nie zostaly
uwzglednione inne zmienne taryfowe, ktére opisywalyby strukture populacji
w poszczegdlnych jednostkach geograficznych. Wyniki bardziej szczegétowej

22 B. Suchecki (red.), op.cit., s. 112-114.
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analizy z wykorzystaniem uogélnionych modeli liniowych i uwzglednieniem
dodatkowych zmiennych objasniajgcych zostaly przedstawione w dalszej cze-
§ci pracy.

Na zakonczenie analizy opisowej zbadano, ktéra definicja wymiaru geogra-
ficznego — wedtug adresu najstarszego oraz najmtodszego posiadacza — daje naj-
lepsze wyniki w objasnianiu czestosci szk6d. W tym celu oszacowane zostaly
parametry dwoch modeli regresji Poissona, w ktérych jedynymi zmiennymi obja-
$niajgcymi byly wojew6dztwo oraz zmienne na poziomie powiatu. W tabeli nr 3
zostaly przedstawione warto$ci kryterium informacyjnego BIC dla obu modeli.
Pogrubiong i podkreslong czcionka zaznaczono nizsza (lepsza) wartos$é tego
kryterium.

Tabela 3. Wartosci kryterium informacyjnego BIC dla modeli regresji Poissona

Rodzaj umowy Najstarszy posiadacz Najmtodszy posiadacz
oC 4 133 051 4 132 863
AC 1 859 131 1 859 147

Zrédlo: opracowanie wlasne

Uzyskane wyniki sg bardzo podobne dla obu definicji wymiaru geograficz-
nego. Wynika stad, Ze na podstawie analizy wizualnej (kartogramy) oraz pro-
stych analiz statystycznych nie mozna rozstrzygnaé, ktérego posiadacza nalezy
uwzglednié¢ w analizie ryzyka ubezpieczeniowego. Zagadnienie to zostanie poru-
szone w kolejnym punkcie niniejszego artykutu.

4.3. Estymacja parametréw modeli statystycznych

Ponizej przedstawiono wyniki modelowania statystycznego z wykorzysta-
niem uogdlnionych modeli liniowych. Przeprowadzona analiza miata na celu
weryfikacje wystepowania efektéw przestrzennych z uwzglednieniem innych
zmiennych taryfowych. W tym celu z dostepnego zbioru danych wybrano losowo
1,25 mln umoéw ubezpieczenia OC p.p.m. Ograniczenie liczby obserwacji miato
na celu przyspieszenie procedury estymacji, a takze odzwierciedlenie rzeczy-
wisto$ci, w ktérej zaklad ubezpieczen dysponuje wiedza tylko o swoim portfelu
ubezpieczen, przez co niektére jednostki geograficzne mogg by¢ reprezento-
wane niezbyt licznie.

Otrzymany zbiér danych zostal podzielony na dwa rozlgczne zbiory — zbiér
uczacy (1 mln obserwacji), stuzacy do estymacji parametréw modeli, oraz zbiér
walidacyjny (250tys. obserwacji), stuzacy do poréwnania dopasowania modeli
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do danych, ktére nie braty udzialu w procesie estymacji. Oszacowane zostaly

parametry czterech modeli:

1.

Modelu bazowego — najlepszego modelu uzyskanego metoda postepujacego
wyboru zmiennych objasniajacych na podstawie kryterium BIC, bez uwzgled-
nienia zmiennych geograficznych.

Modelu z danymi na poziomie powiatu — najlepszego modelu uzyskanego
metodg postepujacego wyboru zmiennych objasniajgcych na podstawie kry-
terium BIC z uwzglednieniem zmiennych geograficznych.

Modelu z losowymi efektami przestrzennymi — modelu wielopoziomowego,
w ktérym sktadnik systematyczny ma specyfikacje identyczng z modelem 2,
natomiast model dla efektéw losowych nie uwzglednia autokorelacji.
Modelu ze skorelowanymi efektami przestrzennymi — modelu wielopozio-
mowego analogicznego do modelu 3, w ktérym zostata uwzgledniona kore-
lacja miedzy sktadnikiem losowym dla réznych obszaréw.

Parametry modeli 3 i 4 zostaly oszacowane za pomocg iteracyjnej proce-

dury opisanej w punkcie 3. Do obliczen przyjeto binarng macierz sgsiedztwa.

Wyniki podsumowano w tabelach 4 1 5. W tabeli 4 uwzgledniono tylko zmienne

istotne statystycznie w co najmniej jednym modelu. Warto zwréci¢ uwage, ze

pleé, ktéra nie moze by¢ obecnie stosowana jako czynnik taryfikacyjny, okazata

sie nieistotna statystycznie z punktu widzenia czestosci szk6d OC p.p.m.

Tabela 4. Podsumowanie wynikéw estymacji

Zmienna Model 1 Model 2 Model 3 Model 4

. . <=25lat <=25lat <=25lat <=25lat

Wiek (najmiodszy) | 55 451 36-45 lat 36-45 lat 36-45 lat
Samochody Samochody Samochody Samochody

Rodzaj pojazdu pozostate, pozostale, pozostate, pozostale,

przyczepy przyczepy przyczepy przyczepy

. Inne, Inne, Inne, Inne,
Marka pojazdu Fiat Fiat Fiat Fiat

Historia pojazdu

Brak historii

Brak historii

Brak historii

Brak historii

Czy osoba prawna

+

+

+

+

Liczba posiadaczy

Brak wptywu

Brak wptywu

Brak wptywu

Czestosé szkod OC

Brak historii,

Brak historii,

Brak historii,

Brak historii,

(najstarszy) >=1 >=1 >=1 >=1
Czestosc szkéd AC Brak historii, | Brak historii, | Brak historii, | Brak historii,
(najstarszy) >=1 >=1 >=1 >=1

Historia posiadacza
(najmtodszy)

Brak historii,
8-10 lat

Brak historii,
8-10 lat

Brak historii,
8-10 lat

Brak historii,
8-10 lat
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Zmienna Model 1 Model 2 Model 3 Model 4
Miasto na prawach .
powiatu (najstarszy) Nie dotyczy + + +
Mla}sto wojewddzkie Nie dotyczy + + +
(najstarszy)
Wojewodztwo Nie dotvez Dolnoslgskie, | L.odzkie, Yodzkie,
(najstarszy) yezy Swietokrzyskie | $wietokrzyskie | Swietokrzyskie

Zrédlo: opracowanie wlasne

W przypadku zmiennych numerycznych oraz zmiennych dychotomicznych
znak ,+” oznacza wzrost oczekiwanej czestosci szkéd wraz ze wzrostem warto-
$ci zmiennej lub wystapieniem wartosci ,1”. W przypadku zmiennych nominal-
nych na pierwszym miejscu podano kategorie z najwyzszg oczekiwanag czestoscig
szkdd, a na drugim miejscu — z najnizsza.

Tabela 5. Oceny parametréw strukturalnych w zmodyfikowanym modelu Biithlmanna-

Strauba

Parametr Model 3 Model 4
c? 0,2982 0,2967
7? 0,0059 0,0058
P - 0,5147

Zrédlo: opracowanie wlasne

Uzyskane wyniki wskazujg, ze autokorelacja sktadnika losowego pozostaje
istotna nawet po uwzglednieniu wielu zmiennych taryfowych. Oznacza to,
ze zasadne jest poszukiwanie zmiennych opisujgcych jednostke geograficzng
(np. gesto$¢ zaludnienia, liczba pojazdéw na mieszkanca itp.), aby lepiej obja-
$nié badane zjawisko. Istnieje réwniez potrzeba budowy modeli statystycznych,
ktére beda w stanie uwzglednié zaobserwowane wlasnosci rozktadu przestrzen-
nego czestosci szkod.

Zdolnosci predykcyjne zbudowanych modeli na zbiorze walidacyjnym zostaly
ocenione na podstawie dwoch statystyk:

* Blad $redniokwadratowy (BSK) — $redni kwadrat réznicy miedzy teoretycznag

z modelu a warto$cig rzeczywista dla danej obserwacji.

* Lift (,podbicie”) na poziomie k% — iloraz odsetka uméw szkodowych (co naj-
mniej jedna zaistniata szkoda) wsréd k% obserwacji ze zbioru walidacyjnego

z najwyzszg warto$cig oczekiwang wyznaczong na podstawie modelu oraz

odsetka uméw szkodowych w calej populacji (trafno$é catkowicie losowej

prognozy).
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Wykorzystanie /iftu jako kryterium oceny modelu zmiennej licznikowej
podyktowane jest tym, ze dla takich modeli nie mozna bezposrednio zbudo-
waé macierzy trafno$ci prognoz. Jest to konsekwencja tego, ze liczba szkod
moze by¢ dowolng nieujemna liczbg calkowitg, natomiast ze wzgledu na duzg
liczno$¢ uméw bezszkodowych teoretyczna liczba szkéd prognozowana przez
model ksztaltuje sie na niskim poziomie, przez co najlepszg prognoza bylby
zawsze ,brak szk6d”. Zaktadajgc jednak, ze zaktad ubezpieczen chce wykorzy-
sta¢ model do identyfikacji uméw o podwyzszonym ryzyku zajscia szkody, taka
miara wydaje sie odpowiednia.

Tabela 6. Podsumowanie dopasowania modeli do danych

Statystyka Model 1 Model 2 Model 3 Model 4
BSK Zbibr uczacy 0,0527 0,0528 0,0526 0,0526
Zbiér walidacyjny 0,0539 0,0539 0,0539 0,0539
1% 2,4347 2,6103 2,5518 2,5518
Lift 5% 1,9595 2,0344 2,0438 2,0391
10% 1,7535 1,8482 1,8155 1,8167

Wytluszczone zostaly najlepsze warto$ci danej statystyki.
Zrédo: opracowanie wlasne

Na podstawie uzyskanych wynikéw trudno jednoznacznie wskazaé najlepszy
model. Modele wielopoziomowe sg lepiej dopasowane do zbioru uczacego, ale
ich przewaga pod tym wzgledem jest bardzo mata, natomiast wszystkie modele
sg tak samo dopasowane do zbioru walidacyjnego. Z kolei jesli chodzi o [ift,
to na poziomie 1% i 10% najlepsze prognozy daje model 2, jednakze na pozio-
mie 5% najlepsze prognozy daje model 3. Ostateczny wybor zalezalby w tym
przypadku od celu analizy, natomiast biorac pod uwage typowa czesto$¢ szkod
w ubezpieczeniach OC p.p.m. na poziomie ok. 0,03-0,05, /ift na poziomie 5%
wydaje sie bardziej odpowiedni. Por6wnujgc modele z efektami losowymi, mozna
zauwazy¢, ze na poziomie 1% i 5% lepszy jest model bez autokorelacji, natomiast
przewaga modelu 4 ujawnia sie przy wartos$ci statystyki /ift na poziomie 10%.

Podsumowujac, nalezy stwierdzié, ze wszystkie zbudowane modele pozwa-
laja na podniesienie skuteczno$ci prognozowania wystapienia szkéd z tytutu
umowy ubezpieczenia OC p.p.m. w stosunku do prognozy losowej. Wymiar geo-
graficzny jest tutaj istotnym czynnikiem taryfikacyjnym — model nieuwzglednia-
jacy tego elementu okazal sie gorszy niz pozostale rozwazane modele. Wéréd
modeli uwzgledniajgcych przestrzenny wymiar danych w pewnych sytuacjach
przewage ma klasyczny uogélniony model liniowy ze zmiennymi opisujacymi
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region, natomiast w innych — modele wielopoziomowe. Wyb6r miedzy tymi mode-
lami bylby w praktyce kompromisem miedzy ztozonos$cig modelu i jego zdolno-
$cig predykcyjna, uwzgledniajacym cel prowadzonej analizy (np. odsetek uméw
klasyfikowanych jako umowy o wysokim prawdopodobienistwie szkody). Model
ze skorelowanymi efektami losowymi jest lepszy od standardowego modelu wie-
lopoziomowego dopiero dla statystki /ift na poziomie 10%. Biorac jednak pod
uwage fakt, ze model 3 jest (w przyblizeniu) zagniezdzony w modelu 4, to mozna
sie spodziewad, ze istniejg aspekty, w ktérych model 4 daje pelniejszy obraz rze-
czywisto$ci niz model 3. Moze by¢ to kierunkiem dalszych badan.

5. Podsumowanie i kierunki dalszych badan

W niniejszym artykule przedstawiono zagadnienia dotyczace modelowania
czestosci szkdéd w ubezpieczeniach komunikacyjnych OC p.p.m. i AC. Zagadnienia
te zostaly zbadane zaréwno od strony teoretycznej (budowa modeli uwzglednia-
jacych autokorelacje przestrzenng), jak i empirycznej (analiza danych pocho-
dzacych z bazy OI UFG).

Przeprowadzona analiza opisowa wykazala, ze czesto$¢ szkéd w ubezpiecze-
niach komunikacyjnych cechuje sie przestrzennym zréznicowanem i wyrazna
autokorelacjg przestrzenna.

Interesujacym kierunkiem dalszych badan omawianego zagadnienia jest
rozwdj modeli taryfikacji a priori uwzgledniajacych wymiar przestrzenny oraz
badanie ich wlasnosci teoretycznych i zdolnosci predykcyjnych. Biorgc pod
uwage uzyskane wyniki analizy opisowej, szczegdlnie godne uwagi wydajg sie
modele hierarchiczne (wojewddztwo — powiat). Istotng kwestig jest réwniez
wplyw przyjetych zalozen (definicja wymiaru geograficznego, metoda pomiaru
odlegltosci, definicja sasiedztwa) oraz dostepnych danych o jednostkach geogra-
ficznych (np. zmienne demograficzne lub ekonomiczne na poziomie wojewddz-
twa lub powiatu) na zdolno$¢ predykcyjng budowanych modeli statystycznych.
Kolejnym krokiem moze by¢ budowa geograficznych zmiennych taryfowych,
ktére w najlepszym stopniu pozwalajg ocenia¢ ryzyko ubezpieczeniowe.
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The a priori risk classification with spatial
autocorrelation in automobile insurance

Abstract

The subject of this paper is to describe a priori risk classification models in auto-
mobile insurance which take into consideration the address of the insured. The exten-
sion of the generalized linear model with the multi-level factor to account for the
correlation between the levels is presented. The analysis of empirical data from the
Polish insurance indicates both significant spatial heterogeneity and spatial autocor-
relation. Moreover, the inclusion of spatial variables in the risk classification models
can improve their accuracy and effectiveness.

Keywords: automobile insurance, generalized linear models, spatial statistics,
spatial effects, Bayesian models



