ARrRkADIUSZ FiLip!

Naturalna immunizacja portfela ubezpieczeniowego
przed ryzykiem dtugowiecznosci

1. Wstep

Przedmiotem niniejszego artykulu jest analiza mozliwos$ci naturalnej immu-
nizacji portfela zaktadu ubezpieczen na zycie w warunkach zmieniajacej sie
$miertelno$ci ubezpieczonych. Ryzyka $miertelnosci i dtugowiecznosci sg jed-
nymi z podstawowych ryzyk, z jakimi spotyka sie zaklad ubezpieczen na zycie
w ramach swojej dziatalno$ci. Ryzyko Smiertelnos$ci, polegajace na tym, ze fak-
tyczna $miertelno$¢ ubezpieczonych rézni sie od wartosci oczekiwanej z powo-
déw losowych, moze by¢ w duzej mierze ograniczone poprzez zapewnienie
odpowiednio duzego i zréznicowanego portfela ubezpieczonych. Ryzyko dtu-
gowiecznosci jednak, ktérego istota polega na trwalych zmianach oczekiwanej
$miertelno$ci w przysztosci, dotyka zwykle w podobny sposéb catego portfela
ubezpieczonych. Wydtuzanie si¢ zycia ludzkiego dobrze ilustruje fakt, ze zgod-
nie z tablicami trwania zycia dla Polski, opublikowanymi przez Gléwny Urzad
Statystyczny w okresie od 1990r. do 2016 ., przecietne trwanie zycia w Polsce
wydluzylo sie o ok. 12% (z 66 do 74 lat) dla mezczyzn i 9% (z 75 do 82 lat) dla
kobiet?. Zmiany te sg jeszcze wicksze w przypadku oséb starszych, np. prze-
cietne dalsze trwanie zycia mezczyzny 60-letniego wydtuzyto sie 0 26% (z 15 do
19 lat), za$ kobiety 60-letniej 0 23% (z 20 do 24 lat)’. W przypadku dtugotermi-
nowych produktéw sprzedawanych przez zaklady ubezpieczeni na zycie ryzyko
zwigzane ze zmianami umieralnosci ubezpieczonych moze wiec by¢ istotne.

Problem zabezpieczania si¢ zakladéw ubezpieczenn na zycie przed ryzy-
kiem dlugowiecznosci dotyka w gtéwnej mierze produktéw rentowych, czyli
takich, w ktérych towarzystwo ubezpieczeniowe zobowigzuje sie wyptacaé

1 Szkota Gtéwna Handlowa w Warszawie.

2 Dane na podstawie tablic trwania zycia w Polsce publikowanych przez Gtéwny Urzad
Statystyczny na stronie: http://stat.gov.pl/obszary-tematyczne/ludnosc/trwanie-zycia/trwanie-
-zycia-tablice,1,1.html (data odczytu 28.07.2017).

3 Ibidem.
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ubezpieczonemu okreslong regularng kwote do momentu $émierci. Swiadczenia
rentowe kalkulowane sg w oparciu o ustalone zalozenia demograficzne i istotne
odchylenie faktycznej $miertelno$ci od zalozei moze przektadac sie na powazne
straty zakladu ubezpieczen. Obecnie w Polsce udzial produktéw rentowych
w ofercie zakladéw ubezpieczen na Zzycie jest bardzo maly i w zwigzku z tym
problem zabezpieczania sie przed ryzykiem dtugowiecznosci nie jest wtadciwie
obecny w biezgcej dzialalnosci polskich towarzystw ubezpieczeniowych. Znacz-
nie wiekszg ekspozycje na to ryzyko wykazuja zaktady ubezpieczen w wielu
krajach Europy Zachodniej czy Stanach Zjednoczonych, czesto oferujac kom-
plementarny wobec publicznego prywatny system zabezpieczenia emerytalnego.

W literaturze po$wieconej zagadnieniu zabezpieczenia portfela ubezpiecze-
niowego przed ryzykiem dltugowiecznosci spotkaé mozna rézne podejscia do
problemu. Jednym z nich jest szukanie odpowiednich instrumentéw zabezpie-
czajacych na rynkach finansowych, takich jak specjalne typy obligacji (longe-
vity bonds) czy swapow (longevity swaps)*, ktérych wyptaty uzaleznione sg od
indeksu Smiertelnosci. Jest to dobry sposéb zabezpieczenia dla towarzystwa
ubezpieczeniowego, niemniej jednak wigze si¢ on z istotnymi kosztami zakupie-
nia odpowiednich instrumentéw, nie gwarantuje réwniez, ze instrumenty bedg
odpowiednio dopasowane do konkretnego portfela zaktadu ubezpieczen. Drugim
sposobem zabezpieczenia jest budowa modeli stuzacych do prognozowana przy-
szlych wskazZnikéw umieralno$ci i oparcie na nich wyceny sktadek. Szczegdlnie
popularny jest model Lee-Cartera® oraz model stochastyczny Cairnsa-Blake’a-
-Dowda (CBD)¢. Za pomoca takich modeli zaklady ubezpieczen sg w stanie lepiej
estymowac przyszte wyptaty i dzieki temu nieco zmniejszy¢ ryzyko. Niemniej
jednak zar6éwno estymacija, jak i prognoza na podstawie tych modeli obarczone
sg btedami, przez co empiryczna realizacja wskaznikéw $miertelnosci w przy-
szlo$ci moze istotnie odbiegaé¢ od prognozowanej, w zwiazku z czym ryzyko,
na jakie narazony jest zaklad ubezpieczen, nie jest w pelni zabezpieczone. Trze-
cim wreszcie sposobem zabezpieczenia jest wykorzystanie naturalnej immuni-
zacji, jakg zapewnia odpowiednia struktura portfela ubezpieczeniowego. Rézne

4 Szerzej o réznorodnych instrumentach zabezpieczajacych przed ryzykiem dtugowiecz-
nosci zob.: D. Blake, M. Morales, Longevity Risk and Capital Markets: The 2014-15 Update,
,Journal of Risk and Insurance” 2017, vol. 84, s. 279-297.

5 R. Lee, L. Carter, Modeling and forecasting U.S. mortality, ,Journal of the American Sta-
tistical Association” 1992, vol. 87, s. 659-671.

6 A.J.G. Cairns, D. Blake, K. Dowd, A Two-Factor Model for Stochastic Mortality with Pa-
rameter Uncertainty: Theory and Calibration, ,Journal of Risk and Insurance” 2006, vol. 73,
s. 687-718.
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produkty ubezpieczeniowe w rézny spos6b reagujg na zmiany $miertelnos$ci
wéréd ubezpieczonych. W przypadku produktéw ochronnych, takich jak ubez-
pieczenia na zycie, spadek $miertelnosci przektada sie na mniejsze wyptaty, a co
za tym idzie — na dodatkowy zysk dla towarzystwa ubezpieczeniowego. W przy-
padku produktéw rentowych jest odwrotnie: wydtuzanie dtugosci zycia ubez-
pieczonych powoduje, ze §wiadczenia wyplacane sg przez zaklad ubezpieczen
dluzej, co przynosi mu straty. Mozna by wiec prébowac tak dobraé strukture
portfela, aby straty na czesci produktéw byty pokrywane przez zyski na pozo-
stalych, przez co caly portfel bedzie niewrazliwy na zmiany $miertelnosci. Jest
to jednak zagadnienie trudne, gdyz warto$¢ portfela jest determinowana przez
wskazniki $miertelnosci, ktére sa ré6zne dla kazdego wieku i moga zmieniaé sie
w przyszto$ci w sposéb nie do konca przewidywalny. Dodatkowo, nie da sie
przy wyznaczaniu optymalnej struktury portfela uwzglednié¢ wszystkich mozli-
wych scenariuszy $miertelnosci i konieczne sg pewne zatozenia upraszczajace.

Tematem niniejszego artykulu jest wlasnie zagadnienie naturalnej immuni-
zacji. Ponizej, na prostym przykladzie, przedstawiona zostanie jej idea, doro-
bek naukowy w tej dziedzinie oraz zaprezentowany zostanie opracowany przez
autora model stluzgcy wyznaczeniu optymalnej struktury portfela, pozwalajacej
na zabezpieczenie przed ryzykiem dlugowiecznosci.

2. ldea naturalnej immunizacji

Naturalna immunizacja znajduje do$¢ powszechne zastosowanie w przy-
padku zabezpieczenia przed ryzykiem stopy procentowej. Instytucje finansowe,
takie jak banki czy zaklady ubezpieczen, sg narazone na ryzyko stopy procento-
wej, objawiajace sie tym, ze na skutek zmian stép procentowych zmieniaja si¢
wartosci ich portfeli i moga to byé¢ zmiany bardzo duze. Mozna temu zaradzié,
konstruujgc portfel aktywow i pasywow w taki sposéb, zeby uczynié¢ go mozliwie
jak najbardziej niewrazliwym na zmiany stopy’. Wymaga to umiejetnej polityki
zarzadzania aktywami i pasywami (asset liability management — ALM), ktéra
jest obecnie jednym z wazniejszych zadan zwigzanych z zarzadzaniem ryzykiem
w zaktadach ubezpieczen. W zarzadzaniu aktywami i pasywami chodzi o to, aby
dobraé portfel aktywéw w taki sposdb, aby wplyw zmian zalozen ekonomicz-
nych (w szczegdlnosci stopy procentowej) na aktywa réwnowazyt wptyw zmian

7 S.G. Kellison, The Theory of Interest, McGraw-Hill/Irwin, New York 2009.
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na zobowigzania, zaré6wno chronigc przed nadmiernymi stratami, jak i wyklu-
czajac nadmierne zyski. Jednym z podstawowych elementéw skutecznej polityki
ALM jest dopasowanie duracji® (ang. duration) aktywoéw i pasywéw. Duracja,
zwana tez w polskiej terminologii érednim czasem trwania, jest zaréwno war-
to$cig odpowiadajgcg $Sredniemu terminowi zapadalno$ci przeplywéw pieniez-
nych zwigzanych z danym aktywem (w przypadku np. obligacji kuponowej tymi
platnos$ciami sg regularne wyplaty kuponéw oraz ptatno$¢ nominatu w momen-
cie wygasniecia) lub zobowigzaniem (platnosci $wiadczen wazone prawdopo-
dobienstwami), jak tez miernikiem wrazliwo$ci na zmiany stopy procentowej.
Tak zwana zmodyfikowana duracja’® (ang. modified duration) dla danego instru-
mentu odpowiada pierwszej pochodnej wartosci tego instrumentu wzgledem
stopy procentowej. W przypadku wiec wystepowania w portfelu ubezpieczenio-
wym zobowigzan o $redniej zapadalnosci 10 lat najlepiej jest zabezpieczy¢ je
aktywami (np. obligacjami), ktérych $redni termin zapadalno$ci wynosi réwniez
10 lat. W ten sposéb portfel bedzie mato wrazliwy na mate zmiany stopy procen-
towej. W przypadku duzych zmian stopy procentowej lub odlegtych terminéw
zapadalno$ci zobowigzan immunizacja portfela, majaca na celu dopasowanie
duracji, moze okazac sie niewystarczajaca. W takich przypadkach czesto korzy-
sta sie dodatkowo z drugiej pochodnej wartos$ci instrumentu wzgledem stopy
procentowej, tzw. wypuklosci (ang. convexity)'°.

Problem zabezpieczenia przed ryzykiem dlugowiecznosci jest nieco bar-
dziej ztozony niz problem zabezpieczenia przed ryzykiem stopy procentowej,
z uwagi na wigksza réznorodnos¢ czynnika ryzyka (rézne wskazniki $miertelnosci
w zalezno$ci od wieku, plci itp.), niemniej jednak mozna sprébowaé przetozyé
pomyst naturalnej immunizacji portfela rowniez na grunt portfela zobowigzan
ubezpieczeniowych. Idee naturalnej immunizacji portfela ubezpieczeniowego
najpelniej odda ponizszy przyktad. Przypusémy, ze w portfelu zaktadu ubezpie-
czen znajdujg sie wylacznie dwa produkty. Pierwszym z nich jest ubezpieczenie
na zycie z suma ubezpieczenia platng w momencie $§mierci ubezpieczonego, dru-
gim jest renta zyciowa bezterminowa, z tytulu ktérej wyplacana jest uméwiona
suma do konca zycia ubezpieczonego. Aby uproscié¢ przeksztalcenia matema-
tyczne na potrzeby przykladu zalézmy, ze mamy do czynienia z rentg z czasem
ciagtym, oba produkty zostaly zakupione za sktadke jednorazowsa netto oraz

8 Ibidem.

9 Ibidem.

10 Tbidem. Problematyka immunizacji z wykorzystaniem duracji i wypuklosci zostata
opisana np. w artykule: L. Gajek, K. Ostaszewski, H.J. Zwiesler, A primer on duration, con-
vexity, and immunization, ,Journal of Actuarial Practice” 2005, vol. 12, s. 59-82.
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dodatkowo rozpatrzmy najprostszy teoretyczny model demograficzny, zwany
modelem wyktadniczym!'!, w ktérym intensywno$¢ umieralnosci jest stata nie-
zaleznie od wieku x, czyli u = pu.

Aktuarialna warto$¢ biezaca'? wyplat z tytutu ubezpieczenia na zycie, odpo-
wiadajaca jednostkowej sumie ubezpieczenia, oraz aktuarialna warto$¢ biezaca
wyplat z tytutu renty zyciowej, odpowiadajaca jednostkowej rocznej intensyw-
nos$ci wyptat wynoszg odpowiednio!3:

= Jusas =
A =lee? di = [e " yd = L,
5 ‘([e e u.,, E[e u 5+ 2.1
- jﬂmd* " 1
— _ [, % df = —(6+,u)rd _
a Oe e Je 5 (2.2)

gdzie:
* 4 oznacza intensywno$¢ umieralno$ci osoby w wieku x (zgodnie z definicja

wyktadniczego modelu umieralnosci u_= u),

* § oznacza intensywno$¢ oprocentowania.

Niech y bedzie udziatem w portfelu zakladu ubezpieczen pierwszego pro-
duktu, czyli ubezpieczenia na zycie. Wowczas 1-y bedzie udziatem w portfelu
drugiego produktu, czyli renty zyciowej. Celem analizy jest znalezienie optymal-
nej warto$ci parametru v, czyli takiej, przy ktorej portfel bedzie zabezpieczony
przed ryzykiem dlugowiecznosci. Aktuarialna wartosé biezaca wyplat z tytulu
obu produktéw znajdujacych sie w portfelu wynosi:

_ _ +1_
sz/Aer(l—y/)ax:WTuy/. 2.3)

Aby znaleZ¢é warto$é parametru v, dla ktérej warto$é portfela bedzie stata
niezaleznie od u, wystarczy przyréwnaé do 0 pochodng funkcji V wzgledem u:

11 Model wyktadniczy jest teoretycznym modelem $miertelnosci. Wigcej o nim mozna
przeczytaé np. w: N. Bowers, Actuarial Mathematics, The Society of Actuaries, Schaumburg
1997.

12 Aktuarialna warto$¢ biezgca zdefiniowana jest jako warto$¢ oczekiwana zmiennej lo-
sowej bedacej wartoscig biezaca wyplat; losowos$é wynika z niepewnos$ci zwigzanej z praw-
dopodobienstwami §mierci. Aktuarialna warto$¢ biezaca jest wiec wartoscig biezaca wyptat
wazonych prawdopodobienstwami ich realizacji. Zob. M. Skatba, Ubezpieczenia na Zycie,
Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa 2003.

13 H.U. Gerber, Life Insurance Mathematics, Springer, Heidelberg 1997.
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B_V:y/5—1+t// a_V:OQW 1
ou (5+u)2 ou 1+6°

Otrzymany wynik §wiadczy o tym, ze jezeli udzial polis ubezpieczenia na zycie
w portfelu zaktadu ubezpieczen wyniesie s’ to dla kazdej mozliwej warto-
$ci intensywnoSci umieralnodci u, przy zastosowaniu wykladniczego modelu
umieralnosci, aktuarialna warto$¢ biezaca wyplat z portfela bedzie stale réwna

poprlzy 1 2.4)
o+u 1+6

Dla najprostszego teoretycznego modelu wymierania udato sie wiec znalezé
doskonale zabezpieczenie portfela przed ryzykiem dlugowieczno$ci. Niestety
rzeczywiste portfele ubezpieczeniowe nie sg tak proste, a faktyczna Smiertelnosé
wséréd ubezpieczonych rézni sie od zaltozen teoretycznych modeli, potrzebne
wiec sg dodatkowe zatozenia i uproszczenia. Przyktadowe sposoby wyznacze-
nia optymalnej struktury portfela przedstawione sg w dalszej czesci artykutu.

3. Stan badan na temat naturalnej immunizacji

Za prekursoréw badan nad naturalng immunizacjg portfela ubezpieczenio-
wego mozna uznaé Jennifer L. Wang, Mary L. Yang oraz Steve’a Y.C. Panal4,
ktérzy na poczatku biezacego stulecia podjeli sie analizy wptywu zmian $mier-
telnoSci na warto$¢ ubezpieczen na zycie i produktéw rentowych na podsta-
wie danych z Tajwanu. Skonstruowali oni prosty model immunizacyjny, ktéry
pokazywal, ze wraz ze zmiang $miertelno$ci moze dochodzi¢ do pokrywania sie
zyskow i strat na réznych produktach, nie byl jednak w stanie uwzglednié tego,
ze zmiany $miertelno$ci moga mieé inny charakter w populacji oséb kupuja-
cych ubezpieczenia na zycie oraz w populacji 0s6b kupujacych renty zyciowe.

Samuel H. Cox i Yijia Lin'> kontynuowali badania nad naturalng immuniza-
cja, szukajac potwierdzenia tezy, ze znajduje ona odzwierciedlenie w rzeczywistych

14 J. L. Wang, L.Y. Yang, Y.C. Pan, Hedging Longevity Risk in Life Insurance Companies, The
Annual Meeting of Asia-Pacific Risk and Insurance Association, 2003, za: S.H. Cox, Y. Lin,
Natural Hedging of Life and Annuity Mortality Risks, ,North American Actuarial Journal”
2007, vol. 11, s. 1-15.

15 S H. Cox, Y. Lin, op.cit.
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cenach produktéw oferowanych przez zaktady ubezpieczen. Na podstawie danych
o wysokos$ciach sktadki jednorazowej za dozywotnia rente w momencie zakupu
przez 65-letniego mezczyzne w latach 1995-1998 w réznych zaktadach ubez-
pieczen oszacowali model ekonometryczny, ktéry pokazal, ze im wyzszy udziat
ubezpieczen na zycie w portfelu, tym nizsza cena za produkt rentowy. Odkry-
cie to moze $§wiadczyé o tym, ze naturalna immunizacja portfela ubezpiecze-
niowego przektada sie na faktyczne ceny oferowane przez zaktady ubezpieczen,
a w zwigzku z tym ma znaczenie z ich perspektywy finansowe;j.

Szczegoblnie zastuzeni dla badania problemu naturalnej immunizacji portfela
ubezpieczeniowego byli tajwanscy uczeni: wspomniana wczeé$niej J.L. Wang,
H.C. Huang, S.S. Yang i J.T. Tsai', ktérzy zaproponowali metode ustalenia
optymalnej struktury portfela, pozwalajgcg na zabezpieczenie przed ryzykiem
dlugowiecznosci. Model ten opierat sie na szacowaniu tzw. duracji $miertelno-
$ci (ang. mortality duration), czyli odpowiednika duracji znanej z matematyki
finansowej, bedacego miarg wrazliwo$ci na zmiany intensywnos$ci umieralno-
$ci. Podejscie to, zwane w dalszej czesci pracy podej$ciem opartym na duracji,
zostanie bardziej szczegétowo zaprezentowane w punkcie 4.

Podejscie oparte na duracji zostalo rozwiniete przez J.T. Tsaia, J.L. Wang
i L.Y. Tzengal?, ktérzy zaproponowali wykorzystanie warunkowej wartosci zagro-
zonej (ang. conditional value at risk — CVaR)'8 jako kryterium optymalizacyjnego
w procesie szukania optymalnej struktury portfela ubezpieczeniowego. Loso-
wos¢ w ich modelu zostala wprowadzona poprzez wykorzystanie modelu CBD
do estymacji tablic trwania zycia. Metoda ta lgczyla wiec idee zabezpieczenia
portfela przed ryzykiem dlugowiecznosci poprzez szukanie optymalnej struktury
portfela z estymacjg modelu prognozujgcego przyszle wskazniki Smiertelnosci.

W kolejnych latach pojawily si¢ kolejne publikacje, ktére poruszaly problem
naturalnej immunizacji portfela ubezpieczeniowego jako elementu wickszej

16 J.L. Wang, H.C. Huang, S.S. Yang, J.T. Tsai, An Optimal Product Mix for Hedging Lon-
gevity Risk in Life Insurance Companies: The Immunization Theory Approach, ,The Journal
of Risk and Insurance” 2010, vol. 77, s. 473-497.

17 J.T. Tsai, J.L. Wang, L.Y. Tzeng, On the Optimal Product Mix in Life Insurance Compa-
nies Using Conditional Value at Risk, ,Insurance: Mathematics and Economics” 2010, vol. 46,
s. 235-241.

18 Wiecej o miarach ryzyka, takich jak warto$¢ zagrozona (Value at Risk — VaR) oraz warun-
kowa wartos$¢ zagrozona (Conditional Value at Risk — CVaR, Tail Value at Risk — TVaR) zob.:
W. Bijak, Praktyczne metody badania wyplacalnosci zaktadéw ubezpieczent, Oficyna Wydawni-
cza SGH, Warszawa 2009. Szerzej o warunkowej wartosci zagrozonej zob.: R.T. Rockafellar,
S. Uryasev, Conditional value-at-risk for general loss distributions, ,Journal of Banking and
Finance” 2002, vol. 26, s. 1443-1471.

19 A.J.G. Cairns, D. Blake, K. Dowd, op.cit.
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strategii optymalizacyjnej, uwzgledniajgcej modelowanie stochastyczne, progno-
zowanie przyszlych tablic trwania zycia czy dodatkowe ryzyka, oprécz ryzyka
dtugowiecznosci, np. ryzyko stopy procentowej?’.

4. Metoda naturalnej immunizaciji — podejscie oparte na duracji

Jennifer L. Wang, Hong-Chih Huang, Sharon S. Yang i Jeffrey T. Tsai w 2010r.
przedstawili prosty model wyznaczania struktury portfela ubezpieczeniowego,
ktéry mozna uznaé za pierwszy przyklad pelnej implementacji metod natural-
nej immunizacji?'. Zatozyli oni, ze zaklad oferuje dwa produkty: ubezpieczenie
na zycie i rente zyciowa, a tgczne zobowigzanie zaktadu ubezpieczen jest sumg
zobowigzan wynikajacych z obu produktéw i wyraza sie wzorem:

V= Vlifé + meuity

gdzie V"™ oznacza wartos§é oczekiwang zobowigzan z tytulu polis ubezpieczenia
na zycie, a V"™ _ wartoé¢ oczekiwang zobowiazan z tytutu polis rentowych.
Nastepnie badacze ci rozszerzyli pojecie zmodyfikowanej duracji stuzacej do
oceny wrazliwos$ci portfela na zmiany stopy procentowej na przypadek wrazli-
wosci portfela na zmiany intensywnos$ci umieralnosci. Tak zwana duracja Smier-
telnosci (ang. mortality duration) wyraza sie u nich wzorem:

Wplyw zmian intensywno$ci umieralnosci na warto$é¢ portfela moze by¢
wyrazony przy pomocy rozwini¢cia Taylora jako:

life annuity 2y slife 2y yannuity
POV A il WO il O O
du du 2\ du du

20 Zob. np.: E. Luciano, L. Regis, E. Vigna, Delta-gamma hedging of mortality and interest
rate risk, ,Insurance: Mathematics and Economics” 2012, vol. 50, s. 402-412 oraz C.W. Wang,
H.C. Huang, D.C. Hong, A feasible natural hedging strategy for insurance companies, ,Insur-
ance: Mathematics and Economics” 2013, vol. 52, s. 532-542.

21 J.L. Wang, H.C. Huang, S.S. Yang, J.T. Tsai, op.cit.
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Gdyby rozpatrywac przyblizenie pierwszego rzedu (ktére powinno okazaé
sie wystarczajace w przypadku niezbyt duzych zmian $miertelnosci), zabezpie-
czenie portfela jest osiggane w przypadku, gdy

dvliﬁ: dvannuily
+ -

Au=0
du du J,u

albo réwnowaznie

life annuity _
Dﬂ ' y/lz’fe - Dﬂ ' l//annuizy - 0’ (41)
) B dvlife 1 ) dvannuity ) . .
gdzie D' = - oraz D™ =— -——— oznaczaja odpowiednio
u d‘u V4 u dﬂ | ity

duracje $miertelnos$ci dla portfela ubezpieczen na zycie oraz portfela rent zycio-

Vlife Vamzuity

7 1 l//annuity - V

wych, za$ v . = oznaczajg udzialy zobowigzan z tytulu
ubezpieczen na zycie i rent zyciowych w tagcznym zobowigzaniu zakladu.

Poniewaz wartosci fofe i Dz""“ity sg trudne do wyznaczenia w sposéb ana-
lityczny, autorzy proponujg oszacowanie efektywnych duracji w sposéb przy-
blizony, analizujac zmiany wartos$ci portfela wynikajace ze zmian wartosci
intensywnos$ci umieralnosci:

1 life—
e u 2~Vlife-A,U ’ e u 2~V(m”mty-Aﬂ

Vannui[y+ _ Vannuiry—

. 1 . i . 4 . . , . .
gdzie V™ i V™" oznaczajg warto$ci zobowiazaf wyznaczone dla wyzszej
. , . . , . , life— . annuity— . ;.
intensywno$ci umieralnosci u+ Au,zas V" iV oznaczaja warto$ci zobo-
wigzan wyznaczone dla nizszej intensywno$ci umieralno$ci u—Au (samo zas
Au jest odpowiednio male, aby uzyskaé¢ dobry efekt przyblizenia pochodnej).
Po podstawieniu do wzoru 4.1 otrzymujemy:

life _ yannuity _
De u l//life D v =0,

el annuity

co przy warunku YtV =1 prowadzi do wniosku, ze optymalny udziat

annuity

ubezpieczen na zycie oraz rent w portfelu powinien wynosi¢:
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. Dammily . Dlife
Yiie = Tyammis + i Yoy = Ty 4 e
e u e i y e u
O ile ubezpieczyciel utrzymuje taka strukture zobowigzan w swoim portfelu,
jest zabezpieczony przed ryzykiem dtugowiecznos$ci zgodnie z podejéciem zapre-
zentowanym przez autoréw, okre$lanym dalej jako podejscie oparte na duracji.
W tej samej publikacji J.L. Wang, H.C. Huang, S.S. Yang i J.T. Tsai rozwazajg
lepsze przyblizenie wrazliwo$ci portfela na zmiany wskaznikéw $miertelnos$ci
poprzez uwzglednienie drugiej pochodnej w rozwinieciu Taylora, tzw. wypu-
ktosci (ang. convexity). Wykorzystanie drugiej pochodnej nie prowadzi jednak
do istotnej poprawy jakosSci zabezpieczenia, w zwigzku z czym w dalszej cze-

$ci opracowania analizie poddany zostanie tylko model z pierwszg pochodna.

5. Metoda analityczna - opis oraz wyniki

W niniejszym rozdziale oméwiona zostanie autorska metoda wyznaczenia
optymalnej struktury portfela w celu jego zabezpieczenia przed ryzykiem dtu-
gowiecznos$ci, okre§lana w dalszej cze$ci pracy jako metoda analityczna. Na
poczatek przedstawie sposéb wyznaczenia wzoru na optymalng strukture port-
fela na podstawie uproszczonego modelu spetniajacego nastepujace zatozenia:

* Zaklad ubezpieczen sprzedaje tylko dwa produkty: dozywotnie ubezpieczenie
na zycie, z tytutu ktérego wypltacana jest 1 jednostka na koniec roku $mierci,
i dozywotnig rente, platng z géry na poczatek kazdego roku w wysokosci
1 jednostki rocznie.

* Polisy kazdego rodzaju wystawiane sa osobom w tym samym wieku, ktére
charakteryzujg si¢ takimi samymi wskaznikami $miertelnosci (wszyscy
klienci zakladu ubezpieczen pochodzg z tej samej homogenicznej populacji
i sg w tym samym wieku).

* Zakazdg wystawiong polise zaktad pobiera od ubezpieczonego jednorazowsg
sktadke netto (dla uproszczenia analizy pomijamy marze zakladu i inne
narzuty na sktadke netto, w tym narzuty na koszty).

* Przyjmujemy, ze zaklad ubezpieczenn moze dowolnie wybieraé, jaki odsetek
polis bedg stanowily ubezpieczenia na zycie, a jaki renty zyciowe.

* Przyjmujemy, ze w ciggu roku intensywno$¢ umieralnosci jest stata, tj:
u, =p dlal0<s<l,xeZ.

* Przyjmujemy stalg intensywno$¢ oprocentowania 6 .



Naturalna immunizacja portfela ubezpieczeniowego przed ryzykiem dtugowiecznosci 73

Przy takich zatozeniach warto$é portfela (w przeliczeniu na jednostke)
mozna zapisaé jako:

V:l//Ax+(1—y/)dx, (5.1)

gdzie y jest szukanym udzialem ubezpieczen na zycie w wartos$ci portfela, zas
A i d_oznaczaja odpowiednio aktuarialng wartos¢ biezacg wyptat z tytutu
ubezpieczenia na zycie oraz z tytutu renty zyciowej i wyrazaja sie wzorami:

oo o 71 H»sds
Ax _ ZVM P4, = ZVM e 'U[y’ .(1_ e—#m) (5‘2)
i=0 =0
< o —j‘yxﬂds
i =Yy p=Yret -3
i=0 i=0

gdzie:
v=e"’ to roczny czynnik dyskontujacy odpowiadajacy rocznej intensywnosci
oprocentowania &,
t
P = exp[—J‘,umds] to prawdopodobienistwo przezycia ¢ lat przez osobe w wiekux,
0
g, =1-p_to prawdopodobiefistwo $mierci w ciggu roku osoby w wieku x.
Aktuarialna warto$¢ biezgca przyszlych wyplat z portfela ubezpieczeniowego
zalezy w sposéb oczywisty od intensywnoS$ci umieralnos$ci, ktéra nie jest jed-
nym parametrem, lecz przyjmuje rézne wartosci w zaleznosci od wieku i dodat-
kowo chcemy dopuscié jej zmiany w przyszlosci. Przyjmuje sie wiec dodatkowe
zalozenie — wzgledne zmiany intensywnos$ci umieralnos$ci sg stale, niezalezne
od wieku i nieznane a priori. Oznacza to, ze jezeli startowy wektor intensywno-
$ci umieralnosci wynosi u , to zrealizowany wektor intensywno$ci umieralno-
$ci bedzie wynosit k- u_, gdzie k jest pewna nieznang stata. Przy tym zatozeniu,
lekko modyfikujac wzory 5.2 i 5.3, mozna wyznaczy¢ ile bedg wynosily zreali-
zowane warto$ci poszczegdlnych sktadnikéw portfela (ubezpieczeni na zycie
oraz rent zyciowych) w zaleznosci od parametru k, a takze ile bedg wynosity
ich pierwsze pochodne wzgledem k.

- —kjﬂﬂ,ﬂs -

TN R R I SR P R R B CY

i=0 i=0
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aAax]Ek) = ivm '(ipx)k -[ln iPy ‘Pfﬁ -(ln iP, +lnpx+i):|’ (.5)
i=0
c'ix(k) = iv[ -eik{ﬂu } = S v '(ipx)k, (5.6)
i=0 i=0
adx (k) gy k
o 2w e 67

Pochodne we wzorach 5.5 1 5.7 mierza wrazliwo$¢ warto$ci portfela na zmiany
parametru k. Aby obliczy¢ wrazliwo$¢ startowego portfela nalezy przyjaé k=1.

dA (k ”
BXIE )71_§V1+l sz .|:1nipx_pxﬂ'.(lnipx+1npx+i)i|
aa (k) 1
ok kl_;V’ipx.nipx'

Dla portfela, ktérego warto$¢ wyraza sie wzorem 5.1 szukamy takiej warto-
$ci y, aby pochodna wzgledem k dla k = 1 wynosita 0.

ov (k oA (k i (k

2 2 ol
k=1 k=1 k=1
24, (1)
) ok |
G0
ok k:l_ ok |

_ Z;Vi'(ipx)k'lnfpx . (5.8)

Z;vi '(ipx)k -Inipx _ZZOVM Py '[lnipx P '(lnipx +lnpx+i)]

Uzyskany wynik ukazuje optymalng strukture portfela ubezpieczeniowego,
ktéra przy ustalonych zatozeniach pozwala zabezpieczy¢ portfel przed ryzy-
kiem dlugowiecznosci.

W modelu przyjeto, ze wszyscy klienci zaktadu ubezpieczen pochodzag
z homogenicznej populacji oraz ze osoby pragnace zakupié¢ rente zyciowa
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i ubezpieczenie na zycie sg w tym samym wieku i charakteryzuja sie rownymi
wskaznikami $miertelnosci. W rzeczywisto$ci ubezpieczenie na zycie jest pro-
duktem wybieranym przez stosunkowo mtodszych ludzi, zas $wiadczenia z tytutu
renty zyciowej sa wyplacane ludziom stosunkowo starszym (w krajach Europy
Zachodniej na przyktad jako uzupetnienie do emerytury wyptacanej przez pan-
stwo). W zwigzku z tym wypadaloby przyjaé, ze klienci, ktérzy zakupili okreslone
produkty sg w réznym wieku. Dodatkowo mozna przyjacé, ze réwniez wskazniki
$miertelnosci dwoch grup klientéw réznig sie miedzy sobg. W zwigzku z tym
wprowadzamy nastepujace rozréznienie:
x — biezacy wiek osoby, ktéra zakupita rente zyciowa,
y — biezacy wiek osoby, ktéra zakupila ubezpieczenie na zycie,
p, i g, — odpowiednio prawdopodobiefistwo przezycia jednego roku i $mierci
w ciggu jednego roku dla osoby w wieku x, ktéra zakupita rente zyciowa,
p’y i q’y — odpowiednio prawdopodobienstwo przezycia jednego roku i $mierci
w ciagu jednego roku dla osoby w wieku y, ktéra zakupita ubezpieczenie na zycie
(inne tablice trwania zycia niz dla populacji 0s6b kupujacych rente zyciowsa),
P, 1,49, - odpowiednio prawdopodobiefistwo przezycia ¢ lat i Smierci w ciagu
t lat dla osoby w wieku x, ktéra zakupita rente zyciows,
. p'y i rq'y — odpowiednio prawdopodobienstwo przezycia ¢ lat i Smierci w ciggu
t lat dla osoby w wieku vy, ktora zakupita ubezpieczenie na zycie,
u_—intensywno$¢ umieralnosci dla osoby w wieku x, ktéra zakupita rente zyciows,
M, — intensywnos$¢ umieralnosci dla osoby w wieku y, ktéra zakupita ubezpie-
czenie na zycie.

Po uwzglednieniu powyzszych zmian wzor 5.8 na optymalng strukture port-
fela przyjmie postaé:

v lpk) ‘In p_

21 . ( ) ‘In p, 21 Ov lpy [lnip’y—p’w.(lnip’y+lnp,y+i)].

v = (5.9)

Model zaklada, ze oba produkty (renta zyciowa i ubezpieczenie na zycie)
sg produktami dozywotnimi. W rzeczywisto$ci spotyka sie réwniez produkty ter-
minowe. Rozpatrzmy wiec terminowe ubezpieczenie na zycie, z tytutu ktérego
wyplacana jest 1 jednostka na koniec roku $mierci pod warunkiem, ze $§mier¢
nastagpi w ciggu nastepnych m lat oraz terminowg rente zyciowg ze $wiadcze-
niem w wysoko$ci 1 jednostki ptatnym na poczatek roku przez kolejnych # lat,
pod warunkiem, Ze rentobiorca zyje. Wowczas warto$c portfela odpowiadajaca
wzorowi 5.1 wyniesie:
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V=yA + (1 - w)éix:m,

gdzie y jest szukanym udzialem ubezpieczen na zycie w wartosci portfela.

Al _ Vi+1 . [ _ Vi+1 e o : . 1_ 67“ Yt
yrﬁll_z P, qyﬂ'_z
i0 i=0
n-l - fug, s

n-1
dx:ﬁl = Zvi ’ ipx :zvi e’
i 0

i=0 i=

Wzér 5.9 na optymalng strukture portfela przyjmie wéwczas nastepujacag
postac:

. (5.10)

Zizovi '(ipX)k 'lnipx_zz':ovm'ip,y.[lnip,y_p,yﬂ .(lnip,y-’-lnp,yﬂ‘)]

Dla wszystkich omawianych sytuacji warto réwniez zastanowic sie nad opty-
malng strukturg portfela w przypadku, gdy suma ubezpieczenia w umowie ubez-
pieczenia na zycie wynosi P, za$ kwota platnosci z tytulu renty zyciowej wynosi
P, (oznaczang dalej jako y). Zalezno$¢ pomiedzy y a w opisuje wéwczas formuta:

v
B

X = o (5.11)
ikl 4
P,

e~ RS

Jakos¢ zabezpieczenia, osigganego poprzez zastosowanie optymalnej struk-
tury portfela, wyznaczonej przy uzyciu metody analitycznej, zostanie zaprezen-
towana na kilku empirycznych przyktadach. W pierwszej kolejnosci analizie
poddany zostanie przyktad opisany w tabeli 1.

Dla produktéw o takich parametrach, jak w tabeli 1, optymalny udziat ubez-
pieczen na zycie w przeliczeniu na 1 jednostke policzony zgodnie ze wzorem 5.9
wynosi ¥ =0,973497. Po uwzglednieniu faktu, ze wysoko$¢ sumy ubezpiecze-
nia w pojedynczej polisie ubezpieczenia na zycie wynosi 100 000 jednostek,
za$ wysokos$¢ rocznej renty w pojedynczej polisie rentowej — 10 000 jednostek,
optymalny udziat polis ubezpieczenia na zycie w portfelu policzony zgodnie



71

Naturalna immunizacja portfela ubezpieczeniowego przed ryzykiem dtugowiecznosci

ze wzorem 5.11 powinien wynie$é y =0,78601, za$ udzial polis rentowych
1- ¥ =0,21399. Jezeli zaktad ubezpieczeni chce tgcznie sprzedaé 100 000 polis,
powinien sprzedac 78 601 polis ubezpieczenia na zycie oraz 21 399 polis rento-
wych. Jezeli intensywno$¢é umieralnosci spadnie odpowiednio o 5%, 10% i 20%
w stosunku do zaktadanego poziomu, to zobowiazanie zaktadu ubezpieczen
zmieni sie w sposéb pokazany w tabeli 2.

Tabela 1. Parametry produktéw wykorzystanych w przykladzie

Ubezpieczenie na zycie Renta zyciowa
Swiadczenie* 100 000 jp 10 000 jp
Okres ochronny dozywotni dozywotni
Wiek ubezpieczonego 40 lat 60 lat
Ple¢ ubezpieczonego kobieta kobieta
Intensywno$¢ oprocentowania 5% 5%
Tablice trwania zycia GUS 2016 GUS 2016
Wysokosé sktadki** 14 043,75 jp 138 379,87 jp

* W przypadku ubezpieczenia na zycie kwota ta wyplacana jest na koniec roku, w ktérym nastapit
zgon, w przypadku renty zyciowej kwota ta wyplacana jest na poczatek kazdego roku pod warunkiem,
ze ubezpieczony zZyje.

** Sktadka wyznaczona zostala jako jednorazowa sktadka netto za dany produkt ubezpieczeniowy.

Zrodlo: opracowanie wlasne

Tabela 2. Wrazliwosé¢ portfela na wzgledne zmiany intensywnosci umieralnosci

Ubezpieczenie
na zycie

Renta zyciowa

Portfel

Bazowa intensywno$¢

1 103 853 724,00 jp

296118131291 jp

4065 035 036,92 jp

umieralnosci -10%

1 049 423 450,66 jp

3015 442 038,22 jp

umieralno$ci

Intensywno$§¢ . . .
umieralnosci —5% 1077 174 007,35 jp | 2 987 826 142,11 jp | 4 065 000 149,46 jp
Zmiana procentowa -2,417% 0,900% -0,001%
Intensywno$¢

4 064 865 488,88 jp

Zmiana procentowa

—4,931%

1,832%

-0,004%

Intensywno$¢
umieralno$ci —-20%

990 181 547,10 jp

3073 886 413,61 jp

4 064 067 960,71 jp

Zmiana procentowa

-10,298%

3,806%

-0,024%

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Z danych zawartych w tabeli 2 wynika, ze w przypadku spadku intensywno-
$ci umieralno$ci o 20% warto$¢ portfela ubezpieczeni na zycie spada o 10,298%,
za$ warto$¢ portfela rent zyciowych rosnie o 3,806%. Kiedy patrzymy na portfel
calo$ciowo, jego warto$¢ spada jednak jedynie o 0,024%, co pokazuje, ze jakos$é
zabezpieczenia przed ryzykiem dlugowiecznosci jest bardzo dobra.

Z przedstawionej powyzej analizy mozna wyciagnaé nastepujace wnioski:

* Spadek intensywno$ci umieralnosci powoduje spadek przewidywanych
wyplat z tytutu polis ubezpieczenia na zycie oraz wzrost przewidywanych
wyplat z tytutu rent zyciowych. Im wiekszy spadek intensywnos$ci umieral-
nosci, tym wigkszy wplyw na warto$¢ przewidywanych wyptat.

* Przy zastosowaniu struktury portfela optymalnej z punktu widzenia metody
analitycznej, wplyw spadku intensywnos$ci umieralno$ci na tgczng wartosé
przewidywanych wyplat jest zdecydowanie mniejszy niz dla kazdego pro-
duktu rozpatrywanego oddzielnie. Pokazuje to, ze zabezpieczenie przed
ryzykiem dtugowiecznosci dziata.

* Optymalna struktura portfela nie jest strukturg idealng i nie jest w stanie
zabezpieczy¢ w 100% przed ryzykiem zmian intensywno$ci umieralnosci.
Jednakze nawet w przypadku duzych zmian (spadek intensywnos$ci umieral-
nosci o 20%) warto$¢ przewidywanych wyptat odchyla sie o mniej niz 0,05%.

* Im wigksza zmiana intensywnos$ci umieralnosci, tym stabsza jako$¢ zabez-
pieczenia portfela.

* Odchylenia wartosci portfela na skutek zmian intensywno$ci umieralnosci
mogg by¢ zaréwno in plus, jak tez in minus. Nie ma mozliwoSci stwierdze-
nia na gruncie teoretycznym jakich zmian nalezy sie spodziewad.

Do podobnych wnioskéw prowadzi analogiczna analiza przeprowadzona
dla mezczyzn (przy zmianie intensywnos$ci umieralnos$ci o 20% warto$¢ portfela
ubezpieczen na zycie maleje 0 10,591%, warto$¢ portfela rent zyciowych rosnie
0 5,996%, za$ warto$¢ zbilansowanego portfela ro$nie o 0,041%). Szczegdlowe
wyniki dla mezczyzn nie bedg jednak omawiane w tym artykule.

Kolejnym krokiem jest weryfikacja jakosci zabezpieczenia w kontekscie histo-
rycznych zmian wskaznikéw umieralnosci w Polsce zgodnie z tablicami trwania
zycia publikowanymi przez GUS. W tabeli 3 zilustrowany jest wpltyw zmiany
tablic trwania zycia na warto$¢ portfela z analizowanego przyktadu. W odréz-
nieniu od danych zaprezentowanych w tabeli 2, przedstawione zostaly zmiany
warto$ci portfela pod wplywem rzeczywistych zmian intensywno$ci umieralno-
$ci w Polsce w latach 1990-2016, a nie teoretycznego spadku o takg samag war-
to$¢ procentowgq niezaleznie od wieku. W pierwszym wierszu przedstawiona
jest aktuarialna warto$¢ biezaca wyplat przy zalozeniu, ze Smiertelno$é przez
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caly okres ubezpieczenia ksztattuje sie zgodnie z tablicami trwania zycia z roku
1990, w kolejnych wierszach za$ przedstawiona jest aktuarialna warto$é bie-
zaca wyplat po zamianie tablic na inne, odpowiednio z roku 2000, 20101 2016.
Pozwala to przetestowac jako$¢ zabezpieczenia wynikajaca z modelu dla sytu-
acji, w ktérej zalozenie o multiplikatywnych zmianach intensywno$ci umieral-
nosci zostaje uchylone.

Tabela 3. Wrazliwos$¢ portfela na historyczne zmiany tablic trwania zycia

Ubezpieczenie

. Portfel
na zycie

Renta zyciowa

Tablice z roku 1990

1403 141 498,17 jp

2732 005 742,78 jp

4 135 147 240,95 jp

Tablice z roku 2000

1290 893 400,99 jp

2 858 966 299,94 jp

4 149 859 700,93 jp

Zmiana procentowa -8,000% 4,647% 0,356%
Tablice z roku 2010 1162 206 986,81 jp |2 997 891 107,28 jp | 4 160 098 094,08 jp
Zmiana procentowa -17,171% 9,732% 0,603%
Tablice z roku 2016 1 094 084 709,33 jp | 3 057 440 148,55 jp |4 151 524 857,88 jp
Zmiana procentowa -22,026% 11,912% 0,396%

Zrodlo: opracowanie wlasne

Widaé, ze zmiana tablic trwania zycia przektada sie na zmiane wartosci port-
fela, co oznacza, ze nie wystepuje pelna immunizacja, niemniej jednak relatywne
zmiany warto$ci portfela sg do$¢ niskie w poréwnaniu do relatywnych zmian
warto$ci samych ubezpieczen na zycie badZ samych rent zyciowych. Zmiana
tablic trwania zycia powoduje spadek wartosci portfela ubezpieczen na zycie
0 22,026% i wzrost wartos$ci portfela rent zyciowych o 11,912%, w przypadku
zbilansowanego portfela zmiana ta wynosi jednak jedynie 0,396%. Wrazliwos¢é
zbilansowanego portfela na zmiany tablic jest wiec niska (ponizej 0,5%), jednak
istotnie wyzsza od wrazliwo$ci zaprezentowanej w tabeli 2. Wynika to z faktu,
ze model korzysta z zalozenia o jednakowej wzglednej zmianie intensywnosci
umieralno$ci niezaleznie od wieku, ktére to zalozenie bylo spetnione w przy-
padku tabeli 2, nie jest za$ spelnione w rzeczywistosci, co dobitnie pokazuje
powyzszy przyktad. Mimo to jako$¢ zabezpieczenia jest wcigz dobra nawet przy
analizie zmian $miertelno$ci zgodnych z historycznag ewolucja tablic trwania
zycia. Podobnie jak w poprzednim przyktadzie, pominieto prezentacje szcze-
gbétowych wynikéw dla mezczyzn ze wzgledu na zblizony charakter wnioskéw.

Na rysunku 1 przedstawiono wptyw historycznych zmian tablic na zmiany
wartoSci portfela przy zastosowaniu optymalnej struktury portfela. Jest on roz-
szerzeniem danych przedstawionych w tabeli 3 (zamiast czterech wybranych



80 Arkadiusz Filip

lat uwzgledniono tu wszystkie mozliwe kombinacje teoretycznych i rzeczywi-
stych tablic trwania zycia na podstawie dostepnej historii publikacji GUS). Na osi
pionowej zaznaczono rok tablic trwania zycia, ktére wykorzystano do kalkulacji
sktadki oraz do obliczenia optymalnej struktury portfela, za$ na osi poziomej
zaznaczono rok tablic trwania Zycia, ktére wykorzystano do rekalkulacji war-
tosci portfela. Jako ze w rzeczywistosci aktualizacja warto$ci portfela odbywa
sie z wykorzystaniem tablic nowszych, a nie starszych, nalezy zwrécié uwage
zwlaszcza na prawg gérng cze$¢ wykresu (ponad przekatng)??.
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Rysunek 1. Wplyw zmian tablic trwania zycia na warto$é¢ portfela ubezpieczeniowego
przy zachowaniu optymalnej struktury portfela

Zrédlo: opracowanie wlasne

Na wykresie tlem z kropkami oznaczono te kombinacje, dla ktérych zmiana
tablic trwania zycia spowodowala wzrost wartosci portfela (np. dla kombinacji

22 WartoSci ponizej przekatnej zostaly zaprezentowane dla pelnego obrazu, sg to jednak
przypadki abstrakcyjne (rzeczywista $miertelnosé ksztaltuje sie zgodnie z tablicami z roku
wczedniejszego niz tablice uzyte do wyznaczenia sktadki). Warto$ci na przekatnej sa oczywi-
$cie réwne 0.
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(1993, 2007) warto$¢ ta wynosi 0,91%, czyli jezeli zaklad ubezpieczen skalku-
lowat sktadke dla obu produktéw na podstawie tablic trwania zycia dla roku
1993, za$ faktyczna umieralno$¢ przez caly okres ubezpieczenia ksztaltowata
sie zgodnie z tablicami trwania zycia dla roku 2007, to aktuarialna warto$é bie-
zaca na moment zawarcia uméw ubezpieczenia rzeczywistych wyptat zaktadu
ubezpieczen bedzie wyzsza od warto$ci zaktadanej 0 0,91%). Ttem bez kropek
oznaczono te kombinacje, dla ktérych zmiana tablic trwania zycia spowodowata
spadek wartos$ci portfela (np. dla kombinacji (2007, 2015) warto$¢ ta wynosi
-0,48%, czyli jezeli zaktad ubezpieczen skalkulowat sktadke dla obu produktéow
na podstawie tablic trwania zycia dla roku 2007, za$ faktyczna umieralno$c¢ przez
caly okres ubezpieczenia ksztaltowala sie zgodnie z tablicami trwania zycia dla
roku 2015, to aktuarialna warto$¢ biezgca na moment zawarcia uméw ubez-
pieczenia rzeczywistych wyptat zaktadu ubezpieczen bedzie nizsza od wartos$ci
zaktadanej 0 0,48%). Im ciemniejszy kolor, tym wyzsze odchylenie od zaktada-
nego poziomu wyplat. Analize przeprowadzono w ujeciu dyskretnym (dla 729
mozliwych kombinacji tablic trwania zycia), na wykresie przedstawiona jest
jednak ,uciagglona” wersja, co ma wyrazniej zobrazowac otrzymane wyniki.

Jakos$¢ zabezpieczenia mierzona jest za pomocg nastepujagcych miernikéw:

* Maksymalne odchylenie in minus:

s()zmin[v"_/VL‘]. (5.12)

s(+)=max[v“_/v“]. (5.13)

* Srednie odchylenie:

(5.14)

We wszystkich przedstawionych wzorach wykorzystano nastepujace ozna-
czenia:
* tue {1990,. . 2016} oznaczajg lata kalendarzowe, dla ktérych dostepne sg
tablice trwania zycia dla Polski publikowane przez GUS,
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* V, oznacza aktuarialng warto$¢ biezaca przyszlych wyptat obliczong przy
wykorzystaniu tablic z roku kalendarzowego t:

X

v =yA) +(1-y)a),

. A'Et) oznacza aktuarialng warto$¢ biezaca przyszlych wyptat z tytutu dozy-
wotniego ubezpieczenia na zycie dla osoby w wieku x, obliczong przy wyko-
rzystaniu tablic z roku kalendarzowego ¢,

. c‘i](:) oznacza aktuarialng warto$¢ biezaca przyszlych wyptat z tytutu dozy-
wotniej renty zyciowej dla osoby w wieku x, obliczong przy wykorzystaniu
tablic z roku kalendarzowego ¢,

* N oznacza liczbe wszystkich mozliwych kombinacji tablic trwania zycia
i wynosi 729 (27 dostepnych tablic dla lat 1990, ..., 2016).

Mozna zauwazy¢, ze odchylenia wartosci portfela od wartos$ci startowej nie
sa duze i mieszcza sie w przedziale od —0,93% (najwicksze odchylenie in minus)
do 0,91% (najwieksze odchylenie in plus), ze Srednim odchyleniem (obliczonym
jako odchylenie standardowe dla 729 obserwacji) na poziomie 0,37%. W przypadku
ograniczenia sie tylko do prawej gérnej czesci wykresu (a wiec gdyby rzeczywi-
sta umieralno$¢ ksztaltowala sie na podstawie tablic trwania zycia p6Zniejszych
niz wykorzystane do kalkulacji sktadki), $rednie odchylenie rosnie do 0,39%, za$
zaobserwowane odchylenia mieszczg sie w przedziale od —0,48% do 0,91%. Nieco
gorsze wyniki zaobserwowano dla mezczyzn, gdzie odchylenia warto$ci portfela
od wartoSci startowej mieszczg sie w przedziale od —1,31% do 2,30%, ze Srednim
odchyleniem na poziomie 0,62%. W przypadku ograniczenia sie tylko do prawej
gérnej czesci wykresu, srednie odchylenie maleje do 0,49%, zas$ zaobserwowane
odchylenia mieszcza sie w przedziale od —-1,31% do 0,91%. Otrzymane wyniki
$wiadcza o dobrym zabezpieczeniu portfela przed zmianami tablic trwania Zycia.

6. Porownanie metody analitycznej z podejsciem
opartym na duraciji

Przedstawiona w rozdziale 5 metoda analityczna, stuzaca ustaleniu optymalnej
struktury portfela ubezpieczeniowego, zabezpieczajacej przed ryzykiem dtugo-
wieczno$ci, moze byé poréwnywana do podej$cia opartego na duracji Smier-
telnosci. Oba podejscia daza do wyznaczenia struktury w portfelu sktadajgcym
sie tylko z dwéch produktéw: ubezpieczenia na zycie oraz renty zyciowej; oba
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podejScia czerpig korzysci jedynie z naturalnej immunizacji i wykorzystuja jedy-
nie wiedze na temat biezacych tablic trwania zycia, bez uwzgledniania prognoz
ich zmian w przyszlo$ci wynikajacych z modeli, takich jak model Lee-Cartera
czy model CBD. To, co r6zni oba podejscia, to metoda wyznaczenia optymalnej
struktury portfela. W podejs$ciu opartym na duracji przybliza sie wrazliwos¢
poszczegdlnych produktéw na zmiany intensywno$ci umieralnos$ci za pomoca
tzw. efektywnej duracji (opierajacej sie na wyznaczeniu wplywu zwiekszenia
i zmniejszenia intensywno$ci umieralnosci o pewna addytywng warto$é¢ Au),
za$ w metodzie analitycznej oblicza sie analitycznie pochodng wzgledem zmian
intensywnoSci umieralnosci (przy zalozeniu, ze zmiany te sa multiplikatywne).
Dodatkowo w metodzie analitycznej zakltada sie multiplikatywne, a nie addy-
tywne zmiany intensywno$ci umieralnosci. Oba modele stuzg do obliczenia
optymalnej struktury portfela przy konkretnych zalozeniach, ktére w rzeczywi-
stosci zwykle nie sg spetnione. Aby wiec méc poréwnad je ze soba, niezbedna jest
budowa modelu, ktéry mozliwie wiernie odzwierciedla rzeczywisto$¢. W niniej-
szym opracowaniu poréwnanie modeli zostanie dokonane w kontek$cie zmian
tablic trwania zycia w Polsce pomi¢dzy rokiem 1990 a 2016%.
Model opiera sie na nastepujgcych zatozeniach:

» Zaklad ubezpieczen sprzedaje dwa produkty: ubezpieczenie na zycie oraz
rente zyciowa. Wszyscy ubezpieczeni obchodzg urodziny 31 grudnia, dodat-
kowo wszyscy, ktérzy chca zakupié ubezpieczenie na zycie, urodzili sie w tym
samym roku i wszyscy, ktérzy chcg zakupié rente zyciowa, réwniez urodzili
si¢ w tym samym roku. Dodatkowo przyjmuje si¢, ze wszyscy ubezpieczeni
sg kobietami?®*.

* Dnia 31 grudnia 1990r. zaktad ubezpieczen sprzedaje 100 000 polis, moze
jednak dowolnie wybraé, jaki odsetek polis beda stanowily ubezpieczenia
na zycie, a jaki renty zyciowe.

* Wszystkie polisy sprzedawane przez zaklad ubezpieczen sg polisami termi-
nowymi sprzedawanymi na okres 26 lat, nie dluzej jednak niz do ukoncze-
nia przez ubezpieczonego 100 lat?.

* Suma ubezpieczenia w ubezpieczeniu na zycie wynosi 100 000 jednostek
i wyptacana jest na koniec roku, w ktérym nastapit zgon ubezpieczonego.

23 Wybor takiego horyzontu czasowego wynika z dostepnosci danych — pelne tablice trwa-
nia zycia dla Polski sg publikowane przez GUS od roku 1990.

24 Analiza przeprowadzona w sytuacji, gdy wszyscy ubezpieczeni sg mezczyznami potwier-
dzita analogiczny charakter wnioskéw.

25 Terminowy charakter polis pozwala w pelni wykorzysta¢ dostepne na stronie GUS dane
o tablicach $miertelnosci dla Polski.
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Warto$¢ pojedynczej raty renty w rencie zyciowej wynosi 10 000 jednostek
i jest wyplacana na poczatku kazdego roku wszystkim zyjacym ubezpieczonym.

* Skladka pobierana przez zaklad jest jednorazowa sktadka netto i wptacana
jest przez ubezpieczonych 31 grudnia 1990 r. Przyjmuje sie zatozenie o zero-
wej marzy zakladu ubezpieczen oraz zerowych innych narzutach na sktadke
netto, w tym narzutach na koszty.

» Zaklad dokonuje kalkulacji sktadek w oparciu o tablice trwania zycia dla
Polski w roku 1990 opublikowane przez GUS?.

 Smiertelno$¢ ubezpieczonych w obu grupach w kolejnych latach ksztaltuje
sie¢ doskonale zgodnie z tablicami trwania zycia w tych latach opublikowa-
nymi przez GUS.

* Skladka kalkulowana jest przy zalozeniu, ze roczna intensywno$¢ oprocen-
towania wynosi 5%. Przyjmuje sie, ze zalozenie to jest spelnione w rzeczy-
wistos$ci we wszystkich latach w analizowanym okresie.

* Przyjmuje si¢, ze ubezpieczeni nie majg mozliwosci rezygnacji z umowy
ubezpieczenia i trwaja w niej az do konca okresu ochronnego lub $mierci,
o ile nastgpi ona wcze$niej.

* W modelu poréwnuje sie warto$¢ oczekiwang przyszlych wyptat dla catego
portfela, obliczong przez zaktad ubezpieczen wedtug stanu na dzien 31 grud-
nia 1990r., w szczegblnos$ci przy wykorzystaniu tablic trwania zycia za rok
1990 (réwna tacznej wartoéci sktadek wptaconych przez ubezpieczonych)
z warto$cig oczekiwang przyszlych wyptat dla calego portfela na dzien
31 grudnia 1990r. przy zalozeniu, ze $miertelno$¢ wsréd ubezpieczonych
w kazdym roku ksztaltuje sie zgodnie z tablicami trwania zycia dla tego
roku opublikowanymi przez GUS. Wzgledne odchylenie drugiej wartosci
oczekiwanej od pierwszej jest wynikiem konkretnej symulacji. Im mniejsze
odchylenie co do wartos$ci bezwzglednej, tym lepsze zabezpieczenie portfela
przed ryzykiem dlugowiecznosci.

* Rozpatruje si¢ rézne scenariusze wieku ubezpieczonych w momencie zawar-
cia umowy ubezpieczenia (31 grudnia 1990r.): od 20 do 80 lat.

* W pierwszym przypadku zaklad ubezpieczen wyznacza strukture portfela
na dzien 31 grudnia 1990r. przy zastosowaniu metody analitycznej, w dru-
gim przypadku zaktad ubezpieczen wyznacza strukture portfela przy zasto-
sowaniu podejécia opartego na duracji $miertelnosci.

26 Przyjmujemy nierealistyczne zalozenie, ze tablice te sg juz dostepne w dniu 31 grudnia
1990 r.; zalozenie to nie ma duzego wptywu na model, réwnie dobrze mozna przyjaé, ze po-
lisy sprzedawane sa w dniu 31 grudnia 1991 r., co prowadzitoby jednak do skrécenia okresu
ochronnego o rok.
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* W celu oszacowania efektywnych duracji dla ubezpieczenia na zycie oraz
renty zyciowej na potrzeby podejscia opartego na duracji przeanalizowano
zmiany warto$ci produktéw wywotane zmiang intensywno$ci umieralno-
$ci o 0,001%7.

Na wykresach zaznaczono wzgledne odchylenie warto$ci wyptat zreali-
zowanych przez zaklad ubezpieczen od zaktadanego poziomu przy zalozeniu
réznych kombinacji wieku ubezpieczonych (wiek os6b zawierajgcych ubezpie-
czenie na zycie uwzgledniony jest na osi pionowej, za$ wiek os6b wykupujacych
rente zyciowg — na osi poziomej), oddzielnie dla metody analitycznej i podejscia
opartego na duracji. Im ciemniejszy kolor, tym wicksze odchylenie od zaklta-
danego poziomu. Ttem z kropkami oznaczono przypadki, gdzie faktyczna war-
to$¢ wyptaconych $wiadczen byla wyzsza od zakladanego poziomu, za$ ttem
bez kropek — nizsza.
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Rysunek 2. Wrazliwos$¢ wartosci portfela ubezpieczeniowego na zmiany $miertelnosci
w zaleznosci od wieku — metoda analityczna

Zrodlo: opracowanie wlasne

27 Sprawdzono, ze wykorzystanie innego poziomu zmiany intensywno$ci umieralno$ci nie
prowadzi do istotnej zmiany wyznaczonej optymalnej struktury portfela.
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Rysunek 3. Wrazliwos$¢ wartosci portfela ubezpieczeniowego na zmiany $miertelnosci
w zaleznosci od wieku — podejscie oparte na duracji

Zrédlo: opracowanie wlasne

Dodatkowo tabela 4 zawiera podsumowanie podstawowych wynikéw obu
metod, takich jak najwieksze odchylenie (in plus i in minus, policzone zgodnie ze
wzorami 5.13 1 5.14), Srednie odchylenie (obliczone jako $rednia z 3721 rozpatry-
wanych kombinacji wieku ubezpieczonych zgodnie ze wzorem 5.15) oraz liczba
kombinacji, w ktérych okreslona metoda daje lepszy wynik (odchylenie warto-
$ci wyptat od zakladanego poziomu jest mniejsze co do warto$ci bezwzgledne;j).

Tabela 4. Podsumowanie wrazliwosci portfeli dla metody analitycznej i podejscia
opartego na duracji na zmiany tablic trwania zycia

Metoda Podejscie oparte
analityczna na duracji
Maksymalne odchylenie in minus -10,35% -6,23%
Maksymalne odchylenie in plus 1,79% 4,47%
Srednie odchylenie 2,35% 2,83%
Liczba przypadkow, gdy metoda daje lepszy wynik 2585 1136

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Na podstawie przedstawionych wykreséw i tabeli mozna wyciggngé naste-
pujace wnioski:

* W przypadku zastosowania podej$cia opartego na duracji (rysunek 3) ,ciemny”
obszar zajmuje wieksza powierzchnie niz w przypadku, gdy optymalna struk-
tura portfela wyznaczona jest za pomocg metody analitycznej (rysunek 2).
Oznacza to, ze znacznie czeSciej wystepujg przypadki, w ktérych odchyle-
nie warto$ci oczekiwanej przyszlych §wiadczen, obliczonej przy uzyciu rze-
czywistych tablic trwania zycia w kolejnych latach zgodnie z publikacjami
GUS, od wartosci oczekiwanej przyszlych $§wiadczen obliczonej przy uzyciu
tablic trwania zycia z roku 1990, jest duze.

* Dla metody analitycznej w wigkszosci przypadkéw odchylenie wartosci port-
fela wynikajace ze zmiany tablic nie przekraczalo w ujeciu bezwzglednym
1%. Stosunkowo najwieksze odchylenia zaobserwowano, gdy wiek osoby
wykupujacej rente zyciowg wynosit 70-80 lat, zas wiek osoby zakupujacej
ubezpieczenie na zycie wynosit 20-30 lub 50-60 lat. Duze odchylenia moga
sugerowad, ze w przypadku, gdy renta zyciowa zawierana jest przez osobe
w podeszlym wieku, model przeszacowuje wrazliwosé renty na zmiany
tablic i przeszacowuje odsetek ubezpieczen na zycie w optymalnej struktu-
rze portfela. Moze to tez wynikaé z tego, ze wzgledna poprawa wspdlczyn-
nikéw umieralnos$ci dla oséb w podesztym wieku byta nizsza niz dla os6b
mtodszych, co istotnie znajduje potwierdzenie przy analizie zmian tablic
trwania zycia w latach 1990-2016.

* Dla metody analitycznej maksymalne odchylenie in plus, czyli takie, w kt6-
rym rzeczywista lgczna warto$é wyplat jest wyzsza od zaktadanej w momen-
cie kalkulacji sktadki, nie przekracza 1,79%, co oznacza, ze maksymalna
strata zaktadu ubezpieczen jest istotnie ograniczona. Dla podej$cia opartego
na duracji maksymalne odchylenie in plus wynosi az 4,47%.

* Metoda analityczna daje $rednio nizsze co do warto$ci bezwzglednej odchy-
lenie niz podejécie oparte na duracji (2,35% vs 2,83%), wyzsze jest jednak
maksymalne odchylenie in minus.

* Dla zdecydowanie wiekszej liczby kombinacji wieku odchylenie jest niz-
sze przy zastosowaniu metody analitycznej w stosunku do podej$cia opar-
tego na duracji (2585 kombinacji, w ktérych odchylenie jest mniejsze przy
wyznaczeniu optymalnej struktury portfela za pomocg metody analitycz-
nej, oraz 1136 kombinacji, dla ktérych odchylenie jest mniejsze przy zasto-
sowaniu podej$cia opartego na duracji). Gdyby podda¢ analizie najbardziej
typowe kombinacje wieku ubezpieczonych (np. ubezpieczenie na zycie dla
osoby w wieku 30-50 lat, za$ renta zyciowa dla osoby w wieku 50-70 lat),
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przewaga metody analitycznej jest jeszcze wyzsza (395 kombinacji, dla kté-
rych odchylenie jest mniejsze dla metody analitycznej i tylko 46 kombinacji,
dla ktérych mniejsze odchylenie daje podejscie oparte na duracji).

Jak wspomniano wczes$niej podstawowe réznice pomiedzy metoda anali-

tyczna a podejSciem opartym na duracji sg nastepujace:

W metodzie analitycznej wrazliwo$é portfela na zmiany $miertelnosci jest
wyznaczana w sposOb analityczny, podczas gdy w podej$ciu opartym na dura-
cji jest ona przyblizana na podstawie zmian warto$ci wynikajacych ze zmie-
nionego poziomu intensywnosci umieralnosci.

W podej$ciu opartym na duracji bada sie reakcje wartosci portfela na zmiany
intensywno$ci umieralno$ci o charakterze addytywnym, podczas gdy w meto-
dzie analitycznej zmiany majg charakter multiplikatywny.

Mozna by wiec powigzac uzyskane wyniki (tzn. lepszg jakos$¢ zabezpieczenia

w przypadku zastosowania metody analitycznej) z obserwacja, iz rzeczywiste

zmiany intensywno$ci umieralno$ci w ostatnich 26 latach w Polsce mialy raczej

charakter multiplikatywny niz addytywny, co widaé¢ w tabeli 5.

Tabela 5. Wzgledne i absolutne zmiany intensywnosci umieralnosci pomiedzy rokiem

1990 a rokiem 2016 w zaleznosci od wieku dla mezczyzn i kobiet

Wzgledna zmiana intensywnosci Absolutna zmiana intensywnosci

Wiek umieralnosci umieralnosci
Mezczyzni Kobiety Mezczyzni Kobiety
0 -79% -79% -0,0174 -0,0136
10 -63% -73% -0,0002 -0,0002
20 -48% -42% -0,0007 -0,0002
30 -48% -48% -0,0011 -0,0003
40 -50% -53% -0,0025 -0,0010
50 -43% -39% -0,0050 -0,0016
60 -36% -35% -0,0095 -0,0036
70 -37% -45% -0,0197 -0,0127
80 -40% -47% -0,0503 -0,0397
90 -37% -38% -0,1013 -0,0880
100 -37% -36% -0,2212 -0,2028

Zrédlo: opracowanie wlasne
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7. Podsumowanie i kierunki dalszych badan

W niniejszym artykule zaprezentowana zostala nowa metoda wyznaczania
optymalnej struktury portfela ubezpieczeniowego w kontekscie jego zabezpie-
czenia przed ryzykiem dlugowiecznosci, okreslona jako metoda analityczna.
W toku przeprowadzonych analiz udalo sie wykazaé¢ dobrg jako$¢ zabezpiecze-
nia uzyskang przy jej zastosowaniu, w szczegdlnosci:

* Na prostym przyktadzie empirycznym przedstawiono dzialanie mechanizmu
naturalnej immunizacji, dzieki ktérej straty na polisach rentowych sg kom-
pensowane zyskami na polisach ubezpieczenia na zycie, co istotnie redukuje
wrazliwo$¢ portfela na zmiany $miertelnosci. Analiza przeprowadzona dla
réznych kombinacji wieku ubezpieczonych pokazuje, ze po zastosowaniu
immunizacji zmiany wartosci portfela wskutek zmian intensywnos$ci umie-
ralno$ci zostaty mocno ograniczone.

* Jakos$¢ zabezpieczenia uzyskanego za pomoca metody analitycznej zostata
poréwnana z jakoScig zabezpieczenia uzyskanego za pomocg podejScia opar-
tego na duracji (metoda immunizacji zaproponowana w minionym dziesiecio-
leciu przez tajwanskich uczonych) na tle historycznych zmian $miertelnosci
w Polsce w latach 1990-2016. Dla wiekszosci rozpatrywanych kombinacji
wieku, jak rowniez $rednio dla badanej préby, wyniki uzyskane za pomoca
metody analitycznej byty lepsze, a wrazliwo$é portfela na zmiany $miertel-
no$ci mniejsza niz w przypadku podejécia opartego na duracji.

Mimo iz czeSciowe zabezpieczenie za pomocg metody analitycznej moze wyste-
powaé samoistnie w portfelach ubezpieczeniowych sktadajacych sie z rent zycio-
wych i ubezpieczen na zycie, to jednak nie da si¢ tatwo zmienié struktury portfela
ubezpieczeniowego tak, aby byla ona réwna strukturze wyznaczonej na podsta-
wie optymalizacji w celu uzyskania pelnego zabezpieczenia. Ze wzgledu na ten
problem zastosowanie naturalnej immunizacji pozostaje ograniczone w prak-
tyce ubezpieczeniowej, niemniej jednak mozna wskazac kilka obszaréw, w kto-
rych nawet cze$ciowe zabezpieczenie moze przynosic¢ korzysci dla zaktadu, np.:

* Taryfikacja produktéw: jezeli po wyliczeniu optymalnej struktury portfela
okazuje sie np., ze zaktad ma w rzeczywistym portfelu za mato polis ubezpie-
czenia na zycie, moze obnizy¢ sktadke za te produkty, aby zwiekszy¢ popyt
na nie. Potencjalna strata z tytutu zbyt niskiej skladki bedzie rekompensowana
zyskiem z tytulu lepszego zabezpieczenia przed ryzykiem dlugowiecznosci.

* Zarzadzanie ryzykiem w zakladzie ubezpieczeni: informacja o tym, ze cze$é
portfela jest zabezpieczona przed ryzykiem dlugowiecznos$ci moze byé
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wykorzystana przy analizach tzw. ,apetytu na ryzyko” czy wyliczeniach

wymogu wyplacalno$ci (mniejsza faktyczna ekspozycja na ryzyko zwigzana

z wystgpieniem naturalnej immunizacji na czesci portfela moze zmniejszaé

wymoég kapitalowy, a zaklad moze sprzedaé wiecej polis w ramach ustalo-

nych limitéw, czyli tzw. ,apetytu na ryzyko”).

* Zakup dodatkowych instrumentéw zabezpieczajacych przed ryzykiem dtugo-
wiecznosci: rozwazajgc decyzje o zakupie dodatkowych instrumentéw zabez-
pieczajacych (jak np. wspomniane we wstepie longevity bonds czy longevity
swaps), zaktad moze uwzglednié tylko czes$¢ portfela, niezabezpieczona przez
polisy ubezpieczenia na zycie, co moze ograniczy¢ koszt tych instrumentéw.
Przedstawione wyzej przyklady empirycznych zastosowan rozwazan nad

naturalng immunizacjg pokazujg, ze jest to metoda, ktéra moze z sukcesem
by¢ wykorzystywana przez zaklady ubezpieczen. Korzy$ci plynace z tej metody
moga by¢ jeszcze wieksze w przypadku dalszego jej udoskonalenia.

Jest kilka obszaréw, w ktérych mozliwe sg dalsze badania. Pierwszym z nich
jest rozszerzenie metody na wicksza liczbe produktéw (np. dodanie ubezpieczen
na zycie i dozycie) lub rozwazanie heterogenicznych portfeli uméw (w miejsce
zalozenia, ze konkretny produkt sprzedawany jest osobom w tym samym wieku
i charakteryzujgcych sie tg samg $miertelno$cig mozna zatozy¢ istnienie podport-
feli 0s6b o réznym wieku, réznej ptci i r6znej $miertelnosci). Dodanie do analizy
nowych produktéw lub nowych portfeli ubezpieczonych moze jednak prowadzié
do istotnego zwigkszenia poziomu skomplikowania obliczen koniecznych do
wyznaczenia optymalnej struktury portfela. Drugi obszar dalszych badan wynika
z krétkiej historii publikacji pelnych tablic trwania zycia przez GUS (zaledwie
27 lat). Warto przeprowadzi¢ podobne analizy poréwnawcze dla kraju, dla ktérego
dostepna jest dtuzsza historia tablic (USA, Wielka Brytania, Niemcy), mozna tez
skorzystaé z tablic publikowanych w ramach Human Mortality Database, zawie-
rajacych dane dla Polski od roku 1958. Analizy takie moga by¢ istotne z punktu
widzenia oceny jakoSci zabezpieczenia w dlugim terminie (produkty ubezpie-
czeniowe sg zwykle dlugoterminowe, jednakze wplyw dtugoterminowych zmian
nie mégt by¢ zbadany na podstawie polskich tablic trwania zycia publikowanych
przez GUS). Wreszcie zaklady ubezpieczen, cheac korzystaé z naturalnej immuni-
zacji, mogag do wyznaczania optymalnej struktury portfela wykorzystywaé wtasne
dane z populacji ubezpieczonych?®. Na koniec, warto poréwnac jakos$¢ zabezpie-
czenia uzyskanego przez optymalizacje portfela za pomocg metody analitycznej

28 Dane te mogga rézni¢ sie od oficjalnych tablic trwania zycia z uwagi np. na fakt, ze de-
cyzje o zakupie ubezpieczenia podejmujg ludzie $rednio zdrowsi od przecietne;j.
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do jakosci zabezpieczenia otrzymanego dzieki zastosowaniu modeli prognozu-
jacych przyszlg $miertelno$é, takich jak np. model Lee-Cartera czy model CBD.
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Natural immunization of an insurance portfolio
against longevity risk

Abstract

The aim of the article is the analysis of the possibilities for natural immunization
of an insurance portfolio against longevity risk. Since different insurance products are
impacted by increasing life expectancy of policyholders in a different way (life annuity
payments increase, whereas payment due to life insurance policies decrease), there
is a possibility of determining the portfolio structure in a way minimising the risk of
the changes in the value of the total portfolio. The article presents a model built by
the author, which can be used in order to determine the optimal portfolio structure.
The efficiency of this model to hedge against longevity risk is then compared to other
methods proposed in the literature of natural immunization. The comparison is per-
formed with the use of historical changes in mortality in Poland based on official mor-
tality tables published by the Central Statistical Office (GUS).

Keywords: longevity risk, immunization, mortality tables, life insurance, life annu-
ity, duration



