MARCIN BARTKOWIAK!

Modelowanie smiertelnosci. Wptyw specyfikacji
modelu na jakoS¢ prognoz smiertelnosci

1. Wstep

Ostatnie dziesieciolecia przyniosly duze zmiany struktury demograficznej
krajéw uprzemystowionych, wynikajace ze wzrostu przezywalnoSci praktycznie
we wszystkich przedziatach wiekowych, przy jednoczesnym spadku liczby uro-
dzen. W efekcie populacje w krajach rozwinietych staly sie zauwazalnie starsze.
Zwigksza sie odsetek 0oséb dozywajacych wieku emerytalnego i korzystajacych
ze $wiadczen emerytalnych, wydltuza sig¢ takze okres, przez jaki systemy emery-
talne i zaktady ubezpieczen na zycie wyplacajg Swiadczenia.

Prognozy oczekiwanej dlugosci zycia w momencie narodzin opracowywane
przez urzedy statystyczne panstw europejskich w ostatnich dziesiecioleciach
okazywaly sie niedoszacowane. Pojawienie sie w literaturze nowych modeli
$miertelno$ci daje nadzieje na zmiane tej sytuacji. Niemniej bogactwo specyfi-
kacji modeli rodzi pytanie, ktéry model wybraé¢ do prognozowania. Okazuje sie,
ze modele, ktére dobrze opisujg dynamike zmian wspoétczynnika §miertelnos$ci
w przeszlosci, niekoniecznie dobrze sobie radzg z generowaniem trafnych pro-
gnoz. Na jako$¢ prognoz ma réwniez wpltyw specyfikacja modelu wykorzysty-
wanego do wyznaczania przyszlych parametréw okresowych i kohortowych.
Dotad w literaturze nie pojawily si¢ prace, w ktérych w sposéb systematyczny
zbadanoby ten efekt. Najczesciej specyfikacja modelu prognostycznego dla
parametrow okresowych i kohortowych przyjmowana jest a priori, ewentualnie
dobierana na podstawie kryterium informacyjnego.

1 Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu, Wydzial Informatyki i Gospodarki Elektronicz-
nej, Katedra Matematyki Stosowane;j.
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Prognozowanie $miertelnos$ci dla danych z Polski znalez¢é mozna miedzy
innymi w pracach J. Bijaka i B. Wieckowskiej?, M. Papiez?, K. Jodzia* oraz
G. Trzpiot i J. Majewskiej®. W pierwszych dwéch z przywotanych prac wykorzy-
stano do tego celu tylko najprostszy model Lee-Cartera, w trzeciej uwzgledniono
dodatkowo model Renshawa-Habermana i uproszczony model Plata. Natomiast
w ostatniej wlgczono do analizy kolejne trzy modele: wiek-okres-kohorta, Cairn-
sa-Blake’a-Dowda i kwadratowy Cairnsa-Blake’a-Dowda z efektem kohortowym.
Ponadto w pracach tych wykorzystano do prognozowania parametréw okreso-
wych i kohortowych (o ile te w ogéle wystepuja w modelu) bladzenie losowe
albo w ogble nie okreslono jakie modele zostaly uzyte, co pozwala domniemy-
wad, ze posluzono si¢ specyfikacjg zaproponowana w pracach referencyjnych.

2. Stochastyczne modele $miertelnosci

Jedna z najbardziej wptywowych publikacji uwzgledniajacych podejscie
stochastyczne do modelowania $miertelno$ci byt artykut R. Lee i L. Cartera®
z 1992 r. Nie byla to pierwsza préba odejsScia od modeli deterministycznych
na rzecz modeli stochastycznych. Za takg nalezy uzna¢ model wiek-okres-ko-
horta (Age-Period-Cohort, APC) zaproponowany w 1982r. przez J. Hobcrafta
i innych’. Jednak model APC w literaturze aktuarialnej nie byt szeroko wyko-
rzystywany. Zmienilo si¢ to dopiero w pierwszej dekadzie XXI'w.

Model Lee-Cartera doczekat sie licznych modyfikacji i uogdlnien i stat sie punk-
tem wyjscia do konstrukcji kolejnych, bardziej ztozonych modeli stochastycznych.

2 J. Bijak, B. Wigckowska, Prognozowanie przecigtnego dalszego trwania Zycia na podsta-
wie modelu Lee-Cartera — wybrane zagadnienia, seria: Statystyka aktuarialna — teoria i prak-
tyka, Wydawnictwo Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroctawiu, Wroctaw 2008, s. 9-27.

3 M. Papiez, Wykorzystanie modelu Lee-Cartera do prognozowania wspétczynnikéw zgonéw
w Polsce, ,Studia Ekonomiczne Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach. Wspétczesne
problemy demograficzne w dobie globalizacji: aspekty pozytywne i negatywne” 2011, nr 95,
s. 83-91.

4 K. Jodz, Stochastyczne modelowanie umieralnosci, ,Slaski Przeglad Statystyczny” 2014,
nr 12(18), s. 237-252.

5 G. Trzpiot, J. Majewska, Modeling and projection life expectancy. The case of the EU coun-
tries, ,Ekonometria” 2015, vol. 4, s. 196-213.

6 R. Lee, L. Carter, Modeling and forecasting U.S. mortality, ,Journal of the American Sta-
tistical Association” 1992, vol. 87, s. 659-671.

7 J. Hobcraft, J. Menken, S.H. Preston, Age, period and cohort effects in demography: A re-
view, ,Population Index” 1982, vol. 48, no. 1, s. 4-43.
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Mnogo$¢ proponowanych modeli rodzi pytania o kryteria pozwalajace na wybér

tego wlasciwego. Badacze A. Hunt i D. Blake? sformutowali warunki, jakie powi-

nien spetniaé¢ dobry model $miertelnos$ci. Powinien on:

1.

Zapewnia¢ odpowiednie dopasowanie do danych, a wigc posiadaé¢ wystar-
czajacy liczbe sktadowych, ktére umozliwig uchwycenie istotnych struktur
wystepujacych w danych.

By¢ sensowny z demograficznego punktu widzenia, czyli zawieraé sktadowe
o charakterze demograficznym, ktérych wystepowanie mozna wyjasni¢ w ka-
tegoriach biologicznych, medycznych lub socjoekonomicznych przyczyn
zmian w $miertelnosci w okreslonym wieku.

By¢ oszczedny, mie¢ najmniejszg liczbe sktadowych niezbednag do uchwy-
cenia struktur wystepujgcych w danych, a kazda ze skladowych powinna
wykorzystywaé tak mato parametréw, jak to tylko mozliwe.

By¢ stabilny, to znaczy niepewnos$¢ parametréw powinna by¢ niska, a nie-
wielkie zmiany w danych nie powinny skutkowa¢ istotnymi zmianami osza-
cowan parametréw i ich interpretacji.

Obejmowac peten zakres wiekowy, co oznacza konieczno$¢ posiadania skta-
dowych umozliwiajgcych modelowanie zlozonego ksztaltu i dynamiki wyste-
pujacej w stopie $miertelno$ci nie tylko w starszych, ale réwniez w mtodszych
przedziatach wiekowych.

Uwzglednia¢ efekt kohortowy, jesli tylko jest to uzasadnione przez dane, oraz
umozliwiaé jego odréznienie od efektu zwigzanego z wiekiem i rokiem kalen-
darzowym, jest to bowiem niezbedne do postawienia wiarygodnej prognozy.
Powyzsze warunki mozna uzupetnié¢ o dwa kolejne, istotne z punktu widze-

nia mozliwo$ci wykorzystywania modeli $miertelnosci w praktyce:

7.

By¢ transparentny — to znaczy, ze uzytkownik danego modelu powinien ro-
zumied jego strukture i dzialanie oraz potrafi¢ zinterpretowaé uzyskiwane
przy pomocy tego modelu wyniki.

Umozliwiaé¢ generowanie przyktadowych trajektorii: ta cecha jest niezbedna
w przypadku takich zadan, jak wycena instrumentéw finansowych powig-
zanych z ryzykiem dlugowieczno$ci czy opracowanie powiazanych z tymi
instrumentami strategii zabezpieczajacych.

Mimo duzego zréznicowania stochastycznych modeli $miertelnosci, wiek-

szo$¢ z nich mozna przedstawi¢ w ramach wspdélnej struktury — uogélnionego

8 A. Hunt, D. Blake, A general procedure for constructing mortality models, ,North Ameri-

can Actuarial Journal” 2014, vol. 18, no. 1, s. 116-138.
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modelu wiek-okres-kohorta (Generalised Age-Period-Cohort, GAPC)°. Zalézmy,
ze model jest estymowany dla wieku x = x ,x,,...,x, oraz roku kalendarzowego
t=t,t,...,t , czyli dysponujemy danymi dla 7, rocznikéw i 2, lat. Model GAPC
zbudowany jest z czterech komponentéw:
» sktadnika losowego,
» sktadnika systematycznego,
* funkcji tgczacej,
* ograniczen na parametry.
Sktadnikiem losowym jest liczba zgonéw D, (t) ktéra moze mieé rozkltad
Poissona lub dwumianowy.
Skladnik systematyczny umozliwia uchwycenie wplywu wieku x, roku kalen-
darzowego ¢ oraz roku urodzenia (przynalezno$ci do kohorty) c¢=1—x, przez
zmienng zalezng 1, (t) :

n, ()= + YK (1) + B, 1)

gdzie:

o — $rednie wzgledem czasu poziomy umieralnosci — parametr ten opisuje
ogolny ksztalt Smiertelnosci ze wzgledu na wiek,

N - liczba calkowita oznaczajaca liczbe sktadnikéw typu wiek-okres wykorzy-
stanych do opisu trendéw w $miertelnosci,

1

K (2‘) — i-ty parametr opisujacy poziom $miertelnosci w roku kalendarzowym ¢,
czyli opisujacy ogdélng tendencje zmiany pozioméw umieralno$ci w czasie (cza-
sem wspétczynniki te sg interpretowane jako szeregi czasowe efektéw kalenda-
rzowych reprezentujgcych ewolucje wspélczynnikéw umieralnosci),
B. — i-ty parametr wzglednej szybkosci zmian umieralnosci oséb w wieku x
w roku kalendarzowym ¢ (czynniki te reprezentuja strukture wieckowg efektu
kalendarzowego, poniewaz modyfikujg wartosci x* (t) w zaleznosci od wieku x),
Y., — parametr wyjasniajacy zmiany natgzenia umieralnosci obserwowane
w kohorcie,
BY — parametr modyfikujacy efekt kohortowy wzgledem wieku.

Funkcja taczaca g wiaze ze soba sktadnik losowy i systematyczny. Mozliwe jest
wykorzystanie r6znych funkcji taczacych, jednak najczesciej dla rozktadu Pois-
sona wykorzystywana jest funkcja logarytmiczna, a dla rozktadu dwumianowego

9 A. Hunt, B. David, On the Structure and Classification of Mortality Models, Pension In-
stitute Working Paper 1506, 2015.
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— funkcja logitowa. Wybér funkcji logarytmicznej oznacza, ze zmienna zalezna
jest logarytmem rocznego wspdlczynnika zgonéw: nx(t) =Inm_ (Z) Natomiast
w przypadku wyboru funkcji logitowej modelowany jest logit z rocznego praw-

.(1)

dopodobiefistwa zgonéw: n_ (t) =logit q_ (t) = lnl—().
—q.

Wigkszo$é stochastycznych modeli $miertelno$ci ma nieskonczenie wiele
réwnowaznych postaci (rézne parametryzacje modelu mogg prowadzi¢ do iden-
tycznych wartosci 7 (t)), dlatego — aby zapewni¢ jednoznaczno$é estymowanych
parametréw — nakladane sa dodatkowe ograniczenia. Wybér tych ograniczen
jest subiektywny, ale nie ma wplywu na jakos¢ dopasowania modelu i prognoz
$miertelnosci'®.

Parametry uogélnionych modeli wiek-okres-kohorta estymuje siec metoda
najwiekszej wiarygodnos$ci. Maksymalizowana jest logarytmiczna funkcja wia-
rygodnosci, ktérej postaé uzalezniona jest od przyjetego rozktadu liczby zgo-
néw. Dla rozktadu dwumianowego jest okre§lona wzorem:

t)1d ()In (1) E°(t)-d (¢))in AOREAY + E() 2
3 | g -0 Z O ) o
Natomiast dla rozkladu Poissona:

L(d,(¢).d,(1))= o, (){.(6)md,(1)-d ()~ n[, () ]} 3)

W obu wzorach (2 i 3) przyjeto:
o, (t) - zmienna zerojedynkowa, réwna 0w przypadku braku obserwacji lub
1 w przeciwnym przypadku,
Ef (t) — poczatkowa ekspozycja na ryzyko zgonu oséb bedacych w wieku x,
w roku kalendarzowym ¢ (poczatkowa liczebno$é populacji x-latkéw w roku
kalendarzowym t),
d, (t) — obserwowana liczba zgonéw w danej populacji, oséb bedacych w wieku x,
w ciggu roku kalendarzowego z.

10 A.J. Cairns, D. Blake, K. Dowd, G.D. Coughlan, D. Epstein, A. Ong, 1. Balevich, A quan-
titative comparison of stochastic mortality models using data from England and Wales and the
United States, ,North American Actuarial Journal” 2009, vol. 13, no. 1, s. 1-35.
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Ponadto &X (t) jest oczekiwang liczbg zgonéw przewidywang przez model:
R N
d(t)=E(t)g" o, + 3K (t)+ B, . | (e
i=1

gdzie &' jest funkcja odwrotna do funkcji laczacej, natomiast E, (Z) to poczatkowa
lub centralna ekspozycja na ryzyko zgonu, w zaleznosci od przyjetego rozktadu.

2.1. Model Lee-Cartera z rozktadem Poissona

Modyfikacja modelu Lee-Cartera (LC), w ktérej liczba zgonéw D, (t) ma
rozktad Poissona, zostala zaproponowana przez N. Brouhnsa i innych!!. Wpro-
wadzenie takiego rozkladu pozwolilo autorom na uchylenie nierealistycznego
zalozenia o homoskedastycznosci sktadnika losowego oraz na wykorzystanie do
estymacji metody najwickszej wiarogodnosci. Struktura oryginalnego modelu
nie zostala zmieniona:

n(t)=a +Bx'(t), (5)
zatem zastosowano jeden sktadnik typu wiek-okres (N = 1), a efekt kohortowy nie
jest uwzgledniany. Jako funkcji taczacej uzyto funkcji logarytmicznej, co ozna-

cza, ze zmienng objasniang jest logarytm natezenia zgonéw. W celu zapewnie-
nia identyfikowalnosci parametréw wprowadza sie nastepujace ograniczenia:

x'(¢)=0,38 =1. ©6)

2.2. Model Renshawa-Habermana

Model Renshawa i Habermana (RH) jest uogdélnieniem modelu LC, uzyska-
nym przez dodanie sktadnika majacego uchwycié efekt kohortowy!?:

n,(t)=a_+p '(e)+B%, .. (7)

11 N. Brouhns, M. Denuit, J.K. Vermunt, A Poisson log-bilinear regression approach to the
construction of projected lifetables, ,Insurance: Mathematics and Economics” 2002, vol. 31,
no. 3, s. 373-393.

12 A E. Renshaw, S. Haberman, A cohort-based extension to the Lee—Carter model for mortality
reduction factors, ,Insurance: Mathematics and Economics” 2006, vol. 38, no. 3, s. 556-570.
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Zatem zmienna losowa Dx(t) ma rozklad Poissona, a funkcja lgczaca jest
funkcja logarytmiczng. Ponadto w modelu pojawia sie tylko jeden sktadnik typu
wiek-okres (N = 1). Identyfikowalno$¢ parametréw zapewniaja ograniczenia:

Yr'(e)=0, Tpi=1 Fp =1, Z Y, =0. ®)

o=l=%

2.3. Model wiek-okres-kohorta

Model wiek-okres-kohorta (APC) moze by¢ traktowany jako szczegdlny przy-
padek modelu RH, dla ﬂf =1i ﬁi =1:

n(t)=a +x'(t)+7_. )

Uwzglednia on wiec efekty kalendarzowe i kohortowe, ale nie sg one mody-
fikowane wzgledem wieku. Pozostate cechy modelu sg analogiczne do oryginal-
nego modelu RH - to znaczy, Zze zmienna losowa D_ (z‘) ma rozklad Poissona,
a funkcja taczaca jest funkcjg logarytmiczna. Mimo ze model APC jest szczegdl-
nym przypadkiem modelu RH, to jest traktowany autonomicznie, poniewaz, jak
juz wspomniano, historycznie jest modelem wcze$niejszym!3. Jednoznacznosé
parametréw gwarantuja ograniczenia:

L% L%

ZK(Z‘):O, Y 7.=0, Yy, =0. (10)

c=t =X, c=t =X,

2.4. Model Cairnsa-Blake’a-Dowda

Andrew J. Cairns, David Blake oraz Kevin Dowd!* zaproponowali model
(CBD) z dwoma sktadnikami typu wiek-okres (N = 2), przy czym zrezygnowali
ze statego dla kazdego wieku parametru o oraz sktadnika umozliwiajacego
uchwycenie efektu kohortowego. Wspétczynniki modyfikujace uzaleznione od

13 J. Hobcraft, J. Menken, S.H. Preston, op.cit.

14 AJ. Cairns, D. Blake, K. Dowd, A two-factor model for stochastic mortality with para-
meter uncertainty: theory and calibration, ,Journal of Risk and Insurance” 2006, vol. 73, no. 4,
s. 687-718.
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wieku nie podlegaja estymacji i wynosza B.=11i B’ =x—-X, gdzie ¥ jest $red-
nim wiekiem w prébie. Ostatecznie model ma postaé:

ﬂx(l)=K1(t)+(x—f)K2(t). a1

W modelu zaklada sie, ze liczba zgonéw ma rozktad dwumianowy, a jako
funkcje taczaca przyjeto funkcje logitowg. W modelu CBD nie ma probleméw
z jednoznaczno$cig estymowanych parametréw, dlatego zbiér ograniczen para-
metréw jest pusty.

2.5. Model Cairnsa-Blake’a-Dowda z efektem kohortowym
Pierwsza modyfikacjg modelu CBD bylto wigczenie sktadnika kohortowego':
m ()= ()¢ (- D) (1) 7. 12)
Analogicznie jak w modelu (11) wspétczynniki modyfikujgce uzaleznione od
wieku nie podlegajg estymacji i sg réwne ﬂi =1, ﬁj =Xx—X oraz ﬁf =1. Wprowa-

dzenie sktadnika kohortowego spowodowato pojawienie sie probleméw z jed-
noznaczno$cig parametrow. Ich identyfikowalno$é zapewniajg warunki:

1,=x [
> v.=0, Y ¢y, =0. 13)

o=l=%; o=l=%

2.6. Kwadratowy model Cairnsa-Blake’a-Dowda z efektem kohortowym

Kolejna modyfikacja modelu CBD polegata na dodaniu jeszcze jednego sktad-
nika zaleznego od wieku - sktadnika kwadratowego!®:

1 (0)= (o) (e =7 )i o) () (v =7) =627, (14)

A . ’ . ’ . —_— 2
gdzie X jest srednim wiekiem w probie, a 67 jest Srednig warto$cig (x - x) :

15 A.J. Cairns, D. Blake, K. Dowd, G.D. Coughlan, D. Epstein, A. Ong, 1. Balevich, op.cit.
16 Tbidem.



Modelowanie $§miertelnosci. Wptyw specyfikacji modelu na jako$¢ prognoz $miertelnosci 21

62=—3 (x-x). (15)

k x

Laczna liczba sktadnikéw typu wiek-okres wynosi trzy (N = 3). Poréwnujac
specyfikacje kwadratowego modelu CBD z ogélng postacia modelu GAPC (1),

. . ya . —_— —_ 2 A~ .
mozna zauwazy¢, ze f§, =1, ,Bj =x-X, ,Bi = ((x—x) —af) oraz ﬂg =1. Zmienna

zalezna jest logitem z rocznych prawdopodobiefistw zgonu. Jednoznaczno$é
parametrow jest uzyskiwana przy nastepujgcych warunkach:

[ t,—x [
57,20, $er.=0, ¥ 7,20 19

c:tl—xk C:tl_xk C:ll—xk

2.7. Model Cairnsa-Blake’a-Dowda z efektem kohortowym
zaleznym od wieku

Jeszcze jedna modyfikacja modelu CBD zaproponowana przez A.J. Cairnsa
i innych wprowadzata parametr modyfikujacy efekt kohortowy w zaleznosci od
wieku!”:

n(e) =" (o) + (%) () + (. - x)7, . (17)

gdzie X jest srednim wiekiem w prébie, a x_ jest stalg niezalezng od wieku
i roku kalendarzowego. Tym samym parametry modyfikujace efekty kalenda-
rzowe nie podlegaja szacowaniu i wynosza f. =1 oraz f’=x-x. Natomiast
parametr modyfikujacy efekt kohortowy jest réwny S =x —x, za$ stala x,
jest estymowana. Efekt kohortowy stabnie wiec wraz z wiekiem i to w sposéb
liniowy. Zmienna objasniana jest podobnie jak w innych modelach CBD logitem
z rocznego prawdopodobienstwa zgonu. Jednoznaczno$¢ parametréow zapew-
nia spelnienie warunku:

3 7.=0. (18)

17 Tbidem.
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2.8. Model Plata

Richard Plat zaproponowal potgczenie modelu CBD z pewnymi elemen-
tami modelu LC!8;

n. (z) =o_+k' (r) + (9? - x)lc2 (z) + (3? - x)+ K’ (r) +Y (19)

gdzie X jest $rednim wiekiem w prébie, a (J? - x)+ = max(O,J?— x).

W strukturze modelu uwzgledniony jest wiec staty dla kazdego wieku para-
metr «_, trzy sktadniki typu wiek-okres (N = 3) oraz sktadnik kohortowy. Para-
metry modyfikujace efekty kalendarzowe nie sa estymowane i wynosza S, =1,
,Bj =Xx—X oraz ﬂj = (9? —x)+. Poniewaz parametr ﬁj przyjmuje wartosci wigk-
sze od zera tylko dla przedzialéw wiekowych mniejszych od Sredniego wieku
w probie, to trzeci ze sktadnikéw wiek-okres ma za zadanie uchwycié specy-
ficzny charakter zmian w poziomie umieralnosci os6b mtodych. Réwniez para-
metr modyfikujacy efekt kohortowy ma statg wartos¢ B = 1. W modelu zmienna
losowa D, (t) ma rozktad Poissona, w roli funkcji taczacej uzyto funkcji logaryt-
micznej. Jednoznaczno$¢ parametréw gwarantujg nastepujgce ograniczenia:

Z’Kl (t) =0, ZKZ (t) =0, 2[’1@ (Z) =0,

3720, S ey.=0, ¥y =0 @0)

C:l‘l*.xk C:[lka C:l‘l*.xk

W przypadku, gdy model jest uzywany jedynie w odniesienu do starszych
grup wiekowych (powyzej 60 roku zycia), Plat zaleca ominiecie trzeciego ze
sktadnikéw typu wiek-okres z réwnania (19):

n(e)=a, +x! () +(F-x)x(c)+7,_ - Q1)

Zredukowany model Plata, okre§lony réwnaniem (21), jest modelem CBD
z efektem kohortowym, do ktérego dodano staty dla kazdego wieku parametr o .
Problemy zwigzane z identyfikowalnos$cig parametréw zredukowanego modelu
Plata sg analogiczne jak w przypadku modelu wyjsciowego i do jego rozwigza-
nia nalezy wykorzystaé¢ zbiér ograniczen (20).

18 R, Plat, On stochastic mortality modeling, ,Insurance: Mathematics and Economics”
2009, vol. 45, no. 3, s. 393-404.
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Omoéwione powyzej modele zestawione zestaty w tabeli 1. Nalezy mie¢ przy
tym $wiadomo$¢, ze przedstawiona lista nie jest zamknieta. Otwarta specyfika-
cja uogolnionych modeli wiek-okres-kohorta pozwala na wprowadzanie kolej-
nych modyfikacji.

Tabela 1. Specyfikacja stochastycznych modeli $miertelnosci

Model Struktura
M1:
Lee-Carter (LC) Inm, (t) =a +B, K,
M2:
Renshaw-Haberman (RH) Inm, (t) =o +B Kk +BY.,
Ma3:
Age-Period-Cohort (APC) Insm, ([) SO Y
MS5:
Cairns-Blake-Dowd (CBD) In qx(t) _ Kl(t)+(x_x)’(2([)
1-q, (t)
Mé:
CBD + efekt kohortowy In 1 9. (t()[) — ! (t)+(x —}_C)K'Z (t)+ v
-q,
M7: q ([)
kwadratowy CBD + efekt In—= =
kohortowy 1-g, (t)
= (1) (=2 (1) () (-7 -7 o7
Ma8:
C fekt koh a.(1 _ - ~
zﬁeDir—il_yeoz \‘):Vleokl,?rtowy In 1- qx ([) Kl (Z) + (}C x)K'Z (Z) + ytfx (xc x)
Pla inm, (1) =
=0 +x' (z) + (}? - x)icz (z) + (f - }c)+ K’ (t) 7,

m, (t ) — centralny wspélczynnik zgonéw x-latka w roku ¢,

q. (t ) - roczny wspoélczynnik zgonéw x-latka w roku ¢.

Zro6dlo: opracowanie wlasne
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3. Analiza dopasowania modeli

Jakos¢ dopasowania modeli mozna sprawdzi¢ na dwa sposoby:
* wyznaczajac kryteria informacyjne,
* badajac reszty rozpatrywanego modelu.
Do najczesciej uzywanych kryteriéw informacyjnych naleza:
e kryterium informacyjne Akaikego (AIC): AIC =2v-2L,
* bayesowskie kryterium informacyjne (BIC): BIC =v InK - 2L,

gdzie:

v — liczba estymowanych parametréw,

L — maksimum funkcji wiarygodnosci,

K - liczba obserwacji.

Analiza reszt rozpatrywanego modelu polega na poszukiwaniu w rozktadzie
reszt regularno$ci. Wystepowanie takich regularno$ci wskazuje na niezdolno$é do
wlasciwego uchwycenia przez model wszystkich wlasnosci zawartych w danych.

Jesli sktadnik losowy w modelu ma rozklad Poissona lub dwumianowy,
to skalowane odchylenia reszt sg okreslone wzorem:

dev_ (t)
9

. (t) = sgn(dx (t) - c?x (t))

) (22)

gdzie:

s V1d0.d.(0) .

-V

Jesli sktadnik losowy ma rozktad Poissona, to

dev (t)=2d, (t)~ln[2;‘ 8}—(@ (1)-d (1)), 4

natomiast

dev (¢)=2d (t). 1H[Z_8J +(E(t)-d,(1))- IH[ZZ:EI;%

gdy sktadnik losowy ma rozktad dwumianowy.
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Ponadto:

V41 (9)= 550, (), () 20

jest catkowitym odchyleniem modelu, przy czym K = Zwa (t) jest liczba obser-

X ot

wacji, a v to liczba estymowanych parametréw modelu.

4. Prognozowanie przysztej Smiertelnosci z wykorzystaniem
modeli Smiertelnosci

W uogdlnionych modelach stochastycznej $miertelnosci dynamika natezenia
zgon6w jest napedzana przez parametry kalendarzowe &', i =1,...,N i parametr
kohortowy y,_ . Dlatego tez prognozowanie nate¢zenia zgonéw wymaga modelo-
wania wymienionych parametréw. Jednocze$nie zaktada sie, ze wspoétczynniki
zwigzane z wiekiem nie ulegaja zmianie.

Do prognozowania parametru okresowego zazwyczaj uzywany jest proces
btadzenia losowego z dryfem. Jezeli parametréw okresowych jest wiecej niz
jeden, wykorzystuje sie wielowymiarowy proces btadzenia losowego z dryfem
i skorelowanymi innowacjami'®:

k(1) =i (1-1)+£(0), «:i(t)~N(o,a;), 27)

gdzie:

u' — dryf dla i-tego parametru okresowego,

& (t) - zmienna losowa o rozkladzie normalnym ze $rednig O i wariancja O';,
przy czym zmienne te sg skorelowane ze sobg wzgledem indeksu i, ale sg nie-
zalezne w czasie.

W przypadku pojedynczego parametru okresowego mozna wykorzystaé
ogolniejszg strukture, czyli autoregresyjny zintegrowany model $redniej rucho-
mej ARIMA (Autoregressive Integrated Moving Average)?®. Jesli jednak chcieliby-
$my uzy¢ podobnego podejécia dla przypadku wielu parametréw okresowych,

19 E. Lovasz, Analysis of Finnish and Swedish mortality data with stochastic mortality mo-
dels, ,European Actuarial Journal” 2011, vol. 1, s. 259-289.
20 A E. Renshaw, S. Haberman, op.cit.
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to sytuacja sie komplikuje. Istnieje wektorowy (wielowymiarowy) autoregresyjny
zintegrowany model $sredniej ruchomej VARIMA (Vector Autoregressive Integra-
ted Moving Average), ale jest on trudny do oszacowania ze wzgledu na sktadnik
Sredniej kroczacej (MA). Z tego powodu modele te nie sg zbyt czesto wykorzy-
stywane w ekonometrii?!.

W prognozowaniu przy uzyciu stochastycznych modeli $miertelno$ci najistot-
niejsze jest jednak okres$lenie dynamiki efektu kohortowego. Poniewaz w mode-
lach, ktére uwzgledniajg efekt kohortowy jest tylko jeden parametr opisujacy
jego dynamike (y,_ ), bez problemu mozna wykorzysta¢ jednowymiarowy model
ARIMA. Zaktada si¢ przy tym, ze proces parametréw kohortowych y,__jest nie-
zalezny od proceséw parametréw okresowych «* (1)

Majac okreslony model dynamiki procesu, mozna wyznaczy¢ prognoze w okre-
$lonym horyzoncie. Z kolei dysponujac prognozami dla # krokéw naprzéd dla
parametréw okresowych (k' , £°_,...,&" | oraz dla parametru kohortowego

N n

7, .,_.» MOZna wyznaczy¢ prognoze zmiennej objasniane; ﬁx w oparciu o ogélng
posta¢ modelu wiek-okres-kohorta (1):

(e, )=+ SR o, 1)+ B, 28)
i=1

gdzie ¢ jest ostatnim rokiem kalendarzowym, dla ktérego znane sa wartos$ci
prognozowanych parametréw.

Prognozy uzyskane z (28) moga by¢ wykorzystane do uzyskania prognoz
centralnych wspoétczynnikéw zgonéw. Podstawowym wymogiem, jaki stawia sie
prognozom jest ich dobra jako$¢. Do jej oceny mozna uzy¢ tak zwanych bledéw
prognoz, wéréd ktérych wyréznia sie:

* S$redni blad bezwzgledny (mean absolute error — MAE):

1o )
MAE = NZ‘yni Vi (29)
i=1
* btad Sredniokwadratowy (mean square error — MSE):
N
1 R 2
MSE:_Z(yT+i_yT+i) ’ 30)

N

i=1

2t A. Harvey, Forecasting with Unobserved Components Time Series Models [w:] G. Elliott,
C.W.J. Granger, A. Timmermann, Handbook of Economic Forecasting, North Holland 2006,
t. 1,s.327-412.
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* pierwiastek btedu sredniokwadratowego (root mean square ervor — RMSE):

N

1 A
RMSE = MSE:\/NE(}]TH_)}TH)Z’ (31)

i=1

* $redni bezwzgledny btad procentowy (mean absolute percentage ervor — MAPE):

1 N
MAPEzﬁz

i=1

Vrei ~ Vrui
yT+i

, (32)

gdzie:

¥,,, — brognoza na okres i,

y,,; — wielko$¢ zaobserwowana w okresie 1,
T - liczba obserwacji w probie,

N - liczba prognoz na okres poza préba,

i — odlegtos¢ horyzontu prognozy.

5. Estymacja modeli Smiertelnosci dla Polski

Sposréd modeli przedstawionych w punkcie 2 wybrano te, w ktérych wyste-
puje sktadnik kohortowy, czyli modele M2, M3, M6, M7, M8, M9 oraz najprostszy
z modeli (M1), jako model referencyjny. Modele te byly estymowane dla Polski, dla
danych dostepnych w bazie Human Mortality Database (HMD)??, obejmujacych
lata 1956-2014. Modele estymowano oddzielnie dla kobiet i mezczyzn, w prze-
dziatach wiekowych 55-89 lat, a wiec kluczowych z punktu widzenia podmio-
téw oferujacych produkty ubezpieczeniowe narazone na ryzyko dlugowiecznosci.
W tabeli 2 zestawiono liczbe estymowanych parametréw w wybranych modelach,
a w tabeli 3 — wartoSci kryteriéw informacyjnych dla poszczegélnych modeli.

Tabela 2. Liczba estymowanych parametré6w w modelach $miertelnosci

Model M1 M2 M3 M6 M7 M8 M9
Liczba estymowanych parametréow 127 | 253 | 183 | 205 | 262 | 205 | 240

Zrodto: opracowanie wlasne

22 http://www.mortality.org (data odczytu: 30.08.2017).
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Tabela 3. Wartosci kryteriow informacyjnych estymowanych modeli

Mezczyzni Kobiety
Model/Kryterium AIC BIC AIC BIC
M1 38094 38794 28381 29081
M3 28176 29184 27597 28605
Mé6 23856 24992 23664 24801
M7 22981 24431 22899 24349
M8 25437 26579 24914 26056
M9 23332 24647 23086 24402

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Rysunek 1. Skalowane odchylenia reszt estymowanych modeli dla Polski (modele M1,
M3, M6)

Zrodlo: opracowanie wlasne
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Rysunek 2. Skalowane odchylenia reszt estymowanych modeli dla Polski (modele M7,
M8, M9)

Zrodlo: opracowanie wlasne

5.1. Ocena dopasowania modeli

Sposréd wybranych modeli nie udato si¢ wyestymowaé¢ modelu Rensha-
wa-Habermana (M2) ze wzgledu na brak zbieznosci algorytmu optymalizu-
jacego funkcje wiarygodnosci. W tabeli 3 zamieszczono warto$ci kryteriéw
informacyjnych dla pozostatych modeli, zaréwno dla mezczyzn, jak i kobiet.

Z punktu widzenia obu kryteriéw najlepiej dopasowanym modelem dla obu
plci byt model M7.
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Na rysunkach 1 i 2 przedstawiono skalowane reszty estymowanych modeli.
Ze wzoru (22) wynika, ze jeSli obserwowana liczba zgonéw jest wieksza niz
ta wynikajaca z modelu, to reszty sg dodatnie. Model Lee-Cartera (M1) generuje
reszty charakteryzujace sie regularnoscia, wskazujaca na wystepowanie efek-
téw kohortowych. Wyrazne uko$ne linie wskazujg na charakterystyczne wzorce
wymierania dla pokolen do§wiadczonych IT wojng $§wiatowa. Model wiek-okres-
-kohorta (M3) pozwala na modelowanie efektu kohortowego, a reszty, ktére
generuje, pokazujg, ze ta wlasnosc zostata przez model wychwycona. Niemniej
pojawiajg sie inne niepozadane regularnosci — wystepowanie wysp dodatnich
i yjemnych reszt. W modelu Cairnsa-Blake’a-Dowda z efektem kohortowym
(M6) reszty sa nieregularne, niemniej wcigz pojawiaja sie wyspy wskazujace
na grupowanie sie reszt o tych samych znakach. Reszty z modeli: kwadratowego
CBD z efektem kohortowym oraz Plata (M7 i M9) wykazuja najwieksze niere-
gularno$ci, potwierdzajgc tym samym, Ze sg to najlepiej dopasowane modele.
Warto zwréci¢ uwage na model Cairnsa-Blake’a-Dowda z efektem kohortowym
zaleznym od wieku (M8), poniewaz reszty w tym modelu wskazujg na wystepo-
wanie efektéw kohortowych. Nie sg one tak silne, jak w modelu M1, niemniej
modyfikowanie parametru kohortowego przez parametr zalezny od wieku
uniemozliwilo uchwycenie przez model obserwowanych wzorcéw wymierania
poszczegblnych generacji.

5.2. Wptyw specyfikacji modelu na jako$¢ prognoz

Modele oceniono réwniez pod katem jakosci prognoz. Prognoza dotyczyta
centralnego wspoélczynnika zgonu dla oséb w wieku od 55 do 89 lat dla ostat-
nich 10 lat kalendarzowych dostepnych préb. Wszystkie btedy prognoz byty
u$rednione wzgledem lat kalendarzowych, dla ktérych stawiano prognoze. Dla
modeli M3, M6, M7, M8 i M9, czyli uwzgledniajacych efekt kohortowy, prognoza
byla wyznaczana dla najlepiej dopasowanego do wyestymowanych wartosci
parametru y, . Ponadto iteracyjnie sprawdzano, czy inna specyfikacja modelu
nie wygenerowatla lepszych prognoz. Sprawdzane byly modele o parametrach
p<2, d<2 i g<2, co dalo 27 mozliwych specyfikacji modeli ARIMA. Najle-
piej dopasowane i najlepiej prognozujace modele dla mezczyzn zamieszczono
w tabeli 4, a dla kobiet — w tabeli 5.

Do wskazania najlepszego modelu do prognozowania efektu kohortowego
wykorzystano dostepnag w pakiecie forecast?® funkcje auto.arima. Funkcja

23 https://cran.r-project.org/web/packages/forecast/forecast.pdf (data odczytu: 30.08.2017).
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ta wykorzystuje odmiane algorytmu Hyndmana i Khandakara?*, ktéry przy

wyborze optymalnego modelu ARIMA taczy test pierwiastka jednostkowego

oraz minimalizacje kryterium informacyjnego Akaike (AIC). Algorytm sklada

sie z nastepujacych krokow:

1. Stopien integracji d jest okreslany na podstawie powtarzanych testow KPSS%.

2. Parametry autoregresji p i $redniej ruchomej g sa wybierane przez minima-
lizacje AIC. Zamiast sprawdzania kazdej mozliwej kombinacji p i ¢ wyko-
rzystywane jest przeszukiwanie krokowe:

Wybierany jest najlepszy model (z najmniejszymi warto$ciami AIC) sposréd

nastepujacych czterech:

ARIMA (2, d, 2),

ARIMA (0, d, 0),

ARIMA (1, d, 0),

ARIMA (0, d, 1).

Jesli d =0, to wlaczona jest stata ¢, jesli d > 1, to stala ¢ jest réwna 0.

Wybrany model okre$la si¢ mianem ,aktualny model”.

3. Sprawdzany jest wplyw nastepujacych zmian w ,aktualnym modelu”:

* zmiangplubgo 1,

* wilgczenie lub wylaczenie statej z modelu.

Najlepszy z rozwazanych modeli staje sic nowym ,aktualnym modelem”,
chyba ze zaden z nich nie przewyzsza dotychczasowego ,aktualnego modelu”.
Etap 2 jest powtarzany, dopéki uzyskuje sie nizsze wartosci AIC.

W przypadku mezczyzn najtrafniejsze prognozy uzyskano z kwadratowego
modelu CBD z efektem kohortowym (M7), a wiec z tego samego modelu, ktéry
byl najlepiej dopasowany do zrealizowanych warto$ci wspétczynnikéw $mier-
telnosci.

Warto zwrécié¢ uwage, ze model CBD z efektem kohortowym zalezny od
wieku (M8) z odpowiednio dobrang ARIMA daje lepsze prognozy niz nominal-
nie lepszy model M7. Oznacza to, ze odpowiednia specyfikacja modelu ARIMA
moze zniwelowaé niedoskonato$ci bazowego modelu, ktéry wykorzystywany
jest do stawiania prognoz.

24 R.J. Hyndman, G. Athanasopoulos, Forecasting: principles and practice, OTexts, 2014.

25 Test KPSS, zaproponowany przez D. Kwiatkowskiego, P.C.B. Philipsa, P. Schmidta
i Y. Shina, pozwala na testowanie stacjonarno$ci. Hipotezg zerowg jest stacjonarno$c sze-
regu czasowego, a hipotezg alternatywng — istnienie pierwiastka jednostkowego.
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Tabela 4. Bledy prognoz dla r6znych modeli $miertelnosci (mezczyzni)

Specyfikacja modelu
Model prognostycznego dla ARIMA | MAE MSE RMSE | MAPE
efektu kohortowego
M1 - - 0,0056 | 0,0001 | 0,0080 8,7652
M3 |auto.arima (1,2,2) | 0,0066 | 0,0001 | 0,0088 | 12,4266
dajaca najlepsze prognozy | (0,0,2) | 0,0063 | 0,0001 | 0,0087 | 10,8954
M6 | auto.arima (1,2,2) | 0,0104 | 0,0002 | 0,0139 | 20,0821
dajaca najlepsze prognozy | (1,1,0) | 0,0101 | 0,0002 | 0,0138 | 17,8043
M7 |auto.arima (2,0,2) | 0,0052 | 0,0001 | 0,0082 | 7,6226
dajaca najlepsze prognozy | (0,2,2) | 0,0051 | 0,0001 | 0,0082 6,6773
M8 auto.arima (1,1,2) | 0,0039 | 0,0000 | 0,0053 17,7788
dajaca najlepsze prognozy | (0,0,2) | 0,0038 | 0,0000 | 0,0053 7,1092
M9 | auto.arima (2,0,2) | 0,0053 | 0,0001 | 0,0070 | 10,6631
dajaca najlepsze prognozy | (0,0,1) | 0,0052 | 0,0000 | 0,0070 | 9,4915

Zrodlo: opracowanie wlasne

W przypadku kobiet najlepsze prognozy generowal model model CBD z efek-
tem kohortowym zalezny od wieku (M8), ktéry — przypomijmy — nie uwzgledniat
catosci efektu kohortowego. Bardzo dobre wtasnos$ci prognostyczne ma model
M3, ktéry byt drugim najlepszym modelem.

Tabela 5. Bledy prognoz dla ré6znych modeli $miertelnosci (kobiety)

Specyfikacja modelu
Model prognostycznego dla ARIMA | MAE MSE RMSE | MAPE
efektu kohortowego
M1 - - 0,0027 | 0,0000 | 0,0046 6,1680
M3 auto.arima (2,0,2) | 0,0024 | 0,0000 | 0,0034 7,4248
dajgca najlepsze prognozy | (1,0,1) | 0,0023 | 0,0000 | 0,0034 | 7,0488
M6 | auto.arima (0,2,2) | 0,0087 | 0,0002 | 0,0129 | 26,4564
dajaca najlepsze prognozy | (2,2,0) | 0,0086 | 0,0002 | 0,0129 | 24,9399
M7 |auto.arima (2,0,2) | 0,0044 | 0,0000 | 0,0059 | 20,9656
dajaca najlepsze prognozy | (1,0,0) | 0,0044 | 0,0000 | 0,0058 | 20,1987
M8 | auto.arima (1,2,1) | 0,0015 | 0,0000 | 0,0023 5,4698
dajaca najlepsze prognozy | (0,2,1) | 0,0015 | 0,0000 | 0,0023 5,4486
M9 auto.arima (2,0,2) | 0,0025 | 0,0000 | 0,0036 8,3312
dajaca najlepsze prognozy | (1,0,2) | 0,0025 | 0,0000 | 0,0036 8,1510

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Nalezy podkreslié, ze w zadnym z przypadkéw najlepiej dopasowany model
nie dawat najtrafniejszych prognoz. Na ogét tez prognozy byly lepsze w przy-
padku modeli ARIMA o prostszej specyfikacji.

6. Podsumowanie i kierunki dalszych badan

Wybd6r modelu, ktéry pozwoli na skuteczne prognozowanie wymierania
nie jest fatwy. Bledy prognoz nie zawsze daja jednoznaczne wskazéwki, ktéry
model jest pod tym wzgledem najlepszy. Poza tym trzeba mieé¢ Swiadomosé, ze
weryfikacja prognozy nastepuje ex post. Tym samym fakt, ze model generowat
najlepsze prognozy w probie, nie daje zadnej gwarancji, ze bedzie rownie sku-
teczny w przypadku prognoz poza proba, zwlaszcza w sytuacji, gdy horyzont
prognozy jest odlegly. W praktyce mozna weryfikowaé wcze$niejsze przewidy-
wania i aktualizowaé prognozy wraz z naplywem nowych danych oraz ewen-
tualnie dokonaé¢ zmiany modelu prognostycznego. Niemniej decyzje podjete
na podstawie btednych prognoz mogg by¢ nieodwracalne.

Naturalnym dalszym kierunkiem badan bedzie przeprowadzenie analo-
gicznej do prezentowanej analizy dla danych z innych krajéw. Warto réwniez
sprawdzié, jak specyfikacja modeli prognozujacych efekty okresowe wplywa
na jakos¢ prognoz.
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Mortality modelling. Model specification
and mortality forecast accuracy

Abstract

There has recently been a huge increase in the use of models which examine the
structure of mortality rates across the dimensions of age, period and cohort. The goal
of the article is to analyze the impact of mortality model specifications on its fore-
casting properties.

Keywords: stochastic mortality models, forecasting mortality






