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Streszczenie

Przedmiotem opracowania jest predykcja szkéd z uwzglednieniem zalezno$ci
miedzy dwiema liniami biznesowymi w ubezpieczeniach komunikacyjnych. Wyko-
rzystano wielowymiarowe modele wiarygodnosci do oszacowania korekty sktadki ze
wzgledu na historie¢ szkodowg klienta. Prezentowany model jest uogélnieniem modelu
Biihlmanna-Strauba i pozwala analizowaé wplyw nie tylko liczby szkéd, ale takze
momentéw ich wystapienia. Wnioski z analizy rzeczywistego portfela polis moga by¢
wykorzystane w sprzedazy krzyzowej ubezpieczen AC i OC komunikacyjnego.

Stowa kluczowe: sprzedaz krzyzowa, taryfikacja a posteriori, wielowymiarowe
modele wiarygodnosci

1. Wstep

W taryfikacji ubezpieczen komunikacyjnych mozna wyréznié¢ klasyfikacje
ryzyka a priori i korekte ryzyka a posteriori (ang. experience rating), ktéra pro-
wadzi sie na podstawie historii szkodowej kierowcéw. Wynika to z faktu, ze
grupy ubezpieczonych po podziale wedlug widocznych charakterystyk ryzyka
nadal nie sg jednorodne z powodu nieobserwowanych cech. Zalicza sie do nich
m.in. do§wiadczenie w kierowaniu autem, szybkos¢ reakcji, znajomos¢ kodeksu
drogowego czy sktonnosé do jazdy po spozyciu alkoholu. Istnieje bogata lite-
ratura przedmiotu przedstawiajgca zastosowanie m.in. modeli wiarygodnosci
i podejscia bayesowskiego w taryfikacji a posteriori®.

I sobieckid@gmail.com.

2 Na przyklad: E.W. Frees, V.R. Young, Y. Luo, Case studies using panel data models, ,North
American Actuarial Journal” 2001, vol. 5(4), s. 24-42; R. Schnieper, Robust Bayesian experi-
ence rating, ,ASTIN Bulletin” 2004, vol. 34(1), s. 125-150.
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Tradycyjne podejscie zaklada wykorzystanie historii szkodowej klienta
w danej linii biznesowej (produkcie ubezpieczeniowym) do predykcji liczby szkéd
w doktadnie tej samej linii biznesowej. Dla przyktadu, w pracy J. Lemaire’a® jest
rozwazany jeden nieobserwowany parametr ryzyka dla kazdego ubezpieczonego,
a sktadka jest obliczana na podstawie informacji indywidualnej i zbiorowe;.
W praktyce istnieje duza grupa klientéw (tzw. klienci pakietowi), ktérzy wyku-
puja wiele produktéw ubezpieczeniowych w tym samym zakladzie ubezpieczen,
i te dodatkowg informacje warto wykorzystaé¢ w procesie taryfikacji. W takiej sy-
tuacji nieobserwowany parametr ryzyka mozna modelowaé jako wielowymiarowy
wektor skorelowanych zmiennych losowych. W niniejszej pracy analiza dotyczy
klientéw, ktérzy wykupuja dwa gtéwne produkty dziatu 11, czyli ubezpieczenie
AC i OC komunikacyjne. W analizowanym portfelu wspétczynnik korelacji mie-
dzy dwoma latentnymi parametrami ryzyka wynosi 0,3. Przedstawione metody
moga by¢ tatwo uogdlnione na przypadek wiekszej liczby produktéw.

W analizie wykorzystano wielowymiarowe modele wiarygodnosci, zapre-
zentowane w pracy M. Englunda i innych*. Autorzy uwzgledniajg w procesie
predykcji strukture czasowgq zglaszania szkdd, wysuwajac postulat malejacego
z czasem wplywu szkody na niewidoczny parametr ryzyka. Jesli dla danego
klienta mamy dostepng historie szkodowa dla okreséw j od 1 do J, to szkody
starsze (odleglejsze w czasie od okresu predykcji J + 1) majg mniejszg wage niz
obserwacje z p6zniejszych okreséw. Pojecie wieku szkody, czyli uwzglednienie
zalezno$ci czasowych w historii szkodowej, zostato wprowadzone do taryfikacji
w przypadku jednowymiarowym w pracy J. Pinqueta i innych?>.

Wielowymiarowe modele wiarygodnosci znajdujg w literaturze wiele rodza-
jow zastosowania, w ktérych wymiary wektora ryzyka definiuje sie inaczej niz
przez produkty ubezpieczeniowe czy linie biznesowe. H. Bithlmann i A. Gisler®
wymieniajg przyklady zastosowan do analizy: szk6d umiarkowanych i ekstremal-
nych, rzeczowych i osobowych w ubezpieczeniu OC komunikacyjnym, cz¢stosci
i wysokosci szkody oraz danych z réznych Zrédet.

Natomiast literatura dotyczaca metod, w ktérych sg wykorzystywane dane
z réznych linii biznesowych do tego samego ubezpieczonego, nie jest duza.

3 J. Lemaire, Bonus-Malus Systems in Automobile Insurance, Kluwer Academic Publish-
ers, New York 1995.

4 M. Englund, M. Guillén, J. Gustafsson, L.H. Nielsen, J.P. Nielsen, Multivariate latent
risk: A credibility approach, ,ASTIN Bulletin” 2008, vol. 38(1), s. 137-146.

5 J. Pinquet, M. Guillén, C. Bolancé, Allowance for the age of claims in Bonus-Malus sys-
tems, ,ASTIN Bulletin” 2001, vol. 31, s. 337-3438.

6 H. Bithlmann, A. Gisler, A course in credibility theory and its applications, Springer-Ver-
lag, Berlin-Heidelberg-New York 2005.
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Jednym z nielicznych wyjatkéw jest praca D. Desjardins i innych’, w ktorej
system bonus-malus dla flot pojazdéw opiera si¢ na historii szkodowej i danych
o wykroczeniach zwigzanych z bezpieczenistwem ruchu drogowego.

Prezentowane w artykule podejscie do taryfikacji a posteriori ma potencjat
do poprawiania doktadnos$ci oceny ryzyka i moze by¢ wykorzystane takze w in-
nych sytuacjach, gdy wazne jest rozumienie wspélzaleznosci miedzy liniami
biznesowymi. Za przyktad moze postuzy¢ sprzedaz krzyzowa (ang. cross-selling),
czyli technika marketingowa polegajaca na sprzedazy klientowi produktéw (lub
ustug) komplementarnych badz uzupetniajacych. Zaktad ubezpieczenn moze
skorzysta¢ z informacji o historii szkodowej klienta w jednej linii biznesowej,
by zaoferowaé¢ mu dodatkowe produkty po konkurencyjnej cenie. Podejécie
takie wymaga zastosowania przedstawionych modeli wielowymiarowych, ktére
uwzgledniaja korelacje miedzy ryzykiem klienta w poszczegdlnych produktach.
W pracy F. Thuringa® mozna znalez¢ zastosowanie wyzej wymienionych metod
do wyboru grupy docelowej dla sprzedazy krzyzowej, tak by maksymalizowaé
zysk z podjetej akcji sprzedazowe].

Niniejsza praca jest podzielona w nastepujacy sposéb. W punkcie drugim
zaprezentowano klasyczny model Bithlmanna-Strauba i jego rozszerzenie
na przypadek dwéch wymiaréw, ktére tatwo uogdlni¢ na przypadek k wymia-
réw. W punkcie trzecim przedstawiono model uwzgledniajgcy wiek szkody.
Zastosowanie omawianych metod do analizy rzeczywistego portfela klientéw
omoéwiono w czwartym punkcie. Wnioski z analizy sag wymienione w ostatniej
czesei artykutu.

2. Model Bihlmanna-Strauba

2.1. Jednowymiarowy model Buhlmanna-Strauba

W tym podpunkcie zostanie przedstawiony model Bithlmanna-Strauba
dla jednego wymiaru i bez wptywu wieku szkody. Modyfikacja w stosunku do

7 D. Desjardins, G. Dionne, J. Pinquet, Experience rating schemes for fleets of vehicles,
,ASTIN Bulletin” 2001, vol. 31, s. 81-105.

8 F Thuring, Multivariate credibility with application to cross-selling financial services
products, niepublikowana praca doktorska, City Univeristy London, 2012.
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klasycznej wersji, ktéra zaktada réwnosé klientéw a priori, polega na uwzgled-
nieniu w modelowaniu znanych réznic miedzy klientami.

Niech N, oznacza liczbg szkéd zgloszonych przez i-tego klienta w j-ym
okresie ubezpieczeniowym, przewaznie roku polisowym, z danego produktu
ubezpieczeniowego i niech N, = (Ni].)izlw ,- Kazdy klient ma swéj nieobserwowany,
indywidualny profil ryzyka 6, (inaczej: efekt losowy; w tym modelu niezalezny
od czasu), ktéry jest realizacja zmiennej losowej @ (inaczej: parametr niejedno-
rodnosci portfela). Dodatkowo dysponujemy wiedzg a priori o r6znicach miedzy
klientami w poszczegdlnych okresach, wyrazong przez A ktéra to wielko$¢ jest
zmienng objasniang w regresji Poissona (lub innym modelu zm. licznikowej)
A; = w.exp|x.a), gdzie w, oznacza dlugos¢ okresu ekspozycji na ryzyko, x, jest
k-wymiarowym wektorem zmiennych objasniajacych, a a € R" jest wektorem
parametréw. Przeglad zagadnien zwigzanych z zastosowaniem modeli regresji
w ubezpieczeniach mozna znalezé w pracy E. Ohlssona i B. Johanssona®. Warto
réwniez wspomnieé¢ o kwestii podzialu w ubezpieczeniu OC komunikacyjnym
zgloszonych szkéd na umiarkowane i ekstremalne, ktére modeluje si¢ oddzielnie,
uzyskujac poprawe doktadnosci taryfikacji'®.

Wykorzystujac wprowadzong notacje, zat6zmy, ze

N, |6, ~ Pois(2.6), M

E(6,)=1i V() =0}. Dodatkowo, niech (8 ,N,), (8,,N,),... beda niezaleznymi
wektorami losowymi, gdzie 0,0,..53 niezalleine i o tych samych rozktadach.
Zdefiniujmy zmienne X, =N,/ /lii, X, = IzlliiXii’ gdzie 4, = Z/’tii (zakta-

i. j

damy, ze A;>0 dla kazdego klienta i okresu). Wtedy zachodzi E(Xi]. |6,)=06, oraz
V(X,16)=6/4,.

Najlepszy liniowy predyktor (ang. Best Linear Predictor — BLP) dla N,
na podstawie historii szkodowej N, ,...,N, jest wyznaczony jednoznacznie
przez najlepszy liniowy predyktor dla 6, na podstawie X,. Poniewaz X, spelnia
warunki modelu Bithlmanna-Strauba, najlepszy liniowy predyktor dla 6, ktory
oznaczmy przez BS, w przypadku modelu jednowymiarowego, ma postac:

BS,=E(6)+COV(6, X, JV(X)" (X, - E(X,)) 2

9 E. Ohlsson, B. Johansson, Non-life insurance pricing with generalized linear models,
Springer-Verlag, Berlin—-Heidelberg 2010.

10 Zob. D. Sobiecki, Dwustopniowe modelowanie sktadki za ubezpieczenie komunikacyjne
OC, ,Prace Naukowe” UE we Wroclawiu, z. 312, Wroctaw 2013, s. 116-134.
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=1+zi()_(i—1)=1+zi[%—1], 3)

1.

gdzie N, = ZNﬁ iz=21/ (ll.‘ +0,7 ) Stad wynika postaé¢ najlepszego liniowego
j

predyktora dla N

i+l °

BLP(N, N

iJ+1 i1”°

. N,)=BSA,,.

2.2. Dwuwymiarowy model Buhimanna-Strauba

W tym podpunkcie zostanie przedstawiony dwuwymiarowy model Biihl-
manna-Strauba, poniewaz w analizie empirycznej jest badana zalezno$¢ miedzy
dwoma produktami ubezpieczeniowymi — AC i OC komunikacyjnym. Przedsta-
wione rozwazania mozna analogicznie przeprowadzi¢ dla przypadku k wymia-
réw. W prezentowanym modelu kazda linia biznesowa ma swdj nieobserwowany
parametr ryzyka, co przektada si¢ na formulowanie ponizszych zatozen.

Niech N, oznacza liczbg szkéd, a A,; oznacza oczekiwang liczbe szkéd
zgloszonych przez i-tego klienta w j-ym roku (j = 1, ..., J) z k-tej linii biznesowe;.
Zalézmy, ze

N, =(N,,N,) |(6,8,)~ @ Pois(4,6,]

ikj ik
oraz niech 6, =(6,,6,,). Zal6zmy takze, ze

2 O.Z

O-ll 12
E@®0)=1, V(6)=A=
i i 2 O_2
12 22
Poszukujemy ponownie najlepszego liniowego predyktora N, , na podstawie
zaobserwowanej historii szkodowej. Wprowadzmy oznaczenie analogiczne do
. : - 1 .
przypadku modelu jednowymiarowego: Xy =Ny /2y X, = ZZAMX i’ gdzie
ik. ]
A, = Zﬂ‘iki' Zastosowanie wielowymiarowego modelu Bithlmanna-Strauba

]

prowadzi do najlepszego liniowego predyktora dla 6, (k= 1, 2) na podstawie
{X

il’

X, } postaci:



274 Daniel Sobiecki

_ X X
MBS, =E@)+cov(e, (X, X )v( _* D _"|-E i 4)
ik i ( ik il i2 ) )(i2 )(i2 ){ri2
dlak =1, 2. Ze wzgledu na symetrie dalsze przeksztalcenia bedg zaprezentowane

dla k= 1. Posta¢ MBS, jest analogiczna do ponizszej:

MBS, =1+a,(X, -1)+a,(X,-1), (5)

gdzie wspélczynniki zaufania przyjmujag postac:

&+det(A)
— ﬂyi2.
i det(V(X ))
oy,
A

. 1 1
przy czym det(V(Xi )) = [/1— + O-IZIJ(Z_ +0, j -(0},)’. Wyrazenie (5), ktére przed-
il. i2.
stawia najlepszy liniowy predyktor w dwéch wymiarach, ma takg samg postaé
jak prosty estymator Bithlmanna-Strauba (3). Mozna pokazaé, ze estymator
dwuwymiarowy wygltadza predykcje dokonang na podstawie estymatora jedno-
wymiarowego, a poziom wygladzenia jest proporcjonalny do korelacji miedzy
dwiema liniami biznesowymi. Dla zerowego wspétczynnika korelacji mamy « , =0
i MBS, =BS, , tzn. dwuwymiarowy estymator ulega redukcji do prostego pre-
dyktora Biihlmanna-Strauba. Podobnie zachowuje si¢ estymator MBS, gdy ob-

serwowana ekspozycja w jednej linii biznesowej dazy do nieskonczonosci.

3. Wielowymiarowy model z zaleznoscig czasowg

W tym punkcie do zaprezentowanych modeli zostanie wprowadzona zalez-
no$¢ czasowa przez umozliwienie zmiennos$ci nieobserwowanego, indywidu-
alnego profilu ryzyka w czasie. Oznacza to w przypadku wielowymiarowym,
ze poza korelacjg miedzy liniami biznesu uwzgledniamy takze autokorelacje
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kazdej z nich. W tym przypadku niech 0, bedzie wielowymiarowym wekto-
rem indywidualnych profili ryzyka klientéw w j-ym okresie. Zaklada sie, ze 0,
sg niezalezne dla i-tego klienta oraz E(@i].) =1.

Wiek szkody dla przypadku jednowymiarowego zostal wprowadzony w pracy
J. Pinqueta i innych!!. Autorzy wyprowadzaja zgodne i asymptotycznie nor-
malne estymatory wariancji i wspotczynniki autokorelacji dla op6znien h, gdzie
h=1,.., H:

— zi’j[(Nm _’11'1,')2 _Nil/'j|

var,, = ;
DI
ij t

p/—(\h) - 2i|]>hz]2’>h(N“’ - l“f)(Nilf—h - )“m—h)
) t Zi\l>hzfz,’>h/lili;tilj-h .

’

W pracy M. Englunda i innych!? zalezno$¢ czasowa jest uogélniona na przy-
padek wielowymiarowy. Wprowadzmy hist-operator, ktéry w przypadku dwu-
wymiarowym przyjmuje nastgpujacg postac:

hist(X,)= (X, oo X, X e Xy, ©6)
i ktéry zwraca pelng historie szkodowa przed okresem predykcji J + 1. Proces

{61‘1} jest stacjonarny (bardziej szczegétowo — autoregresyjny) w takim sensie,
ze dla i = e zachodzi:

COV(eikr’ eels) = O-kzz(p kz)‘yr' ,

gdzies=1, ..., Jir=1,...,J, adodatkowo zachodzi symetria 0'122 :ofl ip,=p,
(dla i = e, czyli réznych klientéw wszystkie kowariancje sg zerowe). Przy tych

zalozeniach najlepszy liniowy predyktor dla 6, , na podstawie historii szkodo-

1
wej ma postac:

BLP(6,, |hist(X, ) =E(6,,)+ COV(OLM,hist(XU )')V(hisz( X, )" x

x (nist(X, )~ E(nist (X, ))| =1+ A(B+S ) (ist(x,)-1), (7)

11 J, Pinquet, M. Guillén, C. Bolancé, op.cit.
12 M. Englund, M. Guillén, J. Gustafsson, L.H. Nielsen, J.P. Nielsen, op.cit.



276 Daniel Sobiecki

gdzie A jest macierzg o wymiarach 2 x 2J (w przypadku k-wymiarowym: k x kJ):

A=COV(9 hist Xﬂ)')z 0ty OH) ®

i+’ 2 2
(O-IZS)S:L...,] (0-223 )5:1,...,]

z elementami O';,S = O';(pqy)s’l. Z kolei B jest macierzg o wymiarach 2J x 2J
postaci:

11(s.7) bll(s,j)

B= ©)

12(s,1) 22(s,j)
z elementami bqr(s )= O';(pqr)‘sfi‘, gdzies=1,...,Jij=1, ..., J, ktére w przypadku
dwuwymiarowym tworzg cztery macierze blokowe o wymiarach J x J. Ostatnia
z macierzy wprowadzonych w estymatorze (7) ma postaé:

. . . 1 1 1 1
S, = E(V(hzst(Xﬂ)|hzst(0ﬂ)))= dzag[l—,...,z,a,...,l—}

ill i2J

Postaé estymatora (7) jest analogiczna do najlepszych liniowych predyktoréw (2)
i(4).

Warto zaznaczy¢, ze zalezno$¢ czasowa moze by¢ modelowana takze w sposéb
ogolniejszy, co zostalo zastosowane w empirycznej czesci pracy. Jednak prezen-
towana powyzej struktura czasowa odpowiada zalozeniu o zmieniajagcych si¢
umiejetno$ciach kierowcy w czasie, a co za tym idzie — stabym wptywie odleglej
przeszlosci na predykcje szkodowos$ci w przysztych okresach.

4. Analiza danych

W tym punkcie zostanie zaprezentowana analiza danych rzeczywistych
pochodzacych z zakladu ubezpieczen dziatajacego na polskim rynku. Dane
przedstawiajg losowa préobke z portfela klientéw indywidualnych (oséb fizycz-
nych), ktérzy na przestrzeni lat 2008-2013 wykupili ubezpieczenia AC i OC
komunikacyjne dla swoich samochodéw osobowych. Zbiér zawiera informacje
o historii szkodowej w obu liniach, dlugosci okresu ochrony (wielkosci ekspozyciji
na ryzyko) oraz oszacowania oczekiwanej rocznej liczby szkéd w obu liniach
(lik/_ zostaly oszacowane w modelu regresji ujemnej dwumianowej w przypadku
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AC dla wszystkich szkdd, a w przypadku OC dla szkéd umiarkowanych, ponizej
70tys. PLN, na pelnym portfelu klientéw). W analizie bierze udziat 15 792 klien-
téw podzielonych losowo na dwie grupy w proporcji 80% (grupa A) do 20%
(grupa B). Pierwszy podzbidr jest wykorzystywany do oszacowania parametréow
kazdego z przedstawionych modeli. Natomiast drugi postuzy poréwnaniu mocy
predykcyjnej.

Tabela 1. Podstawowe charakterystyki analizowanego portfela

. . . , Oczekiwana
Grupa | Liczba klientéw Produkt Liczba szkéd N ;. liczba szkéd 1,
autocasco 3964 4 200,7
A 12634 OC komunik. 2 425 2 407,28
autocasco 952 1 085,68
B 3158 0C komunik. 565 589,6

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Tabela 1 przedstawia podstawowe charakterystyki dwoch podzbioréw anali-
zowanego portfela. Mozna z niej odczyta¢ m.in., ze AC charakteryzuje sie wiekszg
czesto$cig niz OC komunikacyjne. Wida¢ réwniez, ze oczekiwana liczba szkod
odbiega od rzeczywistej liczby zgloszonych szkdd. Jedng z przyczyn tego stanu
moze by¢ kalkulacja oczekiwanej liczby szkéd na poziomie indywidualnym
i pbéZniejsza agregacja.

Nieznane parametry modeli wiarygodno$ci sa szacowane wazona metoda
najmniejszych kwadratéw. W skrécie — parametry sg szacowane przez nume-
ryczng minimalizacje sumy kwadratéw reszt. Wykorzystywana jest metoda New-
tona-Raphsona z kryterium zbieznosci dla pieciu ostatnich iteracji na poziomie
0,0001. Nastepujace wyrazenie jest minimalizowane:

Yo, (N, -1, F,) dla k=12,
ij

gdzie F,; oznacza estymator dla 6, ktéry zmienia sie w zalezno$ci od wybra-
nego modelu wiarygodnosci (i zalezy od poszukiwanych parametréow), @, jest
dtugoscia okresu ochrony dla i-tego klienta w k-tej linii biznesowej podczas j-ego
okresu obserwacji. Gdy ustawimy F, =1, wtedy nie jest wykorzystywany zaden
model wiarygodnosci i dostajemy model bazowy, ktéry pozwala ocenié¢ poprawe
predykcji z wykorzystaniem prezentowanych modeli. Rozwazane sg modele:
jednowymiarowy bez zalezno$ci czasowej i z nig oraz dwuwymiarowy bez za-
leznosci czasowej oraz z nig. Gdy rozwazany jest model jednowymiarowy bez
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zaleznosci czasowej, wtedy pod F,. podstawiamy estymator BS,, ktéry dla k-tej
linii biznesowej zalezy od parametru o, . Jesli do tego dolaczymy zaleznosé
predykeji od wieku szkody, wtedy F,. zalezy dodatkowo od parametru py .
W przypadku dwuwymiarowym F,; odpowiada MBS, z parametrami 0'121, 652
i 0'12 , . Dolgczenie zaleznosci czasowej w przypadku dwuwymiarowym przektada
sie na wprowadzenie do modelu dodatkowych trzech parametréw, mianowicie
P, » P,, i p,,. Oszacowania parametréw wszystkich modeli s przedstawione
w tabeli 2. W przypadku dwuwymiarowym oszacowania z modeli jednowymia-
rowych postuzyly jako wartosci startowe dla iteracyjnej metody numerycznej
minimalizacji sumy kwadratéw reszt.

Oszacowania w tabeli 2 wskazujg m.in. na dodatnig korelacje miedzy ry-
zykiem zwigzanym z AC i ryzykiem zwigzanym z OC komunikacyjnym dla
tego samego klienta (0;, =0,544 ), co potwierdza przypuszczenie o zasadnosci
rozwazenia podej$cia dwuwymiarowego. Widaé réwniez pozytywng zaleznosé
czasowg dla kazdego produktu, a nawet pomigdzy nimi (p,, = 0,628 ).

Tabela 2. Oszacowania parametréw analizowanych modeli

Model 0-121 O-jz 0-122 Py Py P,

Jednowymiarowy,
OC, bez czasu 1,687

Z czasem 1,974 . . 0,569
Jednowymiarowy,
AC, bez czasu 1,326

7 czasem . 1,406 . . 0,648
Ewuwymlam“’y’ 1,638 1,293 0,544

ez czasu
Z czasem 1,752 1,435 0,883 0,483 0,771 0,628

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Tabela 3. Korelogram dla efektéw losowych w AC i OC komunikacyjnym

Opoz;lllenle 1 2 3 4 5
P, (h) 0,114 0,193 0,053 0,324 0,157
Py, (k) 0,330 0,295 0,136 0,581 0,477

Zrédlo: opracowanie wilasne.
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W tabeli 3 zaprezentowano empiryczne wspétczynniki autokorelacji dla
indywidualnych profili ryzyka. W obu liniach nie potwierdzajg one tezy o male-
jacym geometrycznie w czasie wplywie szkéd na predykcje. W obu liniach takze
szczegblnie silny jest wplyw historii szkodowej z okresu j — 4 na szkodowosé
w okresie j (dla OC P, (4) =0,324, dla AC o (4) =0,581). Obserwacje te przeto-
zyly sie na zastosowanie ogdlniejszej postaci struktury czasowej. Jednak poskut-
kowata ona jedynie zwiekszeniem liczby parametréw modeli, a nie przetozyta
sie na poprawe jakosci predykcji.

Na zbiorze testowym (grupa B, 20% danych) przeprowadzono poréwna-
nie jako$ci predykcji kazdego z analizowanych modeli. Tabela 4 przedstawia
sumy kwadratéw reszt wygenerowanych przez poszczegélne modele w okresie
predykciji.

Tabela 4. Suma kwadrat6w reszt w prébce testowej

Produkt Model Model jednowymiarowy Model dwuwymiarowy
bazowy bez czasu Z czasem bez czasu z czasem

oC 137,944 116,220 116,345 115,914 115,450
AC 271,281 254,961 252,500 256,263 252,729

Zrodlo: opracowanie wilasne.

Widoczna jest duza réznica miedzy btedami predykcji we wszystkich mode-
lach z nieobserwowanym parametrem ryzyka a bledami w modelu bazowym.
Dla produktu OC predykcja jest poprawiona o ok. 15%, a dla AC btad zostat
zmniejszony o ok. 7%. Dla produktu OC modele dwuwymiarowe sg lepsze od
jednowymiarowych, ale uwzglednienie struktury czasowej nie wplywa istotnie
na jako$¢ predykcji. Natomiast w przypadku drugiego rodzaju ryzyka sytuacja
jest odwrotna — uwzglednienie wieku szkody najmocniej wptywa na jakosé
predykcji, a dodatkowa informacja plynaca z modelu dwuwymiarowego nie
zmniejsza istotnie bledéw prognoz. Warto wspomnie¢ réwniez o tym, ze rozbu-
dowanie modeli na przypadek wielowymiarowy przektada sie na zwiekszenie
wariancji oszacowan parametrow, co z biznesowego punktu widzenia nie jest
pozadane.

Tabela 5 przedstawia czteroletnig historie szkodowa szesciu wybranych klien-
tow. Klienci zostali wybrani tak, by ich historia szkodowa byta dosy¢ urozmaicona
(jeden bezszkodowy, szkodowi w ré6znych momentach czasu czy klienci z rézng
liczbg szkdd), co pozwoli na doktadne poréwnanie dzialania poszczegdlnych
modeli. W tabeli sg takze zaprezentowane oczekiwane liczby szkod dla dwéch
produktéw w kazdym roku. Dla przyktadu, klient 2 jest bardziej ryzykowny
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niz klient 1 w obu liniach biznesowych przez wszystkie lata, co przetozyto sie

na szkode zgloszong z produktu AC w ostatnim roku.

Tabela 5. Historia szkodowa wybranych klientéw

Klient i 2] Ao Ao
1 {0,0,0,0} | {0,0,0, 0} {0’033,0(,)(’)(3131? 0,042, {0,051, 882? 0,053,
5 {0,0.0,0} | {0,0,0 1} {0,042,0(’)6054}3, 0,05, {0,2, %,,11996;,}0,193,
3 {0,0.0. 1} | {0,0,0,0} {0,0556,00’25} 0,054, {0,08, 88;2} 0,079,
4 {0,0,0,0} | 0,02, 1} {0,0276,00,2; 0,029, {0,32,0(,)33335,}0,332,
5 0,0.1,1} | 10,0, 1,0} {0,023,0(,)6022}3, 0,02, {0,039(,)’00,2;1; 0,042,
6 {0,0.0,0} | {3,0,0,0} {0,016,0(,)601154}, 0,014, {0,04, 8(());&;} 0,049,

Zrédlo: opracowanie wilasne.

Tabela 6. Empiryczne estymatory zaufania w modelach wiarygodnosci

dla wybranych klientéw
. Linia Model jednowymiarowy | Model dwuwymiarowy
Klient . Benchmark
biznesu prosty Z czasem prosty Z czasem
| ocC 0 0,799 0,837 0,734 0,812
AC 0 0,777 0,796 0,693 0,743
5 ocC 0 0,762 0,825 0,826 0,844
AC 1,280 1,143 1,284 1,119 1,307
3 ocC 4,717 1,979 2,145 1,838 2,083
AC 0 0,707 0,789 0,893 0,853
4 ocC 0 0,833 0,857 1,137 1,141
AC 2,278 1,813 1,893 1,850 1,907
5 oC 23,256 3,820 4,012 4,016 4,203
AC 6,024 1,907 1,953 2,801 2,831
6 ocC 0 0,909 0,931 2,069 1,534
AC 17,751 4,068 3,560 4,580 3,781

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Tabela 6 przedstawia oszacowania ﬁ:—k,- dla wybranych szesciu klientéw we-

dhug wszystkich modeli. Kolumna ,Benchmark” prezentuje oszacowanie
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ik.

niewygladzone przez modele. Bezszkodowy klient 1 powinien wedtug
k.

wszystkich modeli dostaé rabat w obu liniach biznesowych za dotychczasowy
przebieg ubezpieczenia. Okazuje sig, ze wysoko$¢ znizki jest najwyzsza w tym
przypadku w modelach nieuwzgledniajacych wieku szkody. Klient 2 zglosit
w ostatnim roku szkode z AC, co wedlug wszystkich modeli przektada sie
na zwyzke sktadki w tym produkcie. W modelach bez zaleznosci czasowej jest
to zwyzka rzedu 12-14%, a modele uwzgledniajace mtody wiek szkody sugeruja
zwyzke na poziomie ok. 30%. Zastosowanie modeli dwuwymiarowych w tym
przypadku przektada sie na nizsza znizke w linii bezszkodowej, czyli OC komu-
nikacyjnym. Analogicznie wyglada sytuacja klienta 3 z tg réznica, ze szkoda
zostala zgloszona z innego produktu. Ciekawy jest przypadek klienta 4, ktéry
jest bezszkodowy w OC, ale ma na tyle duzo szkéd w AC, ze modele dwuwymia-
rowe szacuja dla niego zwyzke w OC na poziomie ok. 14% sktadki. Jeszcze
silniej ten efekt modeli wielowymiarowych widaé na przyktadzie klienta 6, dla
ktérego trzy szkody sprzed 4 lat w AC przekladajg si¢ na 53,4% zwyzki w OC
(model z czasem) lub 106% zwyzki przy nieuwzglednieniu wieku szkéd.

5. Podsumowanie

W pracy tej przedstawiono empiryczng analize zaleznosci miedzy historig
szkodowg w dwdch liniach biznesowych ubezpieczen komunikacyjnych, ktéra
uwzglednia strukture czasowg zgtaszanych szkéd. Historia szkodowa bardzo
czesto znajduje zastosowanie w ustalaniu przysztych sktadek przez system bonus-
-malus. Prezentowane podejScie jest nowatorskie ze wzgledu na szersze spojrzenie
na ryzyko danego klienta przez wielowymiarowe modele wiarygodnosci, ktére
uwzgledniajg korelacje pomiedzy poszczegélnymi produktami.

Przedstawione wyniki pokazuja duzy potencjat biznesowy do jeszcze doktad-
niejszej selekcji klientéw na podstawie przebiegu ich szkodowosci. Uwzglednienie
zaleznos$ci czasowej, ktéra naktada wicksza kare za szkody zgloszone niedawno,
dostarcza silnego bodzca do ostrozniejszej jazdy. Z kolei mniejsza zwyzka sktadki
za dawne szkody brzmi atrakcyjnie z marketingowego punktu widzenia i moze
postuzy¢ do odréznienia sie na konkurencyjnym rynku.

Warto zaznaczy¢ réwniez to, ze najbardziej rozbudowany z prezentowanych
modeli — dwuwymiarowy model uwzgledniajacy wiek szkody — najlepiej sprawdzit
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sie w predykcji szkodowosci na danych rzeczywistych, osiggajac nizszy btad
prognozy od prostego modelu Bithlmanna-Strauba.
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Experience rating with dependence between MTPL and MOD claims

Summary

The subject of the article is experience rating with dependence between two lines
of vehicle insurance. The paper presents the application of multidimensional credi-
bility models, which are a generalisation of the Bithlmann-Straub model for the age
of claim. Conclusions drawn from the analysis of real data portfolio can be applied
in cross-selling of MTPL and MOD insurance.
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