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Streszczenie

W ubezpieczeniach komunikacyjnych OC i AC powszechng praktyka jest stosowanie
systeméw bonus-malus (BM) w taryfikacji. Sktadka dla ubezpieczonego jest ustalana
m.in. w zaleznoS$ci od historii jego szkéd. Do opisu systeméw BM wykorzystuje sie
czesto tancuchy Markowa konstruowane dla pojedynczego ubezpieczonego. W pracy
przedstawiono koncepcje wykorzystania dziatan na systemach BM do konstruowania
m.in. ubezpieczen wielu os6b lub takich, ktére dotycza ryzyka zwigzanego z wieloma
osobami lub pojazdami. Zaprezentowano dwa dzialania — tgczenia i agregacji syste-
moéw BM. Laczenie pozwala na tworzenie ubezpieczenn obejmujacych coraz liczniej-
sze grupy ubezpieczonych lub jednostek ryzyka, natomiast agregacja na traktowanie
od strony ubezpieczeniowej okreslonej grupy jako odrebnego podmiotu (statusu),
z ktérym zwigzane jest ryzyko. Rozpatrywane sg ubezpieczenia z czasem mierzonym
w sposOb dyskretny. Przyjeto zatozenie, ze w przypadku ubezpieczen wielu os6b lub
wielu pojazdéw rozpatrywane zmienne losowe okreslajgce liczbe szkdd sg stocha-
stycznie niezalezne lub majg wielowymiarowy rozklad Poissona lub wielowymiarowy
uogdlniony rozktad Poissona.

Stowa kluczowe: ubezpieczenie komunikacyjne, systemy bonus-malus, taczenie,
agregacja, tancuchy Markowa, wielowymiarowy rozktad Poissona, wielowymiarowy
uogdlniony rozktad Poissona

1. Wstep

Praca dotyczy ubezpieczen, w ktorych skladka jest kalkulowana w zalezno$ci
od klasy taryfowej, do ktérej jest zaliczany ubezpieczony na podstawie historii
przebiegu ubezpieczenia. Bedziemy rozpatrywaé umowy okresowe (np. roczne)
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odnawialne. Do tej kategorii ubezpieczen nalezg m.in. ubezpieczenia komunika-
cyjne OC posiadaczy pojazdéw mechanicznych (OC p.p.m.) oraz ubezpieczenia
autocasco (AC) ze sktadkag ustalang przy wykorzystaniu systeméw bonus-malus
(systeméw BM).

Ubezpieczeniom z systemami BM jest po§wigcona bogata literatura aktu-
arialna!. Autorzy zwykle koncentrujg sie na ubezpieczeniu pojedynczej osoby
lub pojazdu. Ostatnio daje sie zauwazy¢ wzmozone zainteresowanie ubezpie-
czeniami matych flot pojazdéw?. Niniejsza praca dotyczy ubezpieczen wielu
obiektow, m.in. ubezpieczen jednej osoby (jeden podmiot) i wielu pojazdéw lub
jednego pojazdu i jednoczes$nie wielu 0s6b (podmiotéw). O tym, ze zagadnienie
to moze by¢ istotne dla zakladéw ubezpieczen, §wiadczg dane przedstawione
w tabelach 11 2.

Tabela 1. Struktura portfela uméw AC i OC p.p.m. zawartych przez
jeden podmiot wedlug liczby pojazdéw ubezpieczonych

Liczba pojazdow AC OC p.p.m.
1 85% 65%
2-5 14% 33%
6-10 1% 2%
>10 0% 0%

Zrédlo: dane UFG (stan na wrzesien 2014 r.).

Tabela 2. Struktura portfela uméw AC i OC p.p.m. zawartych na jeden

pojazd wedlug liczby podmiotéw ubezpieczonych

Liczba podmiotow AC OC p.p.m.
1 69% 80%
2-5 31% 20%
6-10 0% 0%
>10 0% 0%

Zrédlo: dane UFG (stan na wrzesien 2014 r.).

1 Na przyklad: J. Lemaire, Bonus-Malus Systems in Automobile Insurance, Kluwer Aca-
demic Publishers, Boston 1995; M. Denuit, X. Maréchal, S. Pitrebois, J. Walhin, Actuarial
Modelling of Claim Counts: Risk Classification, Credibility and Bonus-Malus Systems, John
Wiley & Sons Ltd, Chichester 2007.

2 Tej tematyce sg poSwigcone np. prace: J.E Angers, D. Desjardins, G. Dionne, F. Guer-
tin, Vehicle and Fleet Random Effects in a Model of Insurance Rating for Fleets of Vehicles,
LASTIN Bulletin” 2006, vol. 36, no. 1, s. 25-77; D. Desjardins, G. Dionne, J. Pinquet, Experi-
ence Rating Schemes for Fleets of Vehicles, ,ASTIN Bulletin” 2001, vol. 31, no. 1, s. 81-105.
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W praktyce zaklady ubezpieczenn wykorzystujg historie szkdd ubezpieczo-
nego do wyznaczenia jego sktadki. W ramach prezentowanego podej$cia mozna
uwzgledniaé¢ dtuzsza niz tylko jednookresowa historie szkéd w systemach bo-
nus-malus, tworzac obiekty tgczace osoby (ubezpieczone podmioty) z okresami.

W kolejnych punktach pracy (2 i 3) sformalizowano opis ubezpieczen z wie-
lostanowym systemem taryfowym, oméwiono modelowanie systeméw bonus-
-malus za pomoca taficuchéw Markowa oraz wprowadzono dzialania tgczenia
(w punkcie 4.1) i agregacji (w punkcie 4.2) systeméw bonus-malus. W punk-
cie 4.1 zaproponowano wykorzystanie wielowymiarowego rozktadu Poissona
lub wielowymiarowego uogélnionego rozktadu Poissona jako rozktadéw liczby
szk6d zwigzanych z wieloma obiektami objetymi ubezpieczeniem. Rozwazania
teoretyczne zilustrowano przyktadami.

2. Umowy ubezpieczenia z wielostanowym
systemem taryfowym

W dalszych rozwazaniach bedzie nas interesowac klasa uméw ubezpieczenia
krétkookresowego (np. rocznych) odnawialnych, w ktérych wysokosé sktadki
zalezy od historii ubezpieczenia. Ubezpieczeniem objetych jest wiele obiektéw
majacych wspdlng czesé ekspozycji na ryzyko. Obiektem moze byé¢ np. osoba
ubezpieczona w powigzaniu z okresem ubezpieczenia, pojazd w powigzaniu
z okresem ubezpieczenia, ubezpieczony w powigzaniu z pojazdem, pojazd w po-
wigzaniu z ubezpieczonym, rodzaje szkdd objetych ubezpieczeniem.

Przyjmujemy nastepujace zatozenia dotyczace ubezpieczenia:

* ubezpieczeniem objetych jest M obiektéw;

* k-ty obiekt jest opisany przez ciagi N, = (lk,Nkl,Nkz,. . ) oraz

X(Nkl) X(I) X(Z)

k1250, 227k 2 k2 k2

X =(X(1) X(Z)

k

,X]((fz‘sz),_..) dla k=1,2,...,M, gdzie N,

oznacza liczbe szkdd zaszlych w okresie [t - l,t) znang w momencie analizy?
t+7, 7=0,1,2,..., A, wyraza indywidualne narazenie na ryzyko k-tego
obiektu, a X' jest wysokoscig j -tej szkody przypisanej do k -tego obiektu

3 W momencie ¢ zaktad ubezpieczen zna tylko liczbe szkéd zgloszonych w okresie [1 - 1, 7).
W dalszej czesci pracy bedziemy rozwazaé réwniez sytuacje, gdy bedzie analizowana histo-
ria ubezpieczenia dtuzsza niz jednookresowa, stad méwimy o szkodach zasztych, chociaz
nie wszystkie muszg by¢ znane w momencie analizy.
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w okresie [Z—l,t); laczna wartos$é szkéd w okresie [t—l,t) przypisana do
th

k-tego obiektu jest wigc réwna S, = ZX (: ), przy czym S, =0 dla N, = 0;
j=1

* ciagi N, oraz X, sa stochastycznie niezalezne dla kazdego k=1,...,M,
apary (N, X,) saniezalezne dla ré6znych k; w dalszej czgsci pracy zlozenie
o niezaleznoS$ci N, N, dla k # h zostanie uchylone;

* przy ustalonym A, zmienne N, maja rozklad Poissona z parametrem 4,
oznaczany dalej Poiss(lk); warto$¢ parametru A_ odzwierciedla wpltyw
réznych czynnikéw (obserwowalnych i nieobserwowalnych) na czestosé
szkéd; w zwigzku z op6Znieniami w naptywie informacji o szkodach moze
by¢ wiasciwe przyjecie zalozenia, ze parametr A,_zmienia si¢ w czasie (ozna-
cza¢ go bedziemy wéwczas 4 )*.

Przez ubezpieczenie obowigzujace w okresie [Z—l,t) o numerze okresu
t=1,2,...,T rozumiemy pare

(S-S, ) W(S))). )

gdzie S, =S +S,, +...+S,,, —catkowita warto$¢ szkéd zasztych w okresie [t -1, t),
W(St) - taczna warto$é wyptat odszkodowan z tytutu szkod zaszlych w okresie
[t— l,t), T - koniec ostatniego okresu ubezpieczenia po ostatnim mozliwym

jego odnowieniu (T < oo) . W ubezpieczeniu pelnym przyjmujemy, ze W(St) =S,
Umowg ubezpieczenia nazywamy tréjke
((Slt’SZt”"’SMz)’W(St)’ Pz—l)’ (2)

gdzie P_ oznacza skiadke ustalong na poczatku okresu [t - l,t), tzn. w momen-
cie t—1, za ochrong¢ ubezpieczeniowg w tym okresie.
Mozemy przyjaé, ze umowa ubezpieczenia (2) jest ztozona z uméw ubezpie-

czenia indywidualnych obiektéw

(Sk[, w(s,). Pk(t—l))’ ©)

4 W przypadku, gdy uwaga bedzie skoncentrowana na pojedynczym obiekcie, bedziemy
opuszczaé indeks k, piszac np. 4, N, zamiast 4;, N, lub N, gdy bedziemy zaktadaé, ze rozktad
zmiennej N, jest staly w czasie (nie zalezy od 7).
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gdzie I;((Z_l) oznacza sktadke za ubezpieczenie obiektu k ustalong w momencie

t—1 w sytuacji, gdyby byl on ubezpieczany indywidualnie.

Dalej bedziemy przyjmowaé, ze sktadka Pk(Hf jest wyznaczana przy wyko-
rzystaniu systemu bonus-malus odpowiedniego dla danego obiektu, co oznacza,
ze jest jego funkcja. Zaklad ubezpieczen moze stosowaé wiele systeméw BM,
réznicujac zasady przyznawania znizek, zwyzek np. dla mtodych kierowcéw,
kierowcéw zawodowych, prywatnych uzytkownikéw pojazdéw. Przyjmujemy,
ze znana jest historia ubezpieczenia do momentu ¢. Zaktad stoi przed wyceng
kontraktu na okres ¢+1, czyli ustaleniem skladki P. W dalszej czesci pracy
zostanq przedstawione propozycje wyznaczenia sktadki P jako funkcji sktadek

Py k=12,

Na system BM stosowany przez zaktad ubezpieczen do indywidualnej oceny
ryzyka zwigzanego z ustalonym obiektem sktadajg sie®:

* ustalona skonczona liczba klas taryfowych 1, i=0,...,s, przy czym klasa
taryfowa o numerze 0 jest klasa o najwyzszej znizce, natomiast klasa o nu-
merze s o najwyzszej zwyzce sktadki®, wyrézniona jest réwniez tzw. klasa
startowa Z zbior klas taryfowych oznaczmy £ = {Zo,ll,, i }

* zasada, ze ‘sktadka za dany rok zalezy od klasy, do ktérej zostat zaliczony
ubezpieczony;

¢ zmienna losowa L, , okredlajgca numer klasy taryfowej, do ktorej jest zali-
czany ubezpieczony w momencie ¢, o warto$ciach zaleznych wylacznie od
numeru klasy, do jakiej byl on zaliczony w poprzednim momencie wyceny
ubezpieczenia L _, oraz od liczby szkéd zgtoszonych w ostatnim okresie, tzn.
realizacji zmiennej N ;

* wektor mnoznikéw sktadki r= (ro,...,rs ) o elementach spetniajacych naste-
pujace warunki: 7 >r dla i=0,...s-1 oraz r_ =1, gdzie mnoznik sktadki
1. jest zwigzany z klasg taryfowg o numerze i; '

* reguly przejscia okreslajagce zasady zaliczania ubezpieczonego do klasy tary-
fowej na podstawie jego klasy taryfowej ustalonej w poprzednim momencie
wyceny umowy oraz liczby zgloszonych szkéd w ostatnim okresie.
Okreslmy wspétczynniki L (n) , 1,7 =0,...,s zwigzane ze zmiang przypisania

ubezpieczonego z klasy i do klasy j w kolejnym okresie po zgtoszeniu n szkéd.
Przyjmujemy, Ze jezeli nastepuje zmiana przypisania do klasy, to t (n) =1, oraz

5 J. Lemaire, op.cit., s. 3—-10; M. Denuit, X. Maréchal, S. Pitrebois, J. Walhin, op.cit.,
s. 165-171.

6 Klase, jezeli nie bedzie to prowadzi¢ do nieporozumienia, bedziemy dalej utozsamiaé
Z jej numerem.
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ze t, (n) =0 w przeciwnym przypadku. Ze wspo6lczynnikéw tych mozna utworzyé
ciag macierzy T(n) = I:Zij nﬂ(m)x(m) , n=0,1,... o elementach réwnych zero lub

jeden z jednym niezerowym elementem w kazdym wierszu.
Macierz

T= I:Zif ](s+1)x(s+l) ’

1, gdy istnieje n takie, ze Zi].(n) =1

gdzie 1= , okresla wszystkie mozliwe zmia-

0, w przeciwnym przypadku
ny przypisania ubezpieczonego do klas taryfowych w ciggu jednego okresu. Jest
to macierz kwadratowa o elementach réwnych 1, gdy dana zmiana jest mozliwa,
i 0 w przeciwnym przypadku.

Niech A, oznacza zdarzenie, ktérego zrealizowanie sie powoduje zmiane
przypisania ubezpieczonego do klas taryfowych w ciggu jednego okresu lub nie
powoduje tego. Z przyjetych zatozen wynika, ze
A =0, gdy til.=0,

if
A, ={n:tii(n)= 1} , gdy t,=1

Dla kazdego i mamy A NA, =0, gdy j=#;' oraz U;:OAU, ={0,1,2,...}.
Niech dodatkowo macierz A =| A, oo+ oznacza macierz zdarzen.

System BM mozemy wiec oznaczy¢ jako SBM (ﬁ,r,A,Nt) . W przypadku sto-
sowania systemu BM zréznicowanego w zaleznos$ci od ubezpieczanego obiektu
bedziemy pisa¢ SBM(L,,n, AN, ), k=1,2,....M.

Przyklad 1. Rozpatrzmy system BM oznaczony jako —1/+2 o regulach przej-
Scia opisanych w tabeli 37.

7 Oznaczenie —1/+2 stanowi zakodowana informacje o regutach przej$cia miedzy stanami
w ciggu jednego okresu. Jezeli ubezpieczony zaliczany byt do klasy o numerze i w momencie
t -1, to w momencie ¢ zostanie zaliczony do klasy o numerze max{i — 1, 0}, gdy nie zostanie
zgloszona szkoda, lub do klasy o numerze max {i + 2n, s}, gdy zostanie zgloszonych n szkéd
w okresie (r — 1, t].
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Tabela 3. Reguly przejscia systemu bonus-malus -1/+2

Liczba szkéd w okresie N,
Iiasla 0 1 2 >3
klasa L,
5 4 5 5 5
4 3 5 5 5
3 2 5 5 5
2 1 4 5 5
1 0 3 5 5
0 0 2 4 5

Zrodlo: M. Denuit, X. Maréchal, S. Pitrebois, J. Walhin, Actuarial Modelling of Claim Counts: Risk
Classification, Credibility and Bonus-Malus Systems, John Wiley & Sons Ltd, Chichester 2007, s. 169.

Macierze T, A sa postaci:

S =, O O = O

S OO O = =
S O O —~ O O
SO = O O =
—_0 O = O =
e e e e )

{0y @ {1} @ {2} {(n:n=3}
0y O © {1} @ {n:nz=22}
A= o {0y @ @ {1} {n:n=22}
g @ {00 @ @ {n:nzl}
g O @ {0y @ {n:n=>21}
g o o < {0} {n:n=1}

3. tancuch Markowa w modelowaniu systemu BM

Niech L, oznacza zmienng losowg okreslajacg numer klasy taryfowej przy-
pisanej ubezpieczonemu w momencie 7. Zakltadamy, ze rozklad zmiennej L,
zalezy jedynie od realizacji zmiennej w poprzednim momencie ¢—1 inie zalezy

od realizacji zmiennych L _,L__,..

.,L,. Proces przypisania do klas taryfowych
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{LZ} , t=0,1,...,T—1 mozemy zatem opisaé za pomocg jednorodnego taficucha
Markowa?.

Prawdopodobienstwo tego, ze nastgpi zmiana klasy taryfowej z klasy o nu-
merze i na klase o numerze j w kolejnym okresie jest réwne

p,(1) =35, (2), (1), 1i=0,...,
n=0

gdzie p, (l) oznacza prawdopodobienstwo tego, ze w ciggu okresu zostanie
zgloszonych doktadnie n szkéd, tzn. pn(l) = Pr(N = n). Réwnowaznie praw-
dopodobienstwo to mozemy okresli¢ jako

p,(A)=Pr(A)=Pr(NeA), ij=0. s

Macierze prawdopodobienistw przej$é¢ tancucha {L[} 0znaczmy przez
H(l) = [ P, (l)](m)x(m). Macierz ta wyraza si¢ wzorem

1(2)=Xp, ()7 (n).
n=0
Wprowadzmy dodatkowo operacje na macierzy zdarzen zdefiniowang na-
stepujaco:

PN (A) - |:PVN (4/)i|(s+1)><(s+l) '

Mozemy wéwczas zapisac, ze

Macierz H(l) jest macierzg stochastyczng z zerowymi elementami pl_],(ﬂ,)
w przypadku, gdy przejécie z klasy i do klasy j nie jest mozliwe (tij =0). Macierz
l'[(/l) zalezy od rozkladu zmiennej losowej N, czyli w ogélnym przypadku moze
by¢ zmienna w czasie, co bedziemy zaznaczaé, wykorzystujac symbol H[(l).
Otrzymany wowczas laficuch bedzie niejednorodnym tanicuchem Markowa.

8 Por. np. J.G. Kemeny, J.L. Snell, Finite Markov Chains, Springer-Verlag, New York-Ber-
lin-Heidelberg-Tokyo 1976; M. Iosifescu, Skoviczone procesy Markowa i ich zastosowania,
PWN, Warszawa 1988.
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Dalej systemy BM SBM(E,r,A,N), SBM(ﬁ,r,AZ,N[) bedziemy alternatyw-
nie oznacza¢ SBM(L,r,T1(2),N), SBM(L,r,TL(2),N,).

Niech e, oznacza wierszowy wersor o s+1 wspéirzednych z elementem
réwnym 1 na miejscu o numerze i, odpowiadajgcym klasie startowej Zio i po-
zostalymi elementami réwnymi 0. Rozktad zmiennej L, po ¢ okresach ubez-
pieczenia mozna wyznaczy¢ ze wzoru

ﬂl(l)zeo [H(l)]t, “4)

gdzie n[(/’t)=[rc[0(/1) Vi3 (/1),...,71'15(/1)] oraz nti(/l)=Pr(L[ =i).

7

Rozktad stacjonarny (o ile istnieje) opisany wektorem

a(2)=|x,(2).7,(2),....7 ()] =limz,(2),

mozna wyznaczy¢ ze wzoru’
n(/l)ze(l—n(i)+E)71, )

gdzie e oznacza s+1-wymiarowy wektor o wszystkich wspétrzednych row-
nych 1, macierze I oraz E wymiaru (s + 1) X (s+ 1) — odpowiednio macierz jed-
nostkowg oraz macierz zlozong z jedynek.

Ubezpieczony, ktéry w systemie BM w momencie ¢ zostal zaliczony do klasy
taryfowej [, placi skladk¢ P za ubezpieczenie na okres [t,t+ 1), réwnag

P=r P

t i 0’
gdzie }A’O oznacza sktadke podstawowg ustalong na podstawie taryfikacji a priori.
Do syntetycznego opisu systeméw BM wykorzystuje sie wiele charakterystyk.
W dalszej czesci pracy bedg uzyte:
e drednia sktadka biezgca w momencie ¢

Flzﬂl(l)rT;

9 T. Rolski, H. Schimdli, V. Schmidst, J. Teugels, Stochastic Processes for Insurance and Fi-
nance, John Wiley & Sons Inc., New York 1999, s. 288.



136 Wojciech Bijak

* S$rednia sktadka stacjonarna
7= n(l) r';
* wskaznik RSAL biezacy w momencie ¢

S

ﬁ—mm{ro,...,r}

RSAL = max{ro,...»rs}‘mi” ro,...,n}’

* wskaznik RSAL stacjonarny

RSAL - F—min{ro,...,r}

max{ro,...,rs}—min T ,...,r}

4. Dziatania na systemach BM
4.1. Laczenie systemow BM

Zanim zostang zdefiniowane dziatania taczenia i agregacji systeméw BM
(ubezpieczen z wycena dokonywana przy wykorzystaniu systeméw BM) zo-
stang wprowadzone dzialania na zbiorach, macierzach zdarzen i macierzach
liczb rzeczywistych!®. Zat6zmy, ze mamy dwa systemy BM: SBM (El,rl,.Al,N 1:) ,
SBM(L,,1,, A, N, ).

Definicja 1. Zlaczeniem przestrzeni stanéw £ = {Zé,lll,,...,ls1 } oraz
L,= {Zjllzlszz} (£(1'2) =L, O L,) nazywamy przestrzen (s1 + 1)(52 + 1) elemen-
towg par stanéw

Lo = @) (B0 )2 ))

10 Dzialania na ubezpieczeniach na zycie wielu 0s6b opisywanych za pomoca taficuchow
Markowa zostaly oméwione w pracy: W. Bijak, Ubezpieczenia na Zycie jako niejednorodne
taricuchy Markowa, ,Prace Naukowe” Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroctawiu, nr 312,
Wroctaw 2013, s. 9—28.
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o kolejnoéci ustalonej wedlug stanéw z przestrzeni £, (pierwszy element w parze),
a nastepnie wzgledem stanéw z przestrzeni £, (drugi element w parze).
Podobnie zdefiniujmy ztaczenie macierzy zdarzen.
Definicja 2. Ztaczeniem macierzy zdarzen A = [.Aﬂ oraz A, = [A;J

(.A(1 )= A ©A, ) nazywamy macierz o wymiarach (s1 + 1)(52 + 1) X (s1 + 1)(52 + 1)
posfaci

‘At;o®‘Az ‘A0151®A2
A(m):Al@AZ: : :
A @A o A ®A,

gdzie macierz “41: ®A, = [AI.AZ J jest macierza (s2 + 1) X (S2 + 1) par zdarzen.

Yy prq

Niech dalej symbol (IJ((D) oznacza operacj¢ na macierzach A, , oraz B

1

n

liczb rzeczywistych zdefiniowang nastepujaco

a,¢B - a,pB
C=Ad(p)B=| : . i |

aklgoB akZ(oB

gdzie macierz C = A<I>((p)B ma wymiary kmxln, a,pB= [cpq an, C,= (p(a.,,bpq).

ij
Jezeli qo(aii,bpq) = ail.bpq, to macierz C jest iloczynem Kroneckera A ® B macierzy

A ~oraz B

kxl mxn’
Funkcje, ktére warto rozwazaé¢ w kontekscie taczenia systeméw bonus-ma-
lus, to np.:
1o -
4 ai/"bpq aiibpq’
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Definicja 3. ® go) ztaczeniem systeméw BM SBM(ﬁl,rl,A],NH),
SBM(Lz"'z’Az’sz nazywamy
SBM([’l O‘cz’rlq)((o)rz’A1 ©Az’(leN2z)) ’

gdzie (Nusz) oznacza dwuwymiarowg zmienng losowg okreslajaca liczbe
szkdd zwigzanych z obiektami odpowiednio 11 2 zgloszonych w okresie [t - 1,[) .
Dzieki zlgczeniu systeméw BM mozemy przy ustalaniu sktadki dwa indywi-
dualne obiekty traktowaé jako jeden obiekt podlegajacy ubezpieczeniu. Lancuch
Markowa wykorzystywany do modelowania ztagczonego systemu BM mozna
traktowaé jako uogélnienie rozszerzonego tancucha Markowa!!.
Macierz prawdopodobienstw przejscia dla ztagczonego systemu BM jest rowna

I(,2,)=P

1772t

(A o) =[P (4]

gdzie Pr( )(A.IAAZ )= Pr(Nl € A;,NZZ € A;q).

N, N. i pq 1

10772t

Niech eé , eé oznaczajg wierszowe wersory z elementem réwnym 1 na miej-

. . . . . 1 2

scu odpowiednio o numerach i, p, odpowiadajacych klasom startowym Zio’ Zpo

i z pozostatymi elementami réwnymi 0. Rozkltad dwuwymiarowej zmiennej
(Li,LZZ) po t okresach ubezpieczenia mozna wyznaczy¢ ze wzoru

11
(.1 2

7, (2,4,)=(es @) T1(2,4,)] ©)

gdzie nt(,ll,zz):[ntoo(,11,12),;[[01(Al,/lz),...,nmz(/11,/12),...,”[5152(Al,/lz)} oraz

7, (Ao 4)=Pr(L=iL}=p), i=01,..,5, p=0,1..s,.
Rozktad stacjonarny opisany wektorem

7(202) = g (202 ) 7 (A ), (R )oeom, (R02,) | = lim, (2,,,),
mozna uzyskaé korzystajac z zaleznosci (5).
Przyklad 2. Rozpatrzmy dwa systemy BM oznaczone jako —-1/+1 o regutach
przejécia opisanych w tabeli 4, stanie poczatkowym odpowiednio 1 i 0, wektorze
mnoznikéw skladki r,=[0,5, 1,0, 15], r=[10, 15 2,0]

11 Rozszerzone tanicuchy Markowa (ang. Expanded Markov chain) oméwiono np. w pra-
cach: J.G. Kemeny, J.L. Snell, op.cit., s. 140-145; M. Iosifescu, op.cit., s. 169-171.
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Tabela 4. Reguly przejscia systemu bonus-malus -1/+1 (i=1, 2)

Liczba szkéd w okresie N,
Klasa L, 0 1 =2
Klasa L,
2 1 2
1 0 2
0 0 1

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Macierze T, A sa postaci:

T=

O = =

11
011/ A= {o} %
1 1

Zlaczenie tych dwoéch systeméw BM jest systemem o przestrzeni stanéw

L

1 =[(0.0)01)(02)(00) (1) (.2)(20) (2.1)(22)

wektorze okreslajacym stan poczatkowy

e, ®e; =[0,0,0,1,0,0,0,0,0],

macierzy zdarzen

A A,

{oo} {oH1} foMmmz=2} (M0} (H1} DHmnez2} (s z2ZH0) fenz2H1)} (s z2Hma = 2)
{o)o} {oj@ foHm:mz1} {1j0} (1)@ [OHwmnz1} maz2ZH0) [(mrz2]0 [mnz2lnaz1)
fol@ (oHO} fOHm:nz1} {1)@ [1HO} [DHm:nz 1)} [erz2l@ [pe:az2H0} (e z2Hmaz 1)
{oMa} (o1} foMmnz=2F o0} &f1) elnnz=2) {m:nz 1HO} [remz i1} {nnzilmea z2)
= [{0}{0)} {oj@ (OHmnz1} @0} o8 Slunzil) (mrnzif0] (nnz1l® (unzijnnzil)
foja  {0H0)} f0Mmn = 1) ge S0} Slmnzi) funzij@ [(nzil{0} {(mnzilmnz i)
oo} of1} olmnz I} {oHo} {oH1} foHminz2} {mnziHO} [minziH1} {minzilmnaz 2}
oo} o8 ofnnz=1} {00l {0l fOoHmnaz=1} [(mnz=1HO} {n:az=1@ [nnz=1Hma =1}
eed o0} enn=1) folg  {0HO} f0Hm:nz=1} fmnz=1}0 f(enz1H0} [mnz=1lHma =1}

i wektorze mnoznikéw sktadki przy (p(ril,r]_z) = max{ril,rl.z}

n®(¢)r,=[10, 1,5 2,0 1,0, 1,5, 2,0 15, 1,5 2,0].
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Wyznaczenie macierzy prawdopodobienstw przej$cia upraszcza sie, gdy

przyjmiemy zalozenie, ze zmienne losowe N
ktadach np. Poiss(ll), Poiss(lz). Wéwczas

.»N,, sa niezalezne o stalych roz-

Pr( )(AI..AZ ): PVN“ (Al;)PVNZ, (A;q).

N, N, i pq

1072t

Na przyktad

Pr,
(NUNZI

)({n:nzl}{n:nzl})=Pr(Nne{n:nZl},N e{n:nZl}):

2t
Pr(N, 21)Pr(N,, 2 1)= (1= )(1-¢7).

Mozna pokaza¢, ze jezeli zmienne losowe N, ,N, s3 niezalezne o stalych
w czasie rozkladach, to

7 (4,4,)=7 (1)@ (4,
oraz

7(4,2,)=n(2)®=(4,).

Warto w tym miejscu rozwazan zauwazy¢, ze wlasnosci operacji ztgczenia
systeméw BM, takie np. jak przemienno$c¢ i tacznosé, zalezg od wiasnosci funkcji
qo(-,-) oraz facznego rozktadu zmiennych N, ,N, .

W kontekscie rozpatrywanego w niniejszej pracy problemu zalezno$¢ mie-
dzy liczbg szkéd N, , k=1,2,..,M zgloszonych w okresie [t - 1,[) obcigzajacych
poszczegblne obiekty mozna wprowadzi¢ na wiele sposobéw. Przypomnijmy,
ze w interesujacym nas zagadnieniu przez obiekt mozemy rozumieé osoby
i pojazd (Ok,k:I,Z,N,M ,P), pojazdy i osobe (Pk’k:LZMM )

O), osobe z jej historig ubez-
O), pojazd z jego historig ubezpieczeniowg (=

kk=1,2,.,M ’ kk=1,2,.,M ’P)’

kilka ubezpieczen (np. ubezpieczen pakietowych AC, OC) zawartych przez jedng
osobe (U T ,O) lub wyréznione klasy szkéd obcigzajacych ubezpieczenie!?

> k=1
(Sk,k=1,2,...,M’U5'

pieczeniowa (=

12 W przypadku ubezpieczen komunikacyjnych czesto wyrédznia sie klasy szkod ze wzgledu
na ich wielko$¢, zakres odpowiedzialno$ci ubezpieczyciela (petna lub czesciowa) lub ich ro-
dzaj (szkody rzeczowe lub osobowe). Systemy BM przy tak rozumianych obiektach i zatoze-
niu niezaleznosci rozktadéw liczby szkéd zostaly oméwione m.in. w pracy: M. Denuit, X. Ma-
réchal, S. Pitrebois, J. Walhin, op.cit., s. 270-276.
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Przyjmijmy, ze M =2, tzn. np., ze dwie osoby ubezpieczajg jeden pojazd,
jedna osoba ubezpiecza dwa pojazdy. W tych przypadkach mozemy zalozyé, ze

N =K +K,,
N,=K,+K,,,

gdzie zmienne losowe K, K,,K,, sa niezalezne'’. Zmienne losowe K, K, sa
zwigzane z réznymi elementami tworzacymi obiekt, natomiast zmienna K, ze
wspllnym elementem. Na przyklad w przypadku (O1 ,0, ,P) zalezno$¢ wynika
z zachowania si¢ na drodze poszczegdélnych oséb oraz z ich wspélnej dbatosci
o stan techniczny pojazdu (np. przeprowadzania badan technicznych, spraw-
dzania stanu opon).

W przypadku obiektu zwigzanego z historig ubezpieczeniowg osoby lub po-

jazdu wydaje sie, ze naturalne bedzie przyjecie nastepujacego modelu zalezno$ci:
N =K +K,,
N,=K,.

Liczba szkéd zgloszonych w roku zajscia szkody jest okreslona przez zmienng

losowa K, , natomiast liczba szkéd zgtoszonych w rok po roku zajscia szkody

127

przez K,.
Jezeli zmienne losowe K,K, K, sa niezalezne i majg rozktady Poiss(ll),

Poiss()»z ), Poiss(ﬂ,1 5 ), to méwimy, ze wektor (N N 2) ma dwuwymiarowy rozktad

Poissona o funkcji rozktadu prawdopodobienstwa'*

Wlll’l{ﬂ] n.

e

23 e

dla n,n,=0,12,.., 11,12,112 >0.

13 Zalezno$¢ mi¢dzy zmiennymi losowymi okreslajacymi prawdopodobienstwa przejscia
w taficuchu Markowa mozna wprowadzié¢, wykorzystujac funkcje kopula. Takie podejscie
w odniesieniu do ubezpieczen na zycie wielu oséb modelowanych z wykorzystaniem tancu-
chow Markowa zastosowano w pracy: K. Gala, Analiza ubezpieczen dla wielu oséb z wyko-
rzystaniem funkcji copula, ,Prace Naukowe” Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroclawiu,
nr 312, Wroctaw 2013, s. 50-66.

14 Dwuwymiarowy rozklad Poissona mozna uogélni¢ na wigkszg liczbe wymiardéw.
Por. np. N.L. Johnson, S. Kotz, N. Balakrishnan, Discrete Multivariate Distributions,
J. Wiley & Sons Inc., New York 1995, s. 139.
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Sil¢ zaleznosci migdzy zmiennymi N, N, mozna okresli¢ za pomocg wsp6l-
czynnika korelacji réwnego

A

p(Nl,Nz)z\/( 12 :

A, +/112)(12 +112)

Jezeli w modelu chcemy uwzglednic efekt wzmozonej ostroznos$ci po szkodzie,
to mozemy przyjaé, ze rozklady zmiennych losowych K|, K, K, sa uogélnionymi
rozktadami Poissona GPoiss(ll, 191), GPoiss(lz,ﬁz), GPoiss(llz,ﬁlz).

Moéwimy, ze zmienna losowa N ma rozktad uogélniony Poissona, gdy funkcja
rozktadu prawdopodobienstwa jest postaci

A(avnw)”
Pr(N = n) = —t: e

dla n=0,1,2,..., 1>0, 0<9<1. Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej N
sg odpowiednio réwne

A A
E(N):—l_ﬂ , E(N)= -

(1-9)
Jezeli zmienne losowe K|, K,,K , s3 niezalezne i maja rozktady GPoiss()»l,é‘1 )
GPoiss(lz,ﬂz), GPoiss(lu,l‘}lz), to méwimy, ze wektor (N1'Nz) ma dwuwymia-
rowy uogdlniony rozktad Poissona' o funkcji rozktadu prawdopodobienstwal®

_ _ _ _(Z'l+}“2+)”12+191”1+192n2)
Pr(N1 =n,N, = ”2)— AAA e

17727712

dla n,m,=0,1,2,..., 4,4, >0, 0<9 <1, 0<0, <1, 0<0_ <.
Sile zaleznosci migdzy zmiennymi N, N, mozna okresli¢ za pomocg wsp6t-
czynnika korelacji réwnego

15 Por. np. N.L. Johnson, S. Kotz, N. Balakrishnan, op.cit., s. 133.

16 Dwuwymiarowy uogélniony rozktad Poissona mozna uogdélni¢ na wigksza liczbe wymia-
réw. Por. np. R. Vernic, A Multivariate Generalization of the Generalized Poisson Distribution,
,ASTIN Bulletin” 2000, vol. 30, no. 1, s. 57-67.
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Cov(N N)
\/Var Var ) I

gdzie COV(Nl,N2)=#3, Var(Ni)z L T+ 12 -, 1=1,2.
(1_1912) (l_ﬂi) (1_1912)

Przyklad 3.

1. Rozpatrzmy systemy BM odpowiednio SBM (E,rg,.A,N I ) g,h=12o0iden-
tycznych stanach i regutach przejscia (oznaczonych —1/4+2) okres$lonych
w tabeli 5, o stanach poczatkowych odpowiednio, gdy g=1 stanie o nu-
merze 1 i gdy g=2 stanie o numerze 2, wektorach mnoznikéw sktadek
n=[05 10, 15 2,0, 25 3,0],=[05 075 10, 15 20, 2,5]

Tabela 5. Reguly przejscia systemu bonus-malus -1/+2 (i =1,2)

Liczba szkéd w okresie N,
Klasa Liq 0 1 =2
Klasa L,
5 4 5
4 3 5 5
3 2 5 5
2 1 4 5
1 0 3 5
0 0 2 4

Zrodlo: opracowanie wilasne.

Przyjmijmy, ze gdy h=1, N =N, ~ Poiss(O,Z) oraz gdy h=2, N, =N, ~
~ Poiss(O, 1 5). Wybrane charakterystyki rozpatrywanych systeméw zostaty przed-
stawione w tabeli 6.

Tabela 6. Srednia stacjonarna skladka i stacjonarna warto$é RSAL dla wybranych
systeméw BM

System BM 7 RSAL
SBM(L, %, A,N,) 1,037 0,215
SBM(L,r,,A,N,) 0,723 0,112
SBM(L,1, AN, ) 0,862 0,145
SBM(L,1,, AN, ) 0,846 0,173

Zroédlo: opracowanie wlasne.
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2. Przyjmijmy, ze tgczymy systemy BM SBM(E r, AN )1 SBM([, r A, N, )
gdzie h,h,,g,g, moga przyjmowaé wartosci 1, 2 Wybrane charakterystyk1
rozpatrywanych systemow przy réznych zatozeniach odnosnie do rozktadu
wektora losowego N _,N, . zostaly przedstawione w tabeli 7. Jako kryterium

taczenia wektoréw mnozmkow sktadek przyjeto funkcje o7, .
,j=0,1,...,5.

=maxyr, ,1,

’h; hi’ " hyj

Tabela 7. Srednia stacjonarna skladka i stacjonarna warto$é RSAL dla wybranych
zlaczonych systeméw BM

RSAL

|

Wariant System 1 System 2 (N o N, )

1| SBM(L,r, AN,) | SBM(L,r,, A,N,) | NN, -niezalezne | 1,177 | 0,271

1ty

2 | SBM(Lr,AN,) | SBM(L,r, AN,) | N,N, —niezalezne | 1404 | 0,361
3 | SBM(L,r,A,N,) | SBM(L,5,, AN,) | NN, —niezalezne | 1,025 | 0,210
4 SBM(L,r,A,N,) | SBM(L,r,, A,N,) | NN, —niezalezne | 1278 | 0,311
N =K +K,
5 | sBM(Lr,AN,) | SBM(L,r, AN ook 1,037 | 0,215
(£ AN (€ AN,) 2,=0,05, ’ '
A,=0,15

Zrédlo: opracowanie wilasne.

Warianty 2, 4 i 5 moga by¢ interpretowane jako warianty z wydtuzona do
2 lat pamiecig systemu bonus-malus (faficuchy Markowa dwukrotnie wigzane)
w odniesieniu do pojedynczego ubezpieczonego. SBM (E, r, AN 1) mozna trak-
towac jako system odnoszacy sie do okresu poprzedzajacego o dwa okresy
moment analizy, natomiast SBM (E,rI,A, NZ) jako system odnoszacy sie do
okresu bezposrednio poprzedzajacego ten moment. Wariant 2 opisuje sytuacje,
gdy przyjmuje sig, ze Srednia czesto$¢ szkdd jest stata i nie zmienia si¢ z okresu
na okres. W wariancie 4 zaklada si¢, ze wiedza na temat Sredniej czestosci
szkéd jest pelniejsza dla okreséw wezesniejszych (4, > 4,), ale uzyskiwana jest
niezaleznie. Z kolei w wariancie 5 przyjmuje sie¢ pewien mechanizm (niezmienny
w czasie) ustalania si¢ ostatecznej warto$ci $redniej czestosci szkéd powodu-
jacy wystagpienie zalezno$ci (zwigzanej z tzw. rozwojem szkéd w czasie) miedzy
zmiennymi okres$lajgcymi liczbe szkéd w poszczegblnych okresach.

3. Przyjmijmy dalej, ze tgczeniu podlegajg systemy BM SBM(E,:‘I,A,NI)
i SBM(L, 1,
najwicksza, najmniejsza, $Srednia oraz iloczyn. Rozklad wektora zmiennych

AN ) Funkcja go(-,-) jest okre$lona jako suma wartosci, warto$é
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losowych (NI,NZ) jest rozktadem dwuwymiarowym Poissona, gdzie N, =K +K,,,
N, =K, + K, oraz parametry rozkladéw zmiennych K ,K,,K,, spetniajg warunki
A +2,=020, 4, +4,=0,15. Srednia stacjonarna sktadka w zaleznos$ci od kore-
lacji miedzy zmiennymi N, N, oraz postaci funkcji (p() zostala przedstawiona
na rysunku 1, natomiast na rysunku 2 zaprezentowano stacjonarne wartosci
RSAL dla analizowanych przypadkéw.

1,90
L0 ==
1,50 — — Ssuma
o 1’30.._ — ... max.
1,10 e ——— —_—— — — . — min.
0,90 == — - __::_::;_,_._,-=-::'::’:: - ___ ¢rednia
070 T i — _—— e iloczyn
050 -
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00
pWN,N))

Rysunek 1. Srednia stacjonarna skladka w zaleznosci od korelacji miedzy zmiennymi

NI,N2 oraz funkgji o(.,.)

Zrédlo: opracowanie wlasne.

0,300
0,250 e B
0,200 — — suma
=
— ... max.
g:? 0,150
— . — min.
o100 S .
-------------- ST = - — - $rednia
0050 .- —" " iloczyn
0,000
0,000 0,200 0,400 0,600 0,800 1,000
pIN,N,)

Rysunek 2. Stacjonarna warto$¢é RSAL w zaleznosci od korelacji miedzy zmiennymi
N,, N, oraz funkcji o(.,.)"

Zrédlo: opracowanie wilasne.

17 Linie wykresu dla funkcji suma i $rednia pokrywajg sig, co jest bezposrednig konse-
kwencja definicji wskaznika RSAL.
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Przedstawione na rysunkach 1 i 2 wyniki obliczen pokazujg, ze zaleznosé
migdzy zmiennymi N,, N, oraz posta¢ funkcji ¢ majg wplyw na $rednig sktadke
stacjonarng oraz warto$ci RSAL. Oznacza to, ze wybierajac postaé¢ funkcji ¢
i przyjmujgc w analizach zatozenie o niezaleznosci zmiennych losowych N, N_,
zaklad ubezpieczenn moze zagwarantowac sobie pozycje neutralng wobec ryzyka
wynikajgcego z wystepowania zalezno$ci miedzy tymi zmiennymi (w przypadku
funkcji suma i $rednia), zmniejszy¢ ekspozycje na ryzyko (w przypadku funkcji
maksimum) i zwiekszy¢ ekspozycje (w przypadku funkcji minimum i iloczynu).

4.2. Agregacja systemow BM

W przypadku, gdy ubezpieczenie obejmuje wiele obiektéw i sktadka jest
kalkulowana dla réznych obiektéw przy wykorzystaniu ré6znych systeméw BM,
mozna taczy¢ systemy, jak to pokazano w poprzednim podpunkcie. Czasami
z réznych wzgledéw, np. marketingowych lub na relacje z klientem, istnieje po-
trzeba prezentowania mniej rozbudowanej wersji systemu BM. Mozna to uzyska¢,
korzystajac z operacji agregacji sytemu BM. Lancuch Markowa wykorzystywany
do modelowania zagregowanego systemu BM mozna traktowaé jako uogdlnienie
grupowego tancucha Markowa's.

Rozpatrzmy system BM SBM (E,r,l'[(l),N ) Dokonajmy zupelnego rozlqaccz—
nego podziatu przestrzeni £ na podzbiory L, L,..L, takie, ze = UZ;]

j=0
ZimL_i:Z dla i#j, i,j

j=0,1,2,...,q. Podziat taki pozwala na okreslenie nowej
przestrzeni stanéw L = {Z_,

Z_,,...,Z_q}, gdzie Z:L_l

Macierz A = [a.}}( o) nazywamy macierzg agregacji wzgledem podziatu
U J(g+1)x(s+
Ly, L,,.... L, przestrzeni stanéw L wtedy i tylko wtedy, gdy
1, gdy Zi e Zi’
i 0, gdy Z]. er.

Macierz A jest wiec macierza o elementach réwnych 0 lub 1 z jedna jedynkg
w kazdej kolumnie.

18 Grupowe tancuchy Markowa (ang. grouped Markov chains lub lumped Markov chains)
omoéwiono np. w pracach: J.G. Kemeny, J.L. Snell, op.cit., s. 123-140; M. Iosifescu, op.cit.,
s. 162-169.
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Definicja 4. Zagregowanym systemem BM przy zupelnym i roztgcznym po-
dziale przestrzeni £ na £ (przy macierzy agregacji A ) nazywamy system BM

SBM(Z,r,,11,(2),N),
A A

gdzie r =rAT(AAT)71, I (l)=[ADiagI:n'(/l):IATT[ADiag[n(l)]H(l)AT]

. : 0, gdyi#j,
Diag[x()]=[d, . edse 4, = 7 (4), edy i=j

-1
Macierz [ADiag[n(l)JATJ istnieje, gdy elementy wektora n'(/l) sg dodatnie.
W zagregowanym systemie BM rozklad stacjonarny jest réwny

m,(1)=(2)A7(AAT) . (7)

Srednia skladka stacjonarna dla zagregowanego systemu BM jest réwna

Natomiast wskaznik RSAL stacjonarny jest postaci

A —mm{er,...,rAq}

RSAL:max{r r }—min{r r }

A0’ ag A0’ aq

Przyklad 4. Rozpatrzmy zlgczenia systeméw BM opisanych w punkcie 3
przyktadu 3, czyli SBM (El ©) EZ,VICI)(go)rZ,.A1 © .AZ,(NI,N2 )) gdzie wektor losowy
(N 1,NZ) ma dwuwymiarowy rozktad Poissona. Otrzymany system jest systemem
0 36 stanach. Dokonajmy agregacji tego systemu w taki sposéb, aby do jednego
zagregowanego stanu nalezaly te stany, dla ktérych elementy wektora mnozni-
kéw sktadek sg réwne przy lgczeniu otrzymanym przy funkcji ¢ maksimum.
SBM(Z,rA,HA (l),N) jest w tym przypadku systemem o 7 stanach. Srednia
stacjonarna sktadka w zaleznosci od korelacji migdzy zmiennymi N,,N, oraz
postaci funkcji (p() wykorzystywanej do taczenia systeméw BM przy stalej
macierzy agregacji zostala przedstawiona na rysunku 3, natomiast na rysunku 4
zaprezentowano stacjonarne warto$ci RSAL dla rozpatrywanych przypadkéw.

Wyniki obliczen przedstawione na rysunkach 3 i 4 pokazuja, ze wzrost sity za-
lezno$ci miedzy zmiennymi N ,N, mierzonej wspélczynnikiem korelacji wptywa
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na zmniejszanie sie $redniej sktadki stacjonarnej oraz wartosci wspélczynnika
RSAL, co powinno by¢ uwzgledniane przez ubezpieczycieli przy ocenie ryzyka.

1,70
1,50 — — suma
1,30 — .. -max.
< e — L
I~" 1,10 ~=eecd T2 T2 T —— .
___________________ = — . —min.

0,90 e e -z

| (P — — — $rednia
0,70 s e Do
050 == iloczyn

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00
p(N,N; )

Rysunek 3. Srednia stacjonarna skladka dla zagregowanego systemu BM w zaleznosci
od korelacji migdzy zmiennymi V|, N, oraz funkcji o(.,.)

Zrédlo: opracowanie wilasne.

0,310
0,290
0,270
0,250 — — suma

~ T =TT —_- .

< 0,230 == max

[¥)) L T ] .

& 0,210 S — . —min.
0,190 ~§"“—--_____ - = = $rednia
o170 iloczyn
0,150

0,000 0,200 0,400 0,600 0,800 1,000

p(NllNZ )

Rysunek 4. Stacjonarna warto$¢ RSAL dla zagregowanego systemu BM w zaleznosci
od korelacji miedzy zmiennymi N, N, oraz funkgji ¢(.,.)"

Zro6dlo: opracowanie wlasne.

19 Linie wykresu dla funkcji suma i $rednia pokrywaja sig, co jest bezposrednig konse-
kwencja definicji wskaznika RSAL.
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Czesto konieczna jest analiza systeméw BM w krétszym okresie, zanim
tancuch Markowa osiggnie stan zblizony do stanu stacjonarnego. O ile przy
taczeniu systeméw BM, przy zalozeniu niezmienno$ci w czasie parametréow
rozktadéw liczby szkéd, otrzymuje sie jednorodne tancuchy Markowa, o tyle
przy agregacji taka sytuacja nie ma miejsca. Konieczne jest wiec okre§lanie
macierzy przejécia dla kazdego okresu [t—l,t), o numerze okresu t=1,...,7T
poprzedzajacego moment analizy 7.

Definicja 5. Zagregowanym w momencie ¢ systemem BM przy zupelnym
i rozlacznym podziale przestrzeni £ na £ (przy macierzy agregacji A) nazy-
wamy system BM

SBM(LZ,r,, 1, (1),N),

gdzie r, =rA" (AAT )_1 ,
11, (1) =[ ADiag[z, (1)]A" | [ ADiag[ =, (2)]mi(2)a"],

. ‘ 0, gdy i#j,
Diag [”1-1(/1)} - [dii :|(s+1)><(s+1), gdze dii - T (/l), gdy i=]j.

Macierz [ADiag[ﬂz—l (l)]AT } - [j” ](q“)x(q“)

jest macierza diagonalnag o ele-

mentach nieujemnych.
Macierz [ADiag[ﬂt_I (}L)]AT T‘ _ |:ADiag|:”z—1 (l)]AT ]71 s c?ii >0, dla

i=0,1,...,q albo jest r6wna macierzy diagonalnej o elementach réwnych 1/ &ii,
gdy d:,l. >0 i pozostatych elementach réwnych 0.

W zagregowanym w momencie ¢ systemie BM rozklad wedlug stanéw
okresla wektor prawdopodobienstw postaci

7, ()= nA(H)(/l)nm(/l). (8)

Srednia sktadka biezaca w momencie ¢ dla zagregowanego systemu BM jest
réwna

=z (l)

rAt A" A

Natomiast wskaznik RSAL biezacy w momencie ¢ jest zdefiniowany jako
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rAt—mm{rAO,...,rAq}

max{rAO,...,rAq}—min{rAO,...,rAq}

Przyklad 5. Rozpatrzmy zagadnienie agregacji systemu BM z punktu 3
przyktadu 3, czyli SBM(L1 @Lz,rld)((p)rz,Al @Az,(Nl,NZ)) , gdzie wektor losowy
(Nl'NZ) ma dwuwymiarowy rozktad Poissona (por. punkt 5 w tabeli 7) taki,
ze N=K+K,, N,=K_,
o rozkladach odpowiednio Poiss(0,0S) i Poiss(O,lS). Przyjmijmy dodatkowo, Ze

RSAL, =

gdzie K ,K,, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi

macierz agregacji jest ustalona tak jak w przyktadzie 4. Srednig sktadke biezaca
7, oraz warto$¢ RSAL, w momencie t=1,...,15 dla zagregowanego systemu
BM przedstawiono odpowiednio na rysunkach 5 i 6.

Po agregacji otrzymujemy, ze

7,,(4)=[0,0,1,0,0,0,0 ], r,=[0,5 0,75, 1,0, 15, 2,0, 2,5, 3,0]

oraz np.
0 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 O
0 0819 0 00,164 0 0,018
my,M=f0 0o 0 0 0o 0 o0 |
0O 0 0 0 0 0 0
0O 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0
7,,(4)=[0,0,819, 0, 0, 0,164, 0, 0,018 |,
0,819 0 0 o0l64 0 0 O
0819 0 0 o164 0 0 0
0,757 0,062 0 0 0164 0 0018
My (D) =| 0 0o 0819 0 o 0164 0819]
0 0 o 0819 o 0 0819
0 0 0 0 0819 0 0819
0 0 0 0 0 0819 0819

7,,,(4)=[0,555, 0,008, 0,119 0,146 0,075, 0,061 0,035 |.
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1,060
1,040
1,020
1,000
0,980
0,960
0,940
0,920
0,900

dnia sktadka

Sre

2

Rysunek 5. Srednia skladka biezaca 7,
systemu BM

Zroédlo: opracowanie wilasne.

0,220
0,210
0,200
0,190
0,180

2 2

warto$é wskaznika

0,170
0,160
0,150

— — $rednia

sktadka

biezaca

— - - $rednia

sktadka

stacjonarna

10 15

Y

1 stacjonarna r,

20

dla zagregowanego

— — RSALt

— -+ RSAL

10 15
t

20

Rysunek 6. Warto§¢ RSAL, oraz RSAL dla zagregowanego systemu BM

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Definicja 6. Mowimy, ze podzial przestrzeni £ na podzbiory £, E_Z,...,Er

generuje przej$cia miedzy stanami jednorodne wzgledem wektora mnoznikéw

sktadki?® (agregacja systeméw BM jest jednorodna wzgledem wektora mnoznikéow

20 Analogiczne pojecie przej$é jednorodnych wzgledem wyplat zostato zdefiniowane w re-
feracie: W. Bijak, M. De¢dys, Agregacja przestrzeni stanéw tavicuchéw Markowa w ubezpiecze-
niach na zycie wielu oséb, Ogoélnopolska Konferencja Aktuarialna w Warszawie 15-17 czerwca
2011r, http://coin.wne.uw.edu.pl/ka2011/prezentacje/bijak_dedys.pdf (dostep: 04.02.2015).
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sktadki) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych i,j,i=0,1,2,...,q, j=0,1,2,...,s,
jezeli a,=1tor, =r.

Jezeli system BM powstal w wyniku zlgczenia dwéch systeméw BM, to agre-
gacje jednorodna wzgledem wektora mnoznikéw sktadki mozemy traktowac jako
operacje odwrotng do zlaczenia. Na rysunkach 1 i 3 linie obrazujace Srednie
stacjonarne sktadki odpowiadajgce funkcji (p(.,.) maksimum pokrywajg sie,
gdyz agregacja systemu BM w przyktadzie 4 jest jednorodna wzgledem wektora
mnoznikéw sktadki.

5. Podsumowanie

Wprowadzone w poprzednich punktach niniejszej pracy dziatania na ubez-
pieczeniach, polegajace na faczeniu i agregacji systeméw BM taryfikacji a poste-
riori, pozwalajg na rozszerzenie tych systeméw na zlozone struktury obiektéw
pod wzgledem liczby obiektéw oraz zalezno$ci miedzy nimi. Sg one dogodnym
narzedziem do analizy i projektowania ubezpieczen dla matych grup obiektéw,
matych flot pojazdéw, pojazdéw uzytkowanych wspdlnie przez kilka oséb. Jak
pokazuja dane UFG (por. tabele 1 i 2), takich przypadkoéw jest stosunkowo duzo
w ubezpieczeniach komunikacyjnych OC p.p.m. i AC. Praktyka funkcjonowania
polskiego rynku ubezpieczenn komunikacyjnych pokazuje, ze zaktady ubezpieczen
w procesie taryfikacji wykorzystujg dane o wieloletniej historii ubezpieczanych
podmiotéw. Jednocze$nie jednak w systemach BM wykorzystywanych przez
te zaklady jest uwzgledniana tylko historia ubezpieczenia odnoszaca si¢ do
ostatniego okresu (roku). Zaproponowane w pracy dzialania tgczenia i agregacji
pozwalajg na rozciagniecie tego okresu na wiecej lat. Umozliwiajg one réwniez
na uwzglednianie w systemach BM réznych klas szkéd.

Laczenie i agregacja systeméw BM umozliwiajg elastyczne ksztaltowanie
produktéw przez odpowiednio dobrang funkcje ¢ oraz strukture zaleznosci
miedzy istotnymi w kontek$cie systeméw BM zmiennymi losowymi. W pracy
zaproponowano wykorzystanie takich funkcji ¢ jak suma, maksimum, minimum,
Srednia, iloczyn oraz struktur zalezno$ci wynikajacych z przyjecia wielowy-
miarowych rozktadéw Poissona i wielowymiarowych uogélnionych rozktadéw
Poissona. Oczywiscie do wykorzystania sg réwniez inne funkcje ¢ oraz inne
sposoby modelowania zalezno$ci miedzy zmiennymi losowymi (np. przy wyko-
rzystaniu funkcji kopula). Laczeniu i agregacji mogg podlegaé rézne systemy
BM, tzn. systemy o réznej liczbie stanéw, réznych regutach przejscia i wektorach
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mnoznikow sktadek. Podobnie jak w przypadku ubezpieczen na zycie wielu oséb,
mozna sie pokusi¢ o definiowanie réznych odpowiednikéw statuséw zaréwno
symetrycznych, jak i niesymetrycznych. Za uzyteczno$cig zaproponowanych
narzedzi przemawia réwniez tatwosé ich zastosowania w praktyce dziatania
zakladéw ubezpieczen.

Poza zakresem niniejszej pracy pozostato wiele interesujacych zagadnien,
takich jak np. analiza problemu taknienia znizek w grupie os6b objetych jed-
nym ubezpieczeniem, okreslenie sposobéw pomiaru efektywnosci zlagczonych
lub zagregowanych systeméw BM, wyznaczania dla tych systeméw wektoréw
mnoznikéw sktadek.
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Merging and aggregation of bonus-malus
systems in automobile insurance

Summary

The common practice in automobile insurance (third party liability and comprehen-
sive coverage) is to apply bonus-malus (BM) systems in tariff building. The premium
for the insured is defined, among others, on the basis of their claim history. In order
to describe BM systems, it is common to use Markov chains, constructed for a single
insured person. This work presents a concept of using operations on BM systems
to design insurance products for multiple individuals or insurance products where
risk is associated with multiple individuals or vehicles. Two operations are presen-
ted: merging and aggregation of BM systems. Merging helps to develop an insurance
that would cover ever more numerous groups of insured persons or exposure units
whereas aggregation helps to treat a particular group as a separate exposure entity
(status) exposed to risk in the context of insurance.

Insurance with time measured in a discrete way is considered here. An assumption
was made that in the case of insurance covering multiple individuals or vehicles, the
considered random variables which determine the number of losses are either sto-
chastically independent or have a multivariate Poisson distribution or a multivariate
generalised Poisson distribution.

Keywords: automobile insurance, bonus-malus systems, merging, aggregation,
Markov chains, multivariate Poisson distribution, multivariate generalised Poisson
distribution



