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Streszczenie

Systemy bonus-malus sg powszechnie stosowanym na rynku ubezpieczen ko-
munikacyjnych narzedziem stuzgcym do indywidualnej oceny ryzyka na podstawie
historii szkodowej ubezpieczonego. Mimo ich wielu zalet, w literaturze aktuarialnej
mozna spotkaé rézne propozycje ich modyfikacji, majace na celu lepsza ocene ryzyka
lub poprawe sytuacji finansowej ubezpieczyciela. Jednoczesnie brakuje propozycji
uwzgledniajacych potencjalne korzysci dla ubezpieczonych. Fakt ten pokazuje, Ze jest
w tym obszarze miejsce na udoskonalenie funkcjonujacych w praktyce rozwigzan.

Praca jest poswiecona modyfikacji klasycznego systemu bonus-malus polegajacej
na tym, ze na koncu okresu ubezpieczenia w zalezno$ci od liczby zgloszonych szkéd
nastepuje korekta wysokosci naleznej sktadki — doptata przez ubezpieczonego lub
zwrot jej okresSlonej czeSci przez ubezpieczyciela. W pracy zostala podjeta proba
odpowiedzi na pytanie, jak w takim systemie mogg by¢ ustalane wysokos$¢ sktadki
poczatkowej oraz wspétczynniki korygujace. Do realizacji tego celu przyjeto model
odwolujacy sie do statystyki bayesowskiej i teorii tancuché6w Markowa, a parametry
systemu wyznaczono jako rozwigzanie pewnego zadania optymalizacji. Zbadane
zostaly réwniez wlasnosci otrzymanych w ten sposéb wspoétczynnikow.

Stowa kluczowe: ubezpieczenie komunikacyjne OC i AC, system bonus-malus,
taficuch Markowa, mnoznik sktadki, mnoznik sktadki z korektg na koniec okresu
ubezpieczenia
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1. Wstep

Systemy bonus-malus sg powszechnie stosowane na rynku ubezpieczen
komunikacyjnych do oceny ryzyka na podstawie historii szkodowej ubezpie-
czonego (ang. experience rating). Wskazuje sie zwykle, ze ich wprowadzenie
pozwala na realizacje dwéch podstawowych celéw - lepsza ocene ryzyka (podziat
na jednorodne pod wzgledem ryzyka klasy ubezpieczonych) oraz wzmocnienie
efektu prewencyjnego ubezpieczen.

W literaturze aktuarialnej podkresla sie fakt, ze systemy bonus-malus sto-
sowane w praktyce maja pewne wady, m.in. nie uwzgledniajg w taryfikacji
wysokosci zgloszonych szkdd, a jedynie ich liczbe, a ponadto ubezpieczony
po zgloszeniu szkody moze zmieni¢ zaktad ubezpieczen, aby unikngé przyszlych
zwyzek sktadki. Jako czeSciowe rozwigzanie tych probleméw J. Holtan propo-
nuje wprowadzenie franszyzy redukcyjnej (ang. deductible) z wysokim limitem,
wspolnym dla wszystkich ubezpieczonych!, natomiast S. Pitrebois, J.F. Walhin
i M. Denuit postulujg, by limit ten zalezat od klasy taryfowej, w ktérej znajduje
sie ubezpieczony?. Tego rodzaju rozwazania pokazujg, ze pozadane mogg by¢
dalsze modyfikacje systemu bonus-malus, majace na celu poprawe sytuaciji fi-
nansowej ubezpieczyciela badz uczynienie go bardziej atrakcyjnym dla klienta.

W niniejszej pracy rozwazymy system bonus-malus z mechanizmem korekty
sktadki. W takim systemie ubezpieczajacy placi cze¢s¢ sktadki na poczatku okresu
obowigzywania umowy ubezpieczenia, a na koncu tego okresu w zaleznosci
od liczby zgloszonych szkdd nastepuje korekta sktadki — doptata lub zwrot jej
okreslonej czesci.

Zaproponowane modyfikacje majg na celu wzmocnienie prewencyjnej funkcji
systemu. W standardowym systemie, umozliwiajacym przeprowadzanie taryfi-
kacji a posteriori, uwzglednia si¢ histori¢ szkodowa z ustalonej liczby okreséw.
W momencie zawierania ubezpieczenia ubezpieczajacy nie ma wiec wpltywu
na to, co sie wydarzylo. W proponowanym modelu ubezpieczony ma wplyw
przez swoje zachowanie na drodze przez caly okres ubezpieczenia na to, jakg
ostatecznie zaplaci sktadke. Wydaje sie, ze moze to stanowi¢ silny bodziec do
wzmocnienia prewencyjnej funkcji systemu bonus-malus.

1 J. Holtan, Bonus made easy, ,Astin Bulletin” 1994, vol. 24, no. 1, s. 61-74.
2 S. Pitrebois, J.F. Walhin, M. Denuit, Bonus-Malus Systems with Varying Deductibles,
,Astin Bulletin” 2005, vol. 35, no. 1, s. 261-274.
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Dodatkowym efektem proponowanych modyfikacji moze by¢ zmiana po-
dejscia do ubezpieczenia OC posiadacza pojazdu lub AC. Czesto przez ubezpie-
czonych wyrazany jest poglad, Ze ktos, kto sie ubezpiecza od wielu lat i nie ma
szkody, nie ma zadnego pozytku z ubezpieczenia. Ubezpieczenie jest traktowane
w tym przypadku jak kazdy inny produkt finansowy majacy przynie$¢ wymierne
korzysci, natomiast bezpieczefistwo finansowe moze nie byé w ten sposéb po-
strzegane przez ubezpieczonych. Zaproponowane w pracy modyfikacje systemu
bonus-malus mogg — przez wplyw na zachowanie kierowcéw w okresie objetym
ochrong ubezpieczeniowg — przyniesé im dodatkowy zysk w postaci zwrotu
czedci sktadki w przypadku braku szkéd lub dodatkowy koszt w formie doptaty
sktadki w przypadku wystapienia szkod.

System bonus-malus z korektg sktadki moze by¢ alternatywa dla systemoéw
$ledzgcych zachowanie kierowcéw na drodze w celu oceny ryzyka (ang. Usage-
-Based Insurance — UBI) w sytuacji, gdy posiadacz (kierowca) nie godzi sie
na daleko idacg ingerencje zaktadu ubezpieczenn w swojg prywatno$é. Na koniec
okresu nastepuje zbiorcza ocena przebiegu ubezpieczenia i wycena konsekwencji
zaistnialych zdarzen w formie zwrotu lub doptaty sktadki.

2. System bonus-malus — model matematyczny

W niniejszej pracy bedziemy wykorzystywaé matematyczny model systemu
bonus-malus odwotujgcy sie do aktuarialnej teorii wiarygodnosci (ang. credibility
theory) oraz teorii lancuchéw Markowa. Przyjmujemy nastepujace zalozenia
dotyczace procesu zgtaszania szkdd:
(P1) portfel zaktadu ubezpieczen sktada sie z M uméw ubezpieczenia;
(P2) i-ty ubezpieczony opisany jest przez ciggi N, = (@i,N“,NiZ,...) oraz X, =
= (Xl_(ll),Xl.(lz),...,Xi(zl),Xi(Zz),...) dla i=1,2,...,M, gdzie N, oznacza liczbg szkod
zgloszonych w okresie [t - l,t), O, wyraza indywidualng sktonno$¢ do ry-
zyka i-tego ubezpieczonego, a Xi[’ jest wysokoScig j -tej szkody zgloszonej
przez i-tego ubezpieczonego w okresie [t—l,t); taczna wartosé szkod
Nil

dla i -tego ubezpieczonego jest wiec réwna S, = Xi(li), przy czym S =0
j=1

gdy N, =0;

(P3) ciagi N, oraz X, sa stochastycznie niezalezne dla kazdego i=1,...,M,
apary (N, X,)sa niezalezne dla réznych i; zaktadamy ponadto, ze zmienne
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losowe XU/ majg ten sam rozkltad oraz ExV) = u; przy tych zalozeniach

mamy E(S,)= B(N, )B(x) = (N, ); ’

(P4) zmienne losowe O, sg niezalezne i maja ten sam rozktad dany dystrybu-
antg F,; najczesciej zaklada sig, ze jest to rozklad ciagly o gestosci f,,
skoncentrowany na pétosi dodatniej, np. gamma, logarytmiczno-normalny
badz odwrotny gaussowski; zaktadamy dodatkowo, ze EO, =1;

(P5) przy ustalonym ©, =0, zmienne N, sg stochastycznie niezalezne i majg
rozktad Poissona z parametrem A 6, oznaczany dalej Poiss(litei); wynika
stad, ze rozklad bezwarunkowy zmiennych losowych N jest rozkladem
mieszanym Poissona; warto$¢ parametru A, odzwierciedla wptyw obser-
wowalnych czynnikéw (takich jak np. wiek i pte¢ ubezpieczonego czy moc
silnika pojazdu) na czesto$¢ szkéd i moze byé oszacowana na podstawie
odpowiedniego modelu statystycznego — jest to tzw. taryfikacja a priori;

zwréémy uwage na to, ze przy przyjetych zatozeniach mamy:

E(Sit| 0. = 9) B E(Nitl 0, = H)E(Xi(rl)l 0= 9) B e;titE(X(l))

it

E(S,) B(N, )2 (x)) -~ ,8(x) -7

Warto$¢ parametru ©, mozna zatem interpretowac jako indywidualng sktonnos¢
do ryzyka i -tego ubezpieczonego odniesiong do czestosci jego szkod okreslonej
na podstawie taryfikacji a priori. Uzasadnione jest to tym, ze nawet po uwzgled-
nieniu w procesie oceny ryzyka wielu cech obserwowalnych utworzone w ten
sposéb klasy taryfowe cechujg sie pewng niejednorodnoscig. W dalszych roz-
wazaniach dla uproszczenia zapisu przyjmiemy, ze 4, =1 dla kazdego i orazz.

Model spetniajacy powyzsze zalozenia bedziemy nazywaé poissonowskim mo-
delem wiarygodnosci (ang. Poisson credibility model — PCM). Na podstawie tego
modelu, stosujac metody statystyki bayesowskiej, mozna wyznaczy¢ wysokosé
sktadki jako funkcje liczby szkéd zgloszonych w przesztosci przez ubezpieczo-
nego. Podejscie to cechuje sie jednak duzg ztozonos$cig matematyczng, wiec moze
nie by¢ pozadane w kontek$cie budowania relacji z klientem. Z tego wzgledu
w praktyce stosuje sie czesto tatwiejsze w implementacji systemy bonus-malus.

W systemie bonus-malus kierowca bez historii ubezpieczeniowej w mo-
mencie zawarcia pierwszej umowy placi sktadke bazowa, najczesciej zalezng
od zastosowanej metody taryfikacji a priori. W kolejnych latach, w rocznice
umowy, kierowca jest zaliczany do jednej z klas taryfowych, przy czym kazdej
klasie odpowiada okreslony mnoznik skladki (ang. relativity), tj. wspélczyn-
nik korygujacy sktadke bazowa w zaleznos$ci od historii szkodowej kierowcy.
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Przej$cia pomiedzy klasami odbywaja sie wedtug okreslonych regut i zalezg od

liczby szkdd zgtoszonych w ciggu okresu objetego umowg ubezpieczenia. For-

malnie systemem bonus-malus (dalej rowniez SBM) bedziemy nazywac system

indywidualnej oceny ryzyka okreslony przez nastepujace elementy?:

(SBM 1) s+1 klas taryfowych tworzacych zbiér £ = {Os} przy czym zglo-
szenie szkody skutkuje przypisaniem do klasy o wyzszym numerze;

(SBM 2) wektor stawek sktadki r= (ro,...,rs), nazywany taryfg bonus-malus;
przy przyjetej numeracji klas zachodzi ra 2T dla j=0,...,s—1;

(SBM 3) klase startowa, ZO, najczesciej taka, ze ro=1

(SBM 4) reguly przejscia, ktére okreslajg obecrolac klase taryfowg kierowcy
na podstawie jego klasy taryfowej w poprzednim okresie oraz liczby
zgloszonych w tym czasie szkéd; przejscia te mozna reprezentowacd
za pomoca macierzy T(k) = [ti/. (k)](m)(m)’ gdzie t (k) =1, jesli po zgto-

szeniu k szkéd ubezpieczony przechodzi z klasy i do klasy j, oraz 0
w przeciwnym przypadku; w konsekwencji macierze T (k) dla dowol-
nego k=0,1,... sg macierzami zero-jedynkowymi o dokladnie jednym
niezerowym elemencie w kazdym wierszu.

Opisana powyzej konstrukcja SBM oraz przyjety model powstawania szkéd
pozwalajg wykorzysta¢ w analizie teorie tancuchéw Markowa®. Dla ustalonej
warto$ci parametru ryzyka © =6 zmienne losowe N,N,,..., opisujace liczbe
szkéd w kolejnych okresach, sg niezalezne i maja rozktad Poiss(le). Klasy
taryfowe zajmowane przez ubezpieczonego w kolejnych okresach oznaczamy
przez L, izgodnie z konstrukcjg systemu sg one dla kazdego ¢ zwigzane relacjg

T, (NM) =1. Oznacza to, ze do wyznaczenia klasy taryfowej w kolejnym okresie

(aas!

wystarczy znaé klase biezaca oraz liczbe szkéd w biezacym okresie. W konse-
kwencji wobec warunkowej niezaleznosci liczby szkéd w kolejnych okresach
proces stochastyczny {LI,LZ,...} opisujacy klase taryfowg ubezpieczonego jest
(warunkowym) tancuchem Markowa o przestrzeni stanéw S= {O,...,s}. Dla
dowolnych klas £, [,
do klasy /, mozemy wyznaczy¢ ze wzoru

I, e £ prawdopodobienstwo przejicia laficucha z klasy [

3 Zob. np. J. Lemaire, Bonus-Malus Systems in Automobile Insurance, Kluwer Academic
Publishers, Boston 1995.

4 Wprowadzenie do tancuchéw Markowa mozna znalezé w pracach: J.G. Kemeny,
J.L. Snell, Finite Markov Chains, Van Nostrand, Princeton 1960; M. Iosifescu, Skoriczone
procesy Markowa i ich zastosowania, PWN, Warszawa 1988.
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oo

p,, (0)=P(L, =LIL=1,0=0)=Yp, (e)z% (7). 1)

j=0

gdzie p (8)=P(N

t+1

=j|© =0). Macierz przej$cia mozna zapisac jako
w(6)- 7 6)7(7) @

Oznaczajac przez e, wierszowy wektor o s+1 wspéirzednych 1 na miejscu /;
i 0 na pozostalych wspétrzednych, rozktady zmiennych L, mozna wyznaczy¢
ze wzoru

2" (6)=e,[ M(6)] , 3)

gdzie g (9) = (n(()k) (9),...,7[@ (9)) oraz ﬂgk) (0) =P(L =1|0=0).

Najczesciej reguly przejécia sa okreslone w taki sposéb, ze w odpowiednio
dltugim czasie mozliwe jest przejScie miedzy dowolnymi klasami systemu, dzieki
czemu badany tancuch Markowa jest nieprzywiedlny. Ponadto ubezpieczeni
w najlepszej klasie taryfowej pozostajg w niej po bezszkodowym roku, co impli-
kuje nieokresowos¢ tancucha, tj. istnienie takiej liczby 7, Ze macierze (M (9))n
majg dla n>n, wszystkie elementy $cisle dodatnie. Dzigki temu tanicuch jest
ergodyczny i jego rozklady bezwarunkowe sg zbiezne do rozktadu stacjonarnego

opisanego wektorem

7(6)=(7,(6).....z, (6)) = lim=" (6),
ktéry mozna wyznaczyé ze wzoru®
ﬂ(9)=e(I—M(0)+E)_1, “
gdzie e oznacza (s + 1) -wymiarowy wektor o wszystkich wspétrzednych réwnych

1, I jest macierza jednostkowag wymiaru (s + 1)(5 + 1), a E to macierz wymiaru
(s + 1)(5 + 1) zlozona z jedynek.

5 T Rolski, H. Schimdli, V. Schmidt, J. Teugels, Stochastic Processes for Insurance and Fi-
nance, Wiley, New York 1999, s. 288.
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3. System bonus-malus z korektg sktadki

Rozwazymy teraz system bonus-malus, w ktérym sktadka jest ptacona
w dwdch ratach — na poczatku oraz na koncu okresu obowigzywania umowy
ubezpieczenia. Pierwsza rata, ptatna na poczatku okresu, bedzie zalezeé¢ od
klasy taryfowej systemu bonus-malus, w ktérej znajduje sie ubezpieczony. Z kolei
wysoko$¢ drugiej raty, ptatnej na koncu okresu, moze zalezec zaréwno od klasy
taryfowej, jak i od liczby szkéd zgtoszonych przez ubezpieczonego w ciggu tego
okresu. Przedstawiony system moze by¢ wiec postrzegany jako uproszczona
implementacja koncepcji pay-as-you-drive, tj. taryfikacji opartej na sposobie
jazdy kierowcy w trakcie okresu ubezpieczenia.

Przejdziemy teraz do problemu wyznaczenia sktadki w tak skonstruowanym
systemie bonus-malus. Mnoznik sktadki ptaconej przez ubezpieczonego losowo
wybranego z populacji za okres [t,t+ 1), oznaczany dalej przez P_, jest postaci

By=B, (LN, )=p(L)+b(L,N,,). )
gdzie L, jest klasa SBM ubezpieczonego w momencie ¢, N, jest liczbg szkéd
zgloszong w okresie [t,t + 1) ,a pib sapewnymi funkcjami o wartosciach rze-
czywistych. Réwnanie (5) przedstawia podziat catkowitej sktadki, P_, na czes¢
platng na poczatku okresu, p(Lt ) oraz cze$¢ ptatng na koncu okresu, gdy wartosé

zmiennej losowej N , staje si¢ znana — b(Lt’NHl)' Pojawia si¢ pytanie, jakie

1
funkcje p oraz b nalezy przyja¢. W niniejszym punkcie zaproponujemy trzy
metody ich wyznaczenia przez rozwigzanie pewnego zadania optymalizacyjnego.
Pierwsza z nich, bazujaca na asymptotycznym kryterium R. Norberga®, opiera
sie na Sredniokwadratowej aproksymacji indywidualnego parametru ryzyka za
pomocg zmiennych losowych L i N . Druga metoda odwoluje si¢ do metody
V. Gilde i B. Sundta’, zawezajac dopuszczalng klase funkcji do funkcji liniowych,
natomiast w ostatniej metodzie jest rozpatrywany wariant, w ktérym wystepuje

wylacznie zwrot czesci sktadki w nagrode za bezszkodowag jazde.

6 R. Norberg, A Credibility Theory for Automobile Bonus Systems, ,Scandinavian Actuarial
Journal” 1976, vol. 36, issue 2, s. 92-107.

7 V. Gilde, B. Sundt, On Bonus Systems with Credibility Scales, ,Scandinavian Actuarial
Journal” 1989, issue 1, s. 13-22.
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3.1. Metoda | - metoda bayesowska

Z przyjetego modelu powstawania szkéd wynika, ze dla ubezpieczonego
o warto$ci parametru ryzyka 6 sprawiedliwa (w sensie warto$ci oczekiwanej)
sktadka jest réwna 6Au. Ubezpieczyciel nie zna jednak wartosci parametru 6
i bedzie zainteresowany jego estymacja na podstawie historii szkodowej danego
kierowcy lub calego portfela. R. Norberg zaproponowal, aby mnoznik sktadki,
traktowany jako zmienna losowa bedaca funkcjg klasy taryfowej zajmowanéej
w systemie bonus-malus, minimalizowal warto$¢ wyrazenia E(@— p(L[))
(tzw. blad $redniokwadratowy lub ryzyko estymatora), gdzie @ jest zmienng
losowa wyrazajaca zréznicowanie sktonnosci do ryzyka w populacji ubezpie-
czonych, a L, jest klasg taryfowa zajmowang w systemie w momencie ¢ przez
losowo wybranego ubezpieczonego®. Aby wyznaczony w ten sposéb mnoznik
sktadki nie zalezal od ¢, zaklada sie, ze system osiggnal stacjonarnosé, tzn.
IP(L[ =l|O= 0) =7, (9) . Zalozenie to przyjmiemy réwniez w niniejszej pracy.

W dalszych rozwazaniach uzyteczny bedzie nastepujacy lemat:

Lemat 3.1. Niech Y oraz X = (X1""’Xn) beda zmiennymi losowymi oraz
niech EY? < +o0. Warto$¢ wyrazenia

E(Y—'{’(X))z

jest minimalizowana w klasie rzeczywistych funkcji mierzalnych ¥ :R" - R
przez funkcje
¥ (X, X, )=E(Y|X,...,X,).

Dowdéd powyzszego lematu mozna znalez¢ w pracy H. Bithlmanna i A. Gislera®.

Przypu$émy teraz, ze zaréwno mnoznik sktadki poczatkowej, jak i mnoz-
nik sktadki catkowitej (traktowane jako funkcje zmiennych losowych L, oraz
L i N, ,, odpowiednio) sg estymatorami zmiennej losowej © o najmniejszym
bledzie sredniokwadratowym. Rozwigzanie tak postawionego problemu podaje
twierdzenie 3.2.

8 R. Norberg, op.cit., s. 96.
9 H. Bithlmann, A. Gisler, A Course in Credibility Theory and its Applications, Springer-
Verlag, Berlin-Heidelberg 2005, s. 18-19.
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Twierdzenie 3.2. Warto$¢ wyrazen

V= E(@—p(Ll))z

oraz

v, - E(@—p(Lt)—b(Lt,NHl))z
jest jednoczes$nie minimalizowana przez

phayes (Lt) = E(® | Lt) (6)

oraz

LN, )=E(6|L,N

e (Lo ) "E@]L). @)
Dowdd. Z lematu 3.1 wynika, ze warto$¢ wyrazenia V, jest minimalizowana
przez p(LZ): E(©|L ), natomiast warto$¢ wyrazenia V, osigga minimum dla
p(LI)+b(Lt,NM) = E(®| LI,NM). Stad tatwo wynika teza twierdzenia.
Zwr6¢my uwage na to, ze minimalizacja warto$ci wyrazen V, i V,, o ktérych
mowa w powyzszym twierdzeniu, jest rOwnowazna z minimalizacjg wyrazenia

v=B(e-p(L)] +E(0-p(L)-b(L.N,)), @®)

ktére mozna interpretowac nastepujaco: w pierwszym kroku na podstawie do-
stepnej informacji L, jest ustalana optymalna (w sensie sredniokwadratowym)
sktadka p(L[). Z kolei na koniec okresu ubezpieczenia nowa informacja, N,

+17

jest wykorzystywana za po$rednictwem wyrazenia b(Ll,NM) do aproksymacji

pozostalej niejednorodnosci, @ — p(LZ). Warto odnotowaé, ze minimalizacja V
jest tozsama z rozwigzaniem zadania

EH(G’ 0- p(Lz)) - (p(L[),b(L[,NM)) L — min, (9)
gdzie HH2 jest standardowa norma euklidesowa w R’. Obserwacja ta sugeruje
inne metody ustalania mnoznikéw sktadki, oparte np. na normie HH1

Przy przyjetych zatozeniach optymalne mnozniki sktadki wyrazajq sie wzo-

rami
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pbaye.s() Ioeﬂl(e) 6( )de, [=0,...,s,

Jm(6)1; (6)do

bbw(z,k)Joe”f(e)pk( )fo(6)do ~p(l) 12005 k=01,

7 (8)p.(0)1, (6)a0

gdzie pk(e) oznacza prawdopodobienstwo, ze ubezpieczony o parame-

(10)

trze ryzyka réwnym 6 zglosi w ciggu okresu k szkéd. W przypadku PCM

mamy P, (9) = exp(—/w)();j ) . W ogdélnosci powyzsze wspoédlczynniki trudno
wyznaczaé analitycznie, m.in. ze wzgledu na skomplikowang posta¢ 7@ (9)
w zwigzku z tym muszg zosta¢ wyznaczone na drodze catkowania nume-
rycznego. Zwr6émy uwage na fakt, ze wyznaczajac wspélczynniki bhay“(l,k),
mozna ograniczy¢ sie do tych k, ktére pojawiaja sie w regutach przejscia
dla rozwazanego systemu. Przyktadowo, jesli wyr6znia sie zmiane klasy ta-
ryfowej przy 0, 1 i dwoch lub wiecej szkodach, wystarczy wyznaczy¢ tylko
E(6|L=1,N=0)-E(6|L=1), B(6|L=1,N=1)-E(6|L=1) oraz E(6|L=1,N 2
> 2) - E(@| L=1 ) W takim przypadku kazdemu przej$ciu miedzy klasami zostaje
przypisana jednoznacznie wysoko$¢ korekty sktadki. Obliczenia wymagajag
wtedy odpowiedniej modyfikacji wzoru (10), polegajacej na zastapieniu dla
k >k, prawdopodobiefistwa p, (6) przez warunkowe prawdopodobienstwo, ze
ubezpieczony o parametrze ryzyka réwnym 6 zglosi k; lub wigcej szkod, gdzie
k, oznacza liczbe szkéd wyréznionych w regulach przejscia SBM.

Przejdziemy teraz do analizy wlasnos$ci mnoznikéw sktadki otrzymanych
za pomocg prezentowanej metody. Po pierwsze, SBM o tak wyznaczonych
wspélezynnikach zachowuje pozadang wlasnosé réwnowagi finansowej. Mamy
E(p(Lt )) = E(E(@|L[ )) =E® =1, co oznacza, ze indywidualne znizki i zwyzki nie
wplywaja po osiggnieciu stanu stacjonarnego na Iaczng warto$¢ sktadki zebranej
przez ubezpieczyciela. Ponadto zachodzi

E(b(L,N,,)|L)=EE(6|L,N,,)-E@|L)|L)=0,

z+1 t+1

co wynika bezposrednio z wlasnoséci warunkowej wartosci oczekiwanej. Powyz-
sza réwno$¢ oznacza, ze po osiggnieciu stanu stacjonarnego $rednia korekta
sktadki na koncu okresu jest dla kazdej klasy réwna 0.

Po drugie, mozna postulowac, aby SBM z korektg sktadki pozwalat na lepsza
(w stosunku do standardowego SBM) ocene ryzyka. Zauwazmy, ze zachodzi
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E(0-B(elL)) 2E(e-B(elL, N, )] .

Powyzsza nieréwno$¢ wynika bezposrednio z lematu 3.1 — optymalny estymator

oparty na zmiennych L oraz N, _, nie moze by¢ gorszy niz optymalny estymator

1
oparty tylko na zmiennej L,, gdyz w przeciwnym razie mozna by byto zmniej-
szy¢ blad Sredniokwadratowy, przyjmujac wyjsciowy estymator. Wynika stad,
ze mnoznik sktadki catkowitej w omawianej metodzie, réwny E(@|L1’N[+1)'
cechuje sie mniejszym btedem oceny ubezpieczonych niz mnoznik sktadki
w systemie standardowym, rowny E(@|Ll )

Po trzecie, rozsadne wydaje si¢ wymaganie, ze doptata sktadki na koncu
okresu ros$nie wraz z liczbg zgtoszonych szkdd. Jednocze$nie ubezpieczyciel
chciatby unikngé sytuacji, gdy pomimo braku szkody ubezpieczony musi wnie$é
dodatkowg sktadke na koncu okresu. Okazuje sie, ze oba postulaty sg spetnione
przy naturalnym zatozeniu, ze liczba zgloszonych szkéd ros$nie wraz z parame-
trem ryzyka © . Aby sformalizowac i udowodni¢ to stwierdzenie, przedstawimy
teraz wybrane fakty dotyczace relacji porzadku stochastycznego, natomiast
szerokie oméwienie tej tematyki mozna znalez¢é m.in. w pracach R. Kaasa i in-
nych!® oraz M. Denuita i innych!'.

Porzadkiem stochastycznym nazwiemy relacje dwuargumentowa w zbiorze
dystrybuant rozktadu prawdopodobienstwa spetniajacg warunki cze$ciowego
porzadkuy, tj. relacje zwrotna, przechodnig i antysymetryczng. W literaturze aktu-
arialnej i ekonomicznej mozna spotkaé wiele relacji porzadku stochastycznego,
natomiast w dalszej cze$ci pracy zostanie wykorzystany jeden z najpopularniej-
szych porzadkéw, a mianowicie dominacja stochastyczna pierwszego rzedu.
Powiemy, ze zmienna losowa Y dominuje stochastycznie nad zmienng losowg X,
jesli dla kazdego ¢ € R zachodzi F, (t) > Fy(t), gdzie F, i F, sa dystrybuantami
rozktadu prawdopodobienstwa zmiennych odpowiednio X i Y. Stosujemy wtedy
oznaczenie X <. Y. Relacja dominacji stochastycznej przenosi si¢ na relacje
miedzy parametrami rozkladéw badanych zmiennych, o czym moéwi nastepne
twierdzenie.

Twierdzenie 3.3. Je$li X i Y sg zmiennymi losowymi takimi, ze X = Y, to
(1) dla kazdego pe (0,1) zachodzi g, ( p) <q, ( p), gdzie g, ( p) oznacza kwantyl

rzedu p zmiennej losowej X zdefiniowany jako g, (p)=inf{xeR: F, (x) 2 ph

10 R. Kaas, M.J. Goovaerts, J. Dhaene, M. Denuit, Modern Actuarial Risk Theory, Kluwer
Academic Publishers, Dordrecht 2001.

11 M. Denuit, J. Dhaene, M. Goovaerts, R. Kaas, Actuarial Theory for Dependent Risks: Mea-
sures, Orders and Models, Wiley, New York 2005.
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(2) jesli dodatkowo X i Y sg nieujemne i calkowalne, to zachodzi EX <EY.
Dowdd powyzszych faktéw mozna znalezé w pracy M. Denuita i innych'?,
Drugim porzadkiem, ktéry zostanie wykorzystany w dalszych rozwazaniach,
jest porzadek wiarygodnosci (ang. likelihood ratio order). Zdefiniowany jest on
nast¢pujaco:
Definicja 3.2. Niech X oraz Y bedg zmiennymi losowymi o gestoSciach od-
powiednio f, i f,. Méwimy, ze Y jest wigksze niz X wedlug porzadku wiarygod-

flt
nosci wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie L (t) jest rosngce na zbiorze
X

bedacym sumag mnogos$ciowa nosnikéw zmiennych losowych X i Y. Stosujemy
wtedy oznaczenie X =, Y. W przypadku zmiennych dyskretnych przyjmujacych
wartosci w zbiorze N = {0,1,...} porzadek wiarygodnosci definiujemy analogicz-
nie, zastepujac gestosci funkcjami prawdopodobienstwa.

Nastepne twierdzenie wskazuje, ze porzadek wiarygodnosci jest mocniejszy
niz relacja dominacji stochastycznej.

Twierdzenie 3.4. Niech X i Y beda cigglymi lub dyskretnymi zmiennymi
losowymi, takimi ze X =Y. Wtedy X =, Y.

Dowdd. Podamy teraz dowdd tego faktu w przypadku dyskretnym, natomiast
dowdd w wersji cigglej mozna znalez¢ w pracy M. Denuita i innych'3. Z warunku
X =,,.Y wynika, Ze dla n,meN takich, ze m>n, zachodzi MZ py(n),

Pe(m) " py(n)

gdzie p, oraz p, oznaczajg funkcje prawdopodobienstwa odpowiednio zmien-

nych X i Y. Réwnowaznie dla m >n zachodzi p, (m)pX (n) >p, (n)pX (m)
Ustalmy teraz k € Ni zdefiniujmy zbiory A={n e N:n>k}oraz B={neN:n <k}.
Korzystajac z ostatniej nieréwnosci, otrzymujemy

[ZPY (m)]'[ZPX (”)J > (Zpy (")NZPX (M)}

meA neB neB meA

Wynika stad, ze P(Y >k)-P(X <k)2P(Y <k)-P(X >k) i w konsekwencji P(X <
< k) > IP’(Y < k). Z dowolnosci k wynika zatem, ze X = Y.

12 Tbidem, s. 108-112.
13 Ibidem, s. 129.
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Z twierdzenia 3.4 wynika w szczegdlnosci, ze dla porzadku wiarygodnosci
prawdziwa jest teza twierdzenia 3.3, tj. implikuje on odpowiednie nieréwnosci
dla kwantyli oraz warto$ci oczekiwanych.

Wréémy do analizy wlasnosci wspétezynnikéw korekty sktadki w systemie
bonus-malus. Udowodnimy teraz, ze korekta sktadki jest rosnaca funkcja liczby
zgloszonych szkéd przy zalozeniu, Ze liczba szkéd rosnie wraz z parametrem ry-
zyka @, przy czym mamy tu na mysli relacje [N| O= 0] = [N|©=0"dla 6'>0,
gdzie [N |© = 0] oznacza zmienng losowa, ktérej rozktad prawdopodobiefistwa
jest identyczny z rozktadem warunkowym zmiennej N pod warunkiem © = 6.

Twierdzenie 3.5. Rozwazmy model wiarygodnos$ci z parametrem ry-
zyka @ o rozkladzie prawdopodobienstwa danym gestoScig f oraz warun-
kowym (wzgledem parametru ryzyka) rozktadzie liczby szk6d N takim, ze
[NJ©e=6]<,,[N|0=61] dla §'>6. Niech

—LR

p(l)=E(OIL =1), 1=012,.,s

oraz

b(Lk)=E(6|L =N, =k)-E(6|L =1)

beda odpowiednio mnoznikami sktadki poczatkowej i korekty w systemie bo-
nus-malus o ustalonej macierzy przejécia. Prawdziwe sg wtedy nastepujace
stwierdzenia:

(1) dla kazdego 1=0,1,2,...,s funkcja b(l,k) jest rosngca wzgledem k;

(2) b(1,0)<0 dla kazdego /=0,1,2,...,s.

Dowdd. Aby udowodnié (1), nalezy pokazaé, ze przy ustalonym [ zachodzi
E(@|Lt =L,N, = k) < E(9|L[ =LLN = k') dla k'>k. Co wiecej, na mocy twier-
dzenia 3.4 wystarczy pokazaé, ze @‘Ll =l,N, = k]jm[@‘l‘z =LLN, = k']. Oz-
naczmy w tym celu przez g(G,Z,k) funkcje prawdopodobienstwa tgcznego roz-
ktadu wektora ((—),LI,NM). Dla uproszczenia zapisu tym samym symbolem
oznaczymy odpowiednie rozktady brzegowe i warunkowe, o ile nie doprowadzi
to do nieporozumien.

Na mocy definicji 3.2 naszym celem jest wykazanie, ze dla 6'>0 1 k'>k
zachodzi

g0,k - g(0'|l,k').
g0|Lk) 6"k

Powyzszg nieréwno$¢ mozemy zapisa¢ rownowaznie jako
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2O'1LK) _g@'|Lk)
2010~ g@]1k)

Korzystajac z definicji warunkowej gestosci oraz warunkowej niezaleznos$ci
zmiennych L, i N _, przy ustalonej wartoéci © =6, mozemy napisac

ge'lLk) _s(0bk) _g(LMo)f(0) _p.(0) m(0) £(6)
g@|Lk) g(o,Lk) g(LKe)f(6) p.(0) m(0) f(6)

Skorzystamy teraz z zalozenia, ze [N, |0=60]=,, [N, |©=07dla 6'26.
Oznacza to, ze dla k'>k 1 0'>0 zachodzi

co daje oszacowanie

pl0) m(0) £10)_p.(0) m(0) 1(0)_gter1k)
n(6) () 7(6) " nlo) m(e) rle) e@IL)

Wynlka stad, ze @‘L =I,N, ] [@‘L =l,N, = k] a zatem w szczegolnos-
E(O|L =IN, —k)<E(@|L =N, =k dla B2k Wynika stad, ze dla usta-
lonego l funkcja b(l, k) jest niemalejqca wzgledem k.

Aby udowodnié (2), wystarczy zauwazy¢, ze

Sh(LE)P(N,, =k| L, =1)=E(6|L, =1)-E(6|L =1)=0,
k

co wobec tego, ze nie wszystkie wspoétczynniki sg réwne 0, oznacza, Ze co naj-
mniej jeden z nich musi by¢ ujemny. Z (1) wynika, ze b(Z,O) < b(l,k) dla kazdego
k>0, a stad wynika, ze b(l,O) <0.

Uwaga I. Do rozwazanej klasy modeli nalezy w szczegélnos$ci opisany wcze-
$niej poissonowski model wiarygodnos$ci. Jesli [NM| o= 9] ~ Poiss(l@) , to

(20)
AG - xp(-4 )T = eXp(—l(e'—e)) o k’
P (9) exp(—l@)(};j) ( ’ ]
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co wobec 8' >0 oznacza, ze powyzsze wyrazenie jest rosnacg funkcjg k, zatem
[NJe=0]=,,[N|6=07 dla 6'z6.

—LR
Uwaga II. Wnioski z twierdzenia 3.5 przenosza si¢ bez istotnych zmian
na przypadek, gdy zostanie przyjeta modulowa funkcja straty, tzn. bedziemy
rozwazaé wyrazenie

V.. =Ele-p(L)+Ee-p(L)-b(L,N,,)

mod t+1

Mozna pokazacé, ze oba skladniki powyzszej sumy sg minimalizowane przez
p(Ll) =med(O| L) oraz b(Ll,NM) = med(@|L{,NM)— med(@| L), gdzie med oz-
nacza mediane rozktadu a posteriori. Z twierdzen 3.4 i 3.5 wynika, ze relacja
[@ L=LN,=k]z [0
zmiennej [@| L, =1,N , =k], a zatem w szczegdlnosci dotyczy to mediany.

L=LN_ = k'] implikuje nieréwno$¢ kwantyli rozktadu

3.2. Metoda Il - liniowe mnozniki sktadki

W poprzednim punkcie optymalne mnozniki sktadki zostaly wyznaczone
jako wartosci funkcji minimalizujgcych Sredniokwadratowy blad estymacji.
Otrzymane w ten sposéb wspélczynniki majg do$é skomplikowang postaé, a ich
wyznaczenie wymaga wykorzystania metod numerycznych. W zwigzku z tym
atrakcyjng alternatywg moze by¢ ograniczenie klasy dopuszczalnych funkeji do
funkcji liniowych. Mnoznik sktadki catkowitej ptaconej przez ubezpieczonego
losowo wybranego z populacji przybiera wtedy postaé

P (LN, )=oa+BL+YN,_. (11)
Korzysci z tej modyfikacji polegaja na uproszczeniu obliczen, a takze prowadza
do bardziej przejrzystej dla klienta, liniowej skali bonus-malus, w szczegblnosci
wprowadzajac staly mnoznik korekty w wysokosci y za kazdg zgtoszong szkode.

Tak jak w przypadku metody bayesowskiej mozna postulowaé, aby zar6wno
sktadka ptacona na poczatku okresu, jak i sktadka tgczna minimalizowaty btad
$redniokwadratowy, co mozna lacznie ujgé w warunku

Vi = E(Q ~ Py (Lz))z + E(@ ~ P, (Lr)_ blin (Lz’Nm))z — min, (12)
gdZie Dby, (Lz) = O!O + ale oraz py, (Lt’Nz+l ) + Z’)Zin (Lt’Nz+l) = ﬁo + ﬂlLt + ﬁZNHl :

Przed rozwigzaniem zadania (12) zajmiemy sie najpierw ogélnym problemem
$redniokwadratowej aproksymacji zmiennej losowej X za pomoca zmiennych
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Y,..Y. Bedziemy zaktada¢, ze rozwazane zmienne sg catkowalne z kwadratem,
i wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

¥=(Y,....Y,), BY=(BY,..,EY,),

1 m

z,, =(cov(x,%)....con(x7,)),  z,=[co(v,7)] |

mm

gdzie Cov oznacza kowariancje, a apostrof oznacza transpozycje wektora. In-
teresowac nas bedzie minimalizacja wyrazenia E(X - Y) , gdzie

YeL={y:Y=o +a’-¥, o cR, acR"}.

Rozwigzanie tak postawionego problemu podaje ponizsze twierdzenie, za-
czerpniete z pracy T. Mikoscha'4.
Twierdzenie 3.6. Niech X Y,Y,,...Y beda zmiennymi losowymi o skonczo-
nej wariancji. Prawdziwe sg wtedy nastepujace stwierdzenia:
(1) Jesli (ao,a) jest dowolnym rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych
o, =EX-o"BY, X  =ad-%, (13)
a Y=o, +a"¥, to dla kazdego Y €I, zachodzi B(X-Y) >E(X-¥)". Co
wigcej, warto$¢ wyrazenia E(X —Y) nie zalezy od wyboru rozwigzania
uktadu (13). Jednocze$nie warunek (13) jest konieczny, aby Y minimalizo-
walo btad sredniokwadratowy w klasie L.
(ii) Wprowadzony wyzej estymator Y spelnia uktad réwnan

EX =EY, Cov(X,Y,)=Cov(Y.Y), i=1,.,m. (14)

(iii) Jesli macierz X, jest nieosobliwa, to optymalny estymator Y zmiennej X
w klasie L jest wyznaczony jednoznacznie i wyraza sie wzorem

Y=EX+ZX, %' (Y-EY), (15)

A\2 |
a ryzyko tego estymatora jest réwne E(X— Y) = Var(X)— 2oy -Z;l 2y

14 T. Mikosch, Non-Life Insurance Mathematics. An Introduction with Stochastic Processes,
Springer-Verlag, Berlin—-Heidelberg 2005, s. 204-208.
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Parametry a,a,,...,a, , o ktérych mowa w powyzszym twierdzeniu, bedziemy
nazywac wspétczynnikami regresji zmiennej X wzglgdem zmiennych Y,,...,Y .

Korzystajac z twierdzenia 3.6, otrzymujemy, ze V, osigga minimum dla
plin (Lt) = 066 +061L[
oraz

plin(Lt)+bZin (Lz’Nt+1)=ﬁ;+ﬁ:Lt+ﬂ:Nz+1’

gdzie o, a, oraz B,,B,,B, sa wspélczynnikami regresji odpowiednio zmiennej
© wzgledem L oraz L i N, . W typowych przypadkach nie wystepuje liniowa

zalezno$¢ miedzy L, oraz N, , zatem wspoélczynniki te sa wyznaczone jedno-

znacznie. Z powyzszych wzoréw wynika nastepujaca postaé korekty

b (LN, )= (B, -0 )+(B o )L+ BN, (16)

lin

Przejdziemy teraz do oméwienia wlasno$ci mnoznikéw sktadki otrzymanych
omawiang metodg. Z pierwszej czeSci warunku (14) wynika natychmiast, ze

8 (1)) =B (1) 5, (1N, ) =50 =1
i w konsekwencji
E(b,(L,N,,))=0.

Wynika stad, ze system bonus-malus z liniowymi mnoznikami sktadki spetnia
warunek réwnowagi finansowej. Jednocze$nie

Bby, (L N2 )= (B - ) (B -0 )+ BB(N, L)
Zachodzi E(N, |L)=E(E(N,,|0,L)|L))=E(A6|L)=AE(©|L). Zatem

o~ fy)+(o4 - B)1,

B,

E(b (L[,N )|Lt)=0 <:>E(@|Lt):(

lin t+1

Wynika stad, ze SBM z liniowymi mnoznikami sktadki nie bedzie lokalnie
zréwnowazony w obrebie klasy taryfowej poza szczegélnym przypadkiem, gdy
warto$¢ oczekiwana a posteriori parametru ryzyka, ]E(@|Lt), jest afiniczng funk-
cja zmiennej L, . Warto zwréci¢ uwage na to, ze w takim przypadku zachodzi

phayes (Lz ) = plin (Lz )
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Na podstawie wzoru (15) mozemy w omawianym przypadku tatwo wyzna-
czy¢ wspotczynniki regresji. Sg one réwne:

s

o Cov(6,L,)

Var(Lt) '
o, =EO - EL

oraz :COV(@,L)VCU’( ) Cov(@N )COV(L N )

1+1

1

Var(N,,,)Var(L)-Cov(N,,, L)

t+1°

. Cov(O,N,,)Var(L,)-Cov(6,L )Cov(L N,
2 ’

Var(N )Var( ) Cov(N L)

t+1’

B, =BEO~-B EL - BEN .

Warto zauwazyc¢, ze

'Bli —% _ﬁz Var(L{)

t+1

. Cov(L,N_,)

oraz

L. Cov(L,N,,,)
B, =a, - B,| EN —EL ——— |,

Var (Lt)

Zwréémy uwage na to, ze warunkiem praktycznego stosowania omawianej
metody jest ﬂ2 > 0. Wtedy jesli COV(L[,NHI) >0,to ﬂl* < 061* i korekta jest malejaca
funkcjg klasy taryfowej. Moze sie réwniez zdarzy¢, ze ﬁ; < O!;. Wynika stad, ze
taczna sktadka dla bezszkodowego kierowcy (N, = 0) moze by¢ nizsza w SBM
z korekta sktadki niz ta w systemie klasycznym. Sugeruje to, ze ubezpieczyciel,
kierujac sie wzgledami marketingowymi, moze inaczej podzieli¢ taczng sktadke
na sktadke poczatkows i korekte. Przykladowo, bezszkodowy kierowca za-
placi na poczatku okresu nizszg sktadke (réwnag ﬁ; + ﬁl* L), natomiast na koncu
okresu nie dojdzie do zwrotu skladki ( [)’; -0=0). W ten spos6b ubezpieczyciel
moze probowaé przyciagnaé do siebie ,dobrych” kierowcéw lub zachecié¢ juz
ubezpieczonych do korzystania ze zmodyfikowanego systemu.
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Warto w tym miejscu rozwazan zwrdoci¢ uwage na to, ze w przypadku ubez-
pieczen typu first-party (np. popularne autocasco) wprowadzenie SBM z liniowg
postacig korekty powoduje, ze na konicu okresu kazda zgloszona szkoda oznacza
dla ubezpieczonego pewien dodatkowy koszt w wysokosci okreslonej w relacji do
sktadki podstawowej. W konsekwencji nieoptacalne jest zglaszanie szkéd, ktére
nie przekraczajg tego progu, a odszkodowania za szkody zgloszone sg o te kwote
pomniejszane. Widaé tu analogie do systemu z udzialem wlasnym o zmiennej
wysokosci, zaproponowanym w pracy S. Pitrebois, J.F. Walhina i M. Denuita'®.
W tym ujeciu przedstawiona metoda stanowi alternatywny sposéb konstrukcji
tego rodzaju systemu, nieodwolujacy si¢ do preferencji ubezpieczonego.

3.3. Metoda lll — zwrot sktadki

Opisane wcze$niej metody zaktadaly, ze w przypadku zgloszenia szkody
ubezpieczony jest zobowigzany do wniesienia dodatkowej sktadki. Z marke-
tingowego punktu widzenia bardziej atrakcyjny moze by¢ natomiast system,
w ktérym kierowcy nie sg dodatkowo karani za szkody, natomiast bezszkodowy
kierowca zostanie nagrodzony zwrotem czeSci sktadki. System taki moze by¢
réwniez tatwiejszy w implementacji, jesli wezmie sie pod uwage mozliwe pro-
blemy z egzekwowaniem dodatkowej czesci sktadki od ubezpieczajacego.

W systemie ze zwrotem mnoznik sktadki podstawowej dla losowo wybranego
kierowcy bedzie réwny
P =p(L[)+(x(LI)1(N = 0), (17)

t+1 t+1

gdzie (x(Lt) wyraza wysoko$¢ zwracanej czesci sktadki, zalezng od klasy SBM,

lgdy N =0

w ktérej znajduje si¢ ubezpieczony, a l(N 0= 0) = 0 odv N 20
gdy t+1 *

4

. Bedziemy

zainteresowani minimalizacjg ryzyka estymatora danego wzorem (17). Ryzyko
to jest r6wne

V.. =E(0-p(L)-a(L)(x, =0)). (18)

Zmienne losowe p(Lt) oraz o (LI)I(NH1 = O) mozna zapisaé w postaci

15 S. Pitrebois, J.F. Walhin, M. Denuit, op.cit.
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gdzie p, = p(Z) oraz o, = a(l) dla /=0,...,s. Obliczenie pochodnych czastkowych
ot wzgledem p,,...,p,o,,...,0 i przyréwnanie ich do zera prowadzi do na-

stepujacego uktadu rownan:

v
ﬁ: —2(]E@1(Lt =1)-pP(L =1)-aP(L =LN, = 0))= 0,

V.
ﬁlym:_z(Eal(l‘, :Z’Nz+1 :O)_plP(Lz :Z’Nz+1 :O)_(XI[D(LZ :Z’Nl :0)): 0

dla /=0,...,s. Rozwigzujac ten ukltad, otrzymujemy

_EB(6IL,=LN,_ =0)-E©O|L =1

ST TTTICR(N =0|L, = 1) 4
oraz
E(O|L =1)-P(N,, =0|L =1)E(6|L =N, =0) 00)
b= I-P(N_=0|L =1)
dla /=0,...,s.

Pozostaje wykazaé, ze znalezione rozwigzanie w istocie minimalizuje wyra-
zenie V

zwrot *

W tym celu przepiszmy (14) jako

S N

(LA LR 2L VL] B

1=1 =0

Wynika stad, ze rozwazany problem jest rbwnowazny z regresja liniowg z wy-
razem wolnym zmiennej losowej @ wzgledem wektora

Y=(1(L,=1),...,1(L, =5) (L, =0,N,, =0),.. ,1(L,=5,N,, =0)).
Wspétrzedne wektora ¥ nie sg liniowo zalezne, zatem macierz X, jest nieoso-
bliwa. Z twierdzenia 3.6 wynika wiec, ze wspélczynniki regresji minimalizujace

(21) istniejg i sg wyznaczone jednoznacznie, a zatem muszg wyrazac sie wzorami
(19) i (20).
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Omoéwimy teraz wlasnosSci otrzymanych wspélczynnikéw. Po pierwsze,

by (1,0)

bayes

1-P(N,, =0|L =)

zauwazmy, ze a, = , wiec na mocy twierdzenia 3.5 a, < 0,
zatem w istocie brak szkéd prowadzi do zwrotu czesci sktadki. Jednoczes$nie
pro=p,. . (Z ) + bbayes (l ,O), wiec sktadka ptacona przez bezszkodowego kierowce
jest identyczna jak skladka w metodzie I. Po drugie, zwr6¢my uwage na to, ze
@, jest rosnaca funkcja IP’( ,=0|L = Z) Oznacza to, ze mniej szkodowemu

klerowcy mozna zaproponowaé wiekszy zwrot sktadki niz temu o wiekszym

wrot = 0

prawdopodobienstwie zgloszenia szkody. Po trzecie, z warunku p
b

wynika, ze Phayes (Z)—pl = alIP(NHl =0|L = Z) <0. Oznacza to, ze wprowadzenie
systemu ze zwrotem sktadki wymaga podniesienia sktadki poczatkowej w sto-
sunku do systemu, w ktérym funkcjonuja réwniez doptaty. Wynika to z faktu, ze
koszty zwrotu skladki sg przenoszone na kierowcéw szkodowych, ktérzy placa
wyzszg skladke na poczatku okresu, a potem jej wysokos$¢ si¢ nie zmienia. R6z-
nica jest tym wiecksza, im wieksze jest prawdopodobienstwo, ze kierowca znaj-
dujacy sie we wskazanej klasie systemu bonus-malus nie zgtosi szkody. Wreszcie,
dla ustalonego /€ £ mamy

E(p(Ll)+a(Ll)-l(Nl+l:0)|Ll=l)=pl+al-IP’(Nl+1:0|Lt=Z):
= p,+0,-(1-P(N,, =0|L, = 1)} ¢,

= pbayes (Z) + pbayes (Z’O) - pbayes (Z’O) = pbayes (Z)

Mamy zatem E(Pmle) = Ppayes (LI ) wiec $rednia skladka w obrebie klasy systemu
bonus-malus nie ulega zmianie w stosunku do systemu opisanego w metodzie I.
W szczegdlnoscei oznacza to, ze E(P ) Ep,, yes( ) 1, zatem system ma wlasnos¢
globalnej réwnowagi finansowe;j.

Z powyzszych rozwazan plynie wniosek, ze opisana metoda ma wiele pozg-
danych z aktuarialnego punktu widzenia wtasnosci. Jednocze$nie, jesli weZmie
sie¢ pod uwage relacje z klientem, metoda ta moze by¢ przedktadana nad wcze-
$niej opisane metody, gdyz ubezpieczony w przypadku zgloszenia szkody nie
jest karany podwojnie — raz przez doptate sktadki, a drugi raz przez zakwalifi-
kowanie do klasy taryfowej o wyzszej sktadce poczatkowej. Zwréémy réwniez
uwage na fakt, Ze metoda ta moze by¢ stosowana przez zaktady ubezpieczen
o niskim poziomie sktadki czystej, dla ktérych wzrost poczatkowej sktadki



120 Kamil Gala, Wojciech Bijak

netto nie musi prowadzi¢ do wzrostu sktadki taryfowej, a ten mégltby zagrozié¢
konkurencyjnosci zaktadu.

4. Przyktady numeryczne

W tej czesci pracy przedstawione metody wyznaczania parametréw SBM
z korekta sktadki zostang zilustrowane przyktadami numerycznymi. Bedziemy
rozwazac system bonus-malus o regutach przejscia opisanych w tabeli 1.

Tabela 1. Reguly przejscia analizowanego systemu bonus-malus

Liczba szkéd
Klasa 0 1 2 >3
5 4 5 5 5
4 3 5 5 5
3 2 5 5 5
2 1 4 5 5
1 0 3 5 5
0 0 2 4 5

Zrédio: M. Denuit, X. Maréchal, S. Pitrebois, J. Walhin, Actuarial Modelling of Claim Counts: Risk
Classification, Credibility and Bonus-Malus Systems, Wiley, New York 2007, s. 169.

System ten bedziemy dalej oznaczac jako —1/+2. Przyjety zostanie opisany
wczedniej poissonowski model powstawania szkéd z rozkladem Poiss(l@)
jako rozktadem warunkowym oraz rozktadem parametru ryzyka Gamma(a,a)
0 gestosci

f,(6)= #;)0“6“9 dla 6>0,

gdzie F(a) = Jla’le"’dt oznacza funkcje gamma.
0

1
Dla przyjetego rozkladu mamy wigc EO =1, Var(@) 1L oraz CV = T, gdzie
a a

Var(@)

To jest wspélczynnikiem zmiennoSci

Var oznacza wariancje, a CV =

losowej. Do obliczen przyjeto A =0,1 oraz wartosci parametru a € {1, 4, 25} .
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Odpowiadajg one wspoélczynnikowi zmiennosci rozktadu prawdopodobienstwa

zmiennej @ réwnemu odpowiednio 100%, 50% oraz 20%.

W tabeli 2 przedstawiono mnozniki sktadki poczatkowej oraz mnozniki

korekty w metodzie bayesowskiej, obliczone za pomocg wzoru (10).

Tabela 2. Wspélczynniki SBM — metoda I

Parametr | Wspétczynnik 0 | Kla;a taryfow3a @ 4 :
r(l) 0,7500 | 1,4899 | 1,5967 | 2,2966 | 2,5760 | 3,2415
b(1,0) ~0,0486 | -0,0941 | -0,1068 | —0,1491 | -0,1810 | -0,2272
a=1 b(11) 0,6016 | 0,5396 | 0,5647 | 0,5011 | 0,5229 | 0,4720
b(1,2 1,2168 | 1,1514 | 1,2133| 1,1437 | 1,2176 | 1,1784
b(1,23) 1,8501 | 1,8045 | 1,9114 | 1,8605 | 2,0022 | 2,0053
pll 0,9282 | 1,1677 | 1,1948 | 1,4212 | 1,4814| 1,6910
b(1,0) -0,0205 | -0,0259 | -0,0270 | -0,0318 | -0,0343 | —0,0385
a=4 b(11) 0,2008 | 0,1958 | 0,1994 | 0,1923 | 0,1972 | 0,1894
b(1,2 0,4201 | 0,4157 | 0,4240 | 0,4149 | 0,4266 | 0,4160
b(1,23) 0,6463 | 0,6440 | 0,6573 | 0,6478 | 0,6668 | 0,6552
pll 0,9883 | 1,0297 | 1,0338 | 1,0726 | 1,0807 | 1,1168
b(1,0) ~0,0039 | —0,0040 | -0,0041 | —0,0042 | -0,0043 | -0,0044
a=25 b(1,1) 0,0353 | 0,0352 | 0,0354 | 0,0352 | 0,0354 | 0,0351
b(1,2) 0,0745 | 0,0745 | 0,0748 | 0,0746 | 0,0750 | 0,0747
b(1,23) 0,1148 | 0,1149 | 0,1153 | 0,1151 | 0,1159 | 0,1155

Zrodlo: opracowanie wilasne.

Uzyskane wyniki wskazujg, ze sktadka poczatkowa jest rosnaca funkcjag
klasy taryfowej, co jest pozadang cechg systemu. Warto zwréci¢ uwage na to,
ze w mniej zréznicowanej populacji taryfa bonus-malus staje si¢ bardziej pta-
ska — rozpietos¢ stawek sktadki zmniejsza sie wraz ze spadkiem wspélczynnika
zmienno$ci parametru ryzyka. Analogiczne sg wlasno$ci wspétczynnikéw korekty
sktadki — rosng one wraz z klasg taryfowa, przy czym w bardziej jednorodnej
populacji zakres korekty jest mniejszy i nawet dla duzej liczby szkéd doptata
nie przekracza 12% sktadki podstawowej. W szczego6lnosci male zréznicowanie
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parametru ryzyka powoduje, ze zwrot sktadki jest praktycznie nieodczuwalny
dla ubezpieczonego.

Przejdziemy teraz do wynikow obliczenn dla metody liniowej. W tabeli 3
przedstawiono warto$ci wspélczynnikow regresji liniowej wyznaczone na pod-
stawie wzoru (15).

Tabela 3. Wsp6lczynniki regresji liniowej

o, 0,7595 B, 0,7094

a=1 * *
o 0,4818 B, 0,4500
B, 0,6591
a, 0,9328 B, 0,9120
a=4 ) 0,1492 B 0,1459
B, 0,2229
o, 0,9892 B, 0,9853

a=25 * *
o, 0,0253 B, 0,0252
B, 0,0393

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Widzimy, ze w badanym systemie zachodzi 8, < ¢, oraz B, <@, —zmniejsza
to czes¢ sktadki catkowitej niezalezng od N, . Na mocy wzoru (16) oznacza to,
ze brak zgloszonych szk6éd prowadzi do zwrotu czesci skladki, a takze, zgodnie
z wczeSniejszymi rozwazaniami, daje ubezpieczycielowi mozliwo$é obnizenia
sktadki poczatkowej przez modyfikacje postaci korekty. W tabeli 4 przedstawiono
mnozniki sktadki i korekty wyznaczone na podstawie powyzszych wspélczyn-
nikéw regresji.

Tabela 4. Wsp6lczynniki SBM — metoda II

Klasa taryfowa
0 1 2 3 4 5
sktadka poczatkowa | 0,7595| 1,2412| 1,7230| 2,2048| 2,6866| 3,1684
0 |-0,0501|-0,0818|-0,1136|-0,1453 [-0,1771 [-0,2088
korekta
a=1 dla k 1 0,6090| 0,5773| 0,5455| 0,5138| 0,4820| 0,4503
zgloszonych | 2 1,2681| 1,2364| 1,2046| 1,1729| 1,1411| 1,1094
szkéd 3 1,9272| 1,8955| 1,8637| 1,8320| 1,8002| 1,7685

Parametr Mnoznik
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Klasa taryfowa
0 1 2 3 4 5
sktadka poczatkowa | 0,9328| 1,0820| 1,2313| 1,3805| 1,5297| 1,6789
" 0 [-0,0208|-0,0241|-0,0274 |-0,0308 | -0,0341 | -0,0374
orekta
a=4 dla k 1 0,2021| 0,1988| 0,1955| 0,1921| 0,1888| 0,1855
zgloszonych | 2 0,4250| 0,4217| 0,4184| 0,4150| 0,4117| 0,4084
szkéd 3 0,6479| 0,6446| 0,6413| 0,6380| 0,6346| 0,6313
sktadka poczatkowa | 0,9892| 1,0145| 1,0399| 1,0652| 1,0906| 1,1159
0 [-0,0039|-0,0040 |-0,0041 |-0,0042 | -0,0043 | -0,0044
korekta
a=25 dla k 1 0,0354| 0,0353| 0,0352| 0,0351| 0,0350| 0,0349
zgloszonych | 2 0,0747| 0,0746| 0,0745| 0,0744| 0,0743| 0,0742
szkéd 3 0,1140| 0,1139| 0,1138| 0,1137| 0,1136| 0,1135

Parametr Mnoznik

Zrodo: opracowanie wilasne.

Otrzymane mnozniki sktadki cechuja sie mniejszg rozpieto$ciag niz te uzy-
skane za pomoca metody bayesowskiej, przy czym w rozwazanym systemie oba
podejscia prowadza do bardzo zblizonych wynikéw. W szczegdélnoéci w mocy
pozostaja wnioski dotyczace relacji miedzy zréznicowaniem ryzyka w populacji
a parametrami systemu.

Na koniec tej czesci pracy oméwimy wyniki obliczen dla metody III. Parame-
try systemu wyznaczone na podstawie wzoréw (19) oraz (20) sa przedstawione
w tabeli 5.

Tabela 5. Wsp6lczynniki SBM — metoda III

Parametr | Wspotczynnik Klasa taryfowa
0 1 2 3 4 5
p, 1,3958 | 2,0965 | 2,2374 | 2,8964 | 3,2181| 3,8607
ol o, -0,6945 | -0,7006 | -0,7475 | -0,7488 | —-0,8230 | -0,8464
D, 1,1418 | 1,3791 1,4104 | 1,6322 | 1,6987 | 1,9027
“d o, -0,2341 | -0,2373 | -0,2427 | -0,2429 | -0,2515 | -0,2503
D, 1,0257 | 1,0671 1,0713 | 11,1100 | 1,1183 | 1,1542
“=2 o, -0,0413 | -0,0414 | -0,0416 | -0,0416 | -0,0419 | -0,0419

Zrédlo: opracowanie wilasne.

Powyzsze wyniki wskazuja, ze metoda III prowadzi do wyraznego zwickszenia
sktadki poczatkowej w zamian za mozliwo$¢ uzyskania wiekszego zwrotu sktadki.
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W tym przypadku nawet dla mato zréznicowanej populacji zwracana czes$¢ sktadki
wynosi ok. 4%, czyli wielokrotnie wiecej niz otrzymywana przy wykorzystaniu
dwéch pierwszych metod. Tak jak dla poprzednich metod, w bardziej jednorodnych
populacjach rozpieto$é taryfy bonus-malus jest mniejsza, przy czym niezaleznie
od zmiennosci parametru ryzyka mnozniki zwrotu sktadki sa mniej zréznicowane
niz mnozniki sktadki poczatkowej. Co wiecej, w populacjach takich mnozniki
sktadki poczatkowej sg blizsze mnoznikom bayesowskim; réznice wzgledne dla
wspétczynnika zmienno$ci réwnego 50% sg z przedzialu 12,5-25%, co oznacza,
ze wzrost sktadki poczatkowej w omawianej metodzie jest umiarkowany.

Na zakonczenie tego fragmentu rozwazan warto zwréci¢ uwage na jeszcze
jedna ceche omawianego systemu — wysoko$¢ sktadki po korekcie nie jest rowna
sktadce poczatkowej w kolejnym okresie. Wynika to z faktu, ze klasyczny SBM
stanowi uproszczong wersje liniowych estymatoréw credibility, w ktérej petna
informacja o liczbie przeszlych szkéd jest zastgpiona informacjg wylacznie o kla-
sie taryfowej. W konsekwencji uwzglednienie w taryfikacji klasy taryfowej oraz
liczby szkéd w biezacym okresie jest krokiem w strone liniowych estymatoréw
bayesowskich, ktéry — przy zachowaniu zrozumiatosci regut systemu — moze
poprawi¢ efektywnos¢ taryfikacji.

5. Podsumowanie

W niniejszej pracy przedstawiono system bonus-malus, w ktérym wysokosé
sktadki jest uzalezniona od liczby szkdd zgloszonych w ciggu okresu ubezpiecze-
nia. Modyfikacja ta ma na celu lepsza ocene ryzyka w poréwnaniu z systemem
standardowym przy jednoczesnym zachowaniu prostoty regut rzadzacych sys-
temem. Najpierw zostal oméwiony matematyczny model systemu bonus-malus
oparty na warunkowych tancuchach Markowa. Nastepnie przedstawiono trzy
propozycje konstrukcji systemu z mechanizmem korekty sktadki, odwolujace sie
do metod estymacji bayesowskiej. Dla kazdego wariantu systemu zostata prze-
prowadzona teoretyczna analiza jego wlasnosci, a takze zostal przedstawiony
przyktad numeryczny.

Wydaje sie, ze zaproponowana modyfikacja systemu bonus-malus moze by¢
korzystna z kilku powodéw. Po pierwsze, omawiana konstrukcja systemu moze
pozwalaé na lepszg ocene ryzyka, stanowigc rozwigzanie posrednie miedzy
standardowym SBM i liniowymi predyktorami credibility. Poréwnanie efek-
tywnosci taryfikacyjnej tych metod moze stanowié kierunek dalszych badan.
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Ponadto system z korektg sktadki moze stanowié¢ alternatywe dla systemu UBI
bez narazania sie na zarzut nieetycznego dziatania i duzej ingerencji w pry-
watno$¢. Po drugie, wprowadzenie tego rodzaju modyfikacji moze $wiadczyé
o innowacyjnoéci zaktadu i wyrézniaé go pozytywnie na tle konkurencji, a takze
umozliwié wyjscie z atrakcyjna oferta naprzeciw oczekiwaniom klientéw. Jedno-
cze$nie proponowany system moze by¢ wykorzystany jako element odstraszania
szkodowych klientéw i umozliwi¢ ksztalttowanie w elastyczny sposéb portfela
ubezpieczeniowego. Z kolei wsrdd korzysci dla klienta nalezy wymieni¢ uzyska-
nie wplywu na wysoko$é ptaconej sktadki, a takze otrzymanie produktu, ktéry
mozna traktowac jak umowe z udziatem w zyskach z ubezpieczenia. Wreszcie
przedstawiony wariant systemu bonus-malus, wzmacniajac prewencyjng funkcje
ubezpieczen, moze przyczynic sie do zwiekszenia bezpieczenstwa na drogach.
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Bonus-malus system with premium adjustment

Summary

Bonus-malus systems are a widely used method for pricing automobile insurance
on the basis of individual claim history. Despite their popularity and many advantages,
several modifications were proposed in the actuarial literature, but none of them,
however, takes into consideration the benefit for the insured. This paper analyses
the bonus-malus system, in which at the end of the insurance period the premium
is adjusted according to the number of reported claims. We describe such a system
using Markov chains and the credibility theory framework. Furthermore, we show
how premium relativities may be derived under certain optimality criteria and we
investigate their properties.

Keywords: automobile insurance, bonus-malus system, Markov chain, premium
relativity, premium relativity with adjustment



