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Ubezpieczeniowy Fundusz Gwarancyjny

O rozktadzie prawdopodobiehnstwa
zaktualizowanej wartosci swiadczen
w ubezpieczeniach dla wielu osob

Streszczenie

Klasyczne podejscie do aktuarialnej analizy ubezpieczen dla wielu os6b opiera
sie na zatozeniu dotyczacym niezalezno$ci zmiennych losowych reprezentujacych
dalsze trwanie zycia ubezpieczonych. Wydaje sie jednak, ze zatozenie to nie jest reali-
styczne. Celem niniejszej pracy jest okreslenie, jak uchylenie zatozenia dotyczacego
niezaleznos$ci wpltywa na wilasnosci rozktadu prawdopodobienstwa zaktualizowanej
warto$ci $wiadczen w ubezpieczeniu dla wielu oséb. Do realizacji tego celu zostat
wykorzystany model, w ktérym tgczny rozktad dalszego trwania zycia ubezpieczonych
jest okreslony za pomocg kopuli. W pracy zostaly przedstawione wyniki dotyczace
wplywu struktury zalezno$ci na warto$¢ oczekiwang i kwantyle tej zmiennej, uzyskane
przy wykorzystaniu relacji porzadku stochastycznego. Wyniki te stanowig uogélnie-
nie wczedniejszych badan autora oraz wynikéw zawartych w literaturze przedmiotu
i mogg by¢ uzyteczne w przypadku, gdy ubezpieczyciel nie dysponuje pelng wiedzg
o strukturze zaleznos$ci miedzy dlugoscia zycia ubezpieczonych.

Stowa kluczowe: ubezpieczenie dla wielu os6b, zalezno$é, copula, porzadek
stochastyczny

1. Wstep

Ubezpieczenie dla wielu 0s6b (ang. multiple life insurance) to ubezpieczenie,
w ktérym ubezpieczyciel obejmuje ochrong grupe oséb rozumiang jako catosé.
W konsekwencji w tego rodzaju umowie zajsScie zdarzenia ubezpieczeniowego
oraz wysoko$¢ ewentualnych $§wiadczen sg powigzane z dtugoscig zycia cztonkéw
ubezpieczonej grupy. Przyktadowo, przyszte wyptaty moga zaleze¢ od kolejnosci
zgondw, liczby zyjacych lub zmartych czlonkéw albo od momentu pierwszego
lub ostatniego zgonu w grupie.
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Tradycyjne podejscie do aktuarialnej analizy ubezpieczenn dla wielu os6b
opiera si¢ na zatozeniu, ze dalszg dlugosé¢ zycia ubezpieczonych mozna mo-
delowac¢ za pomocg niezaleznych zmiennych losowych. W literaturze mozna
znalez¢ jednak argumenty, ze zalozenie to, choé¢ wygodne obliczeniowo, moze
w rzeczywisto$ci by¢ nieuzasadnione!, a dostepne wyniki badan empirycznych
wydajg sie potwierdzac te teze?. Pojawia si¢ wiec pytanie, w jaki spos6b mo-
delowaé zalezno$¢ miedzy dlugoscig zycia ubezpieczonych i jaki jest wptyw
przyjetej struktury zalezno$ci na aktuarialne aspekty umowy ubezpieczenia,
takie jak sktadka, rezerwy czy zyskownos$é. Problem ten zostat poruszony m.in.
w pracach S. Heilperna® oraz M. Denuita i innych*, w ktérych zbadano kwestie
wplywu struktury zalezno$ci na warto$¢ aktuarialng rent zyciowych. Z kolei
w pracy K. Gali® zostala przeprowadzona analiza wplywu zatozen dotyczacych
struktury i sity zalezno$ci na wysoko$¢ jednorazowej sktadki netto w wybranych
ubezpieczeniach na wypadek $mierci oraz rentach zyciowych. Do tego celu
zastosowano model oparty na niejednorodnym tancuchu Markowa z czasem
dyskretnym. W tancuchu tym prawdopodobienstwa przejscia zostaly wyznaczone
z wykorzystaniem kopuli (ang. copula).

Celem niniejszej pracy jest poglebienie dyskusji przedstawionej w ostatnim
z przywolanych wyzej artykutéw. W szczegélnosci bedziemy zainteresowani
odpowiedzig na pytanie, jakich prawidlowos$ci mozemy sie spodziewacd, ana-
lizujac model ubezpieczenia wielu os6b oparty na funkcjach kopula. Praca
swoim zakresem obejmuje oméwienie modelu matematycznego opisujacego
ubezpieczenie wielu oséb z uwzglednieniem zaleznosci migdzy dlugoscia zycia
ubezpieczonych oraz analize jego wlasnosci.

I Zob. M. Denuit, A. Cornet, Multiple premium calculation with dependent future lifetimes,
,2Journal of Actuarial Practice” 1999, vol. 7, s. 147-180; J. Dhaene, M. Vanneste, H. Wolthuis,
A Note On Dependencies In Multiple Life Statuses, ,Bulletin of the Swiss Association of Actu-
aries” 2000, vol. 1, s. 19-34; R. Norberg, Actuarial Analysis of Dependent Lives, ,Bulletin de
I’ Association Suisse des Actuaries” 1989, vol. 40, s. 243-254.

2 S. Heilpern, Wyznaczanie wielkosci renty w zaleznych grupowych ubezpieczeniach na zZycie,
,Prace Naukowe” Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroctawiu, nr 230, Wroctaw 2011,
s. 30—48; E.W. Frees, J. Carriere, E. Valdez, Annuity Valuation With Dependent Mortality,
,The Journal of Risk and Insurance” 1996, vol. 63, no. 2, s. 229-261; M. Denuit, J. Dhaene,
C. Le Bailly de Tilleghem, S. Teghem, Measuring the impact of a dependence among insured
lifelengths, ,Belgian Actuarial Bulletin” 2001, no. 1, s. 18-39.

3 S. Heilpern, Wyznaczanie wielkosci..., op.cit.

4 M. Denuit J. Dhaene, C. Le Bailly de Tilleghem, S. Teghem, op.cit.

5 K. Gala, Analiza ubezpieczen dla wielu 0séb z wykorzystaniem funkcji copula, ,Prace Na-
ukowe” Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroctawiu, nr 312, Wroctaw 2013, s. 50-66.
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Struktura pracy jest nastepujgca: w punkcie drugim zostat przedstawiony
model matematyczny stuzacy do aktuarialnej analizy ubezpieczen dla wielu oséb.
W kolejnym punkcie zaprezentowano wybrane fakty dotyczace relacji porzadku
stochastycznego. W punkcie czwartym zostaly zawarte rozwazania dotyczace
relacji miedzy rozktadem wartosci zaktualizowanej $wiadczen wynikajacych
z umowy ubezpieczenia a strukturg zalezno$ci przyjeta w modelu. W punkcie
piatym opisano zagadnienia zwigzane z wariancjg warto$ci zaktualizowanej
$wiadczen, natomiast w punkcie széstym przedstawiono przyktad obliczeniowy.
Prace zamykaja podsumowanie i wnioski.

2. Ubezpieczenie dla wielu os6b — model matematyczny

Rozwazmy umowe ubezpieczenia zawartg z grupg m oséb, ktérych dalsza
dtugosc¢ zycia (liczac od momentu zawarcia umowy ubezpieczenia) jest opisana
za pomocg zmiennych losowych Tl(xl),...,T i (xm), gdzie x, jest wiekiem osoby i.
Przedmiotem tej umowy jest pewien status, tj. umowna konstrukcja, ktérej stan
jest SciSle powigzany z dlugosciag zycia cztonkéw grupy. Najpopularniejszymi
statusami sg status wspolnego zycia, ktoéry wygasa wraz z pierwszg $miercig
w grupie, oraz status ostatniego zyjacego, ktory pozostaje aktywny dopéty, do-
poki zyje co najmniej jeden z ubezpieczonych. Bardziej ogélne rodzaje to statusy
symetryczne, zalezne od liczby zyjacych czlonkéw grupy, oraz statusy niesy-
metryczne, ktorych stan zalezy od zdefiniowanej w umowie kolejnosci $mierci.
Stan statusu i jego zmiany w czasie sg podstawg do wyplaty przez ubezpieczy-
ciela $wiadczen okreslonych w umowie ubezpieczenia. Z aktuarialnego punktu
widzenia budowa modelu opisujacego stan statusu jest wiec analogiczna do
modelowania $§miertelnosci ubezpieczonego w ubezpieczeniach indywidualnych.

Oznaczmy przez T zmienng losowg opisujacg czas aktywno$ci statusu.
Najczesciej mamy T = f(TI (xl),...,Tm(xm)) dla pewnej funkcji f:R™ — R". Warto
zwrécié uwage na fakt, ze T moze by¢ wielowymiarowg zmienng losowa i opi-
sywaé np. poczatek oraz koniec aktywnosci statusu. Przez b oznaczmy funkcje
R" > R, takg ze b(t) jest warto$cig Swiadczenia wyptacanego uposazonym, gdy
T =t, zdyskontowang na moment zawierania umowy. W dalszej czesci pracy
po$wiecimy tej funkcji wiecej uwagi. Wartos$é zaktualizowana przysztych swiad-
czen jest zmienng losowa zdefiniowang jako PV = b(T ) i stanowi podstawe do
ustalenia wysokos$ci sktadki. Sktadke ustalang na podstawie zasady warto$ci
oczekiwanej bedziemy nazywaé jednorazowa skladka netto (w skrocie — JSN).
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Do wyznaczenia rozkladu zmiennej PV jest konieczne przyjecie pewnych
zatozen dotyczacych tacznego rozktadu wektora (Tl(xl),...,Tm (xm)) Jednym
z mozliwych podej$é, przedstawionym w pracy K. Gali®, jest specyfikacja tacz-
nego rozktadu wektora (Tl(xl),...,Tm (xm)) za pomocg funkcji kopula. Kopulg
n-wymiarowg nazywamy dystrybuante rozktadu prawdopodobienstwa na kostce
[O,l:ln c R”, ktérego rozktady brzegowe sg jednostajne na odcinku [0,1]. Na mocy
twierdzenia Sklara’ dla kazdego n-wymiarowego rozktadu prawdopodobienstwa

dystrybuante H mozna wyrazi¢ jako
H(xl,...,xn)zC(Fl(xl),...,li(xn)), (1)

gdzie Cjest kopulg, a F, dystrybuantami rozkladéw brzegowych. Jesli funkcje F,
sg ciggle, to funkcja C jest wyznaczona jednoznacznie. Co wiecej, dla dowolnych
rozktadéw brzegowych i kopuli C funkcja H okreslona wzorem (1) jest poprawnie
zdefiniowang dystrybuantg wielowymiarowego rozktadu prawdopodobienistwa.
Pozwala to w stosunkowo tatwy sposéb budowaé wielowymiarowe rozktady
prawdopodobienstwa o skomplikowanych rozktadach brzegowych, ktére mozna
spotka¢ np. w ubezpieczeniach na zycie. Do modelowania dltugosci zycia jest
réwniez uzyteczna funkcja nazywana kopulg przezycia (ang. survival copula).
Jest to funkcja C, dla ktérej dla kazdego (xl,...,x”) eR" zachodzi

ﬁ(xl,...,xn)zCA'(Fl(xl),...,E(x”)), 2)

gdzie I?I(xl,...,xn) =P(X,>x,....,X,>x,) oraz E(xl.)= l—Fl.(xl.) dla i=1,...,n. Co
istotne, tak zdefiniowana kopula przezycia spetnia warunki charakteryzujace
kopule. Funkcje C oraz C odpowiadajace temu samemu rozktadowi wielowy-
miarowemu bedziemy nazywac stowarzyszonymi. Wzory (1) oraz (2) wskazujg
na fakt, ze model tacznej dtugosci zycia mozna skonstruowaé na dwa sposoby
- specyfikujac dystrybuante tgcznego rozktadu za pomocg kopuli C lub okreslajac
laczna funkcje przezycia za pomocg funkeji C. Postepujac w ten sposéb, otrzy-
mujemy na ogdl rézne modele, poza szczegélnym przypadkiem, gdy wybrana
kopula C jest réwna swojej stowarzyszonej kopuli przezycia C. Wlasnosé ta jest
réwnowazna z wlasno$cig rozkladu wielowymiarowego, nazywana symetria
promieniowa?® (ang. radial symmetry).

6 Ibidem.

7 Zob. np. S. Heilpern, Funkcje tqczqgce, Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej im. Os-
kara Langego we Wroctawiu, Wroctaw 2007, s. 16-18.

8 Por. R.B. Nelsen, An Introduction to Copulas, Springer, New York 2006, s. 36.
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Specyfikacja tgcznego rozkladu prawdopodobieistwa wektora
(T] (xl),...,Tn ) (xm)) okresla rozklad zmiennej losowej T, a ten z kolei ksztattuje
rozktad zmiennej PV. W ogdlnosci rozktad zmiennej PV nie moze byé wyzna-
czony analitycznie i konieczne jest zastosowanie metod numerycznych lub
symulacyjnych. Wygodnym podejéciem do analizy ubezpieczen dla wielu oséb,
takze w przypadku zaleznych dtugosci zycia, jest wykorzystanie niejednorodnych
laficuchéw Markowa z czasem dyskretnym?®.

Interesujace jest to, w jaki sposéb przyjeta struktura zaleznosci wptywa
na rozklad zmiennej losowej PV i jego parametry. OdpowiedzZ na to pytanie ma
duze znaczenie w kontekScie wyceny umowy ubezpieczenia i oceny ryzyka z nig
zwigzanego. W dalszej czeSci pracy poswiecimy temu zagadnieniu wiecej uwagi,
dazac do otrzymania mozliwie ogélnych wynikow.

3. Relacje porzadku stochastycznego

Badajac wplyw przyjetej struktury zaleznosci na warto$¢ zaktualizowang
przyszlych $wiadczen, bedziemy zainteresowani analizg parametréw rozktadu
(takich jak warto$¢ oczekiwana czy wariancja), ale rowniez poréwnaniem catych
rozktadéw prawdopodobienstwa. Do tego celu postuza relacje porzadku stocha-
stycznego. Bedziemy dalej zakladaé, ze rozwazane zmienne losowe sg nieujemne
i majg rozktad absolutnie ciggly wzgledem miary Lebesgue’a badz wzgledem
miary liczacej.

Porzadkiem stochastycznym nazwiemy relacje dwuargumentowa w zbiorze
dystrybuant rozktadu prawdopodobienstwa spetniajacg warunki czeSciowego
porzadku, tj. relacje zwrotna, przechodnig i antysymetryczng. Warto podkresli¢
fakt, ze nie musi to by¢ porzadek liniowy, tj. nie wszystkie rozktady musza by¢
ze sobg poréwnywalne. W literaturze mozna znalez¢ wiele rodzajéw relacji po-
rzadku stochastycznego, natomiast w niniejszej pracy bedziemy wykorzystywaé
najpopularniejszg z nich — dominacje stochastyczng pierwszego rzedu, nazywang
réwniez zwyktym porzadkiem stochastycznym. Powiemy, ze zmienna losowa Y
dominuje stochastycznie zmienng losowa X, jesli dla kazdego reR zachodzi
F, (t) > Fy(t), gdzie F, i F, sa dystrybuantami rozkladu prawdopodobienstwa
odpowiednio zmiennych X i Y. Stosujemy wtedy oznaczenie X <, Y.

9 Por. K. Gala, op.cit.; W. Bijak, Ubezpieczenia na zycie jako niejednorodne taricuchy Mar-
kowa, ,Prace Naukowe” Uniwersytetu Ekonomicznego we Wroctawiu, nr 312, Wroctaw 2013,
s. 9-28.
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Relacja dominacji stochastycznej miedzy zmiennymi losowymi X oraz Y ma
swoje konsekwencje w relacji miedzy parametrami rozktadéw prawdopodobien-
stwa tych zmiennych. Precyzuje to nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.1. Jedli X iY sa zmiennymi losowymi takimi, ze X < Y, to
(1) dla kazdego pe (0,1) zachodzi qX(p) <gq, (p) , gdzie qX(p) oznacza kwantyl

rzedu p zmiennej losowej X, zdefiniowany jako ¢, ( p) =inf{xeR: F, (x) >ph
(2) jesli dodatkowo X i Y sg nieujemne i catkowalne, to zachodzi EX <EY.
Dowdd powyzszego twierdzenia mozna znalezé w pracy M. Denuita i innych!'®.

W dalszej czesci pracy bedzie réwniez uzyteczna inna wlasno$é omawianej
relacji porzadku stochastycznego — niezmienniczo$é¢ ze wzgledu na monotoniczne
przeksztalcenia. Rozpoczniemy od nastepujacego lematu.

Lemat 3.2. Dla zmiennych losowych X oraz Y relacja X <, Y zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieja zmienne losowe X oraz ¥ okreslone na wspélnej
przestrzeni probabilistycznej (Q,f,P) takie, ze X=, X, Y=, Y oraz ]P’(f(s )7)= 1,
gdzie symbol =, oznacza réwnos¢ rozkladéw prawdopodobienistwa.

Dowéd lematu 3.2 mozna znalezé w pracy R. Kaasa i innych!!. Przejdziemy
teraz do zapowiedzianego wcze$niej twierdzenia.

Twierdzenie 3.3. Niech X oraz Y bgda zmiennymi losowymi takimi, ze X <, 7,
a g bedzie monotoniczng funkcjg niemalejgcg. Wtedy g(X ) =¢ g(Y )

Dowdd. Z relacji X <, ¥, na mocy lematu 3.2, wynika istnienie zmiennych X
oraz Y, okreslonych na wspélnej przestrzeni probabilistycznej (Q,]—" ,IP’) takich,
ze ]P’(f( <Y ) =1. Funkcja g jest niemalejaca, zatem dla kazdego w € Q takiego, ze

X(a)) < 17(0)), zachodzi réwniez g()?(a))) < g(?(a))) Zachodzi wiec
{a) eQ: )?(a)) < Y(a))} c {w eQ: g(f((a))) < g(f(a)))},

zatem z wlasno$ci prawdopodobienistwa wynika, ze IF’(X < Y) <P

wiec IP’(g(f()Sg(Y))zl. Poniewaz g(X) =, g(X) oraz g(Y) =,g
jac ponownie z lematu 3.2, otrzymujemy g(X) =g g(Y), co konczy dowdd.

g(f() Sg(?))ﬁ 1

Y ) to korzysta-

Powyzsze twierdzenie zostalo sformutowane dla funkcji niemalejgcych. Jest
ono réwniez prawdziwe dla funkcji nierosnacych, przy czym relacja dominacji
stochastycznej po przeksztatceniu ulega odwréceniu. Dowdd przenosi sie na ten
przypadek z oczywistymi zmianami.

10 M. Denuit, J. Dhaene, M. Goovaerts, R. Kaas, Actuarial Theory for Dependent Risks: Mea-
sures, Orders and Models, Wiley, New York 2005, s. 108-112.

11 R, Kaas, M.J. Goovaerts, J. Dhaene, M. Denuit, Modern Actuarial Risk Theory, Kluwer
Academic Publishers, Dordrecht 2001, s. 227.
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Warto w tym miejscu rozwazan zwrdci¢ uwage na zwigzek dominacji stocha-
stycznej z miarami ryzyka. Miarg ryzyka nazywamy funkcje p:V — R, gdzie V jest
zbiorem zmiennych losowych reprezentujacych narazenie na ryzyko (np. warto$é
przyszlych zobowigzan). W literaturze mozna znalez¢ wiele prac poswieconych
miarom ryzyka i ich wlasno$ciom!?, natomiast w niniejszej pracy ograniczymy
sie do dwéch wlasnosci — monotonicznosci i obiektywnos$ci. Miare ryzyka
nazwiemy monotoniczng, jesli z tego, ze z X <Y p.n., wynika, ze p(X) Sp(Y),
natomiast miara obiektywna (ang. objective) to taka, dla ktérej p(X ) zalezy
od X tylko przez rozktad tej zmiennej losowej, tzn. jesli X =, 7, to p(X ) = p(Y )
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.4. Niech p bedzie obiektywng, monotoniczng miarg ryzyka
oraz niech stf Y. WteNdy p(X) Sp(Y).

Dowdd. Niech X oraz Y bedg zmiennymi losowymi, o ktérych mowa w lema-
cie 3.2. Z wlasnosci p wynika, ze

p(X)=p(X)<p(F)=p(Y)

co konczy dowdd.

Obiektywnymi, monotonicznymi miarami ryzyka sg np. warto$¢ oczekiwana oraz
kwantyl ustalonego rzedu. W zwiazku z tym twierdzenie 3.4 zawiera w sobie
twierdzenie 3.1 jako szczegdlny przypadek.

Przejdziemy teraz do przypadku wielowymiarowego i oméwimy jego zwia-
zek z kopulami. Niech X oraz ¥ beda n-wymiarowymi zmiennymi losowymi
o dystrybuantach odpowiednio H, i H,.Powiemy, ze X <Y, jesli dla kazdego
(xl,...,xn) eR" mamy H, (xl,...,xn) <H, (x],...,xn) — jest to tzw. porzadek zgodno-
$ci (ang. concordance ordering)'3. Szczegllnie interesujace jest wprowadzenie
porzadku w zbiorze dystrybuant wielowymiarowych o ustalonych rozktadach
brzegowych danych dystrybuantami F, - jest to tzw. przestrzen Frécheta, ktorg
oznaczamy przez I' (F1 S ) W takim przypadku z twierdzenia Sklara wynika,
ze dla H,GEF(FI,...,F”) mamy H=<G & C,<C,, gdzie C, oraz C, oznaczajg
funkcje kopula odpowiadajace dystrybuantom H i G. Warto zwréci¢ uwage na to,
ze dla kazdej kopuli C zachodzg nastepujace oszacowania:

W(xl,...,xn)SC(xl,...,xn)SM(xl,...,xn), 3)

12 Zob. np. M. Denuit, J. Dhaene, M. Goovaerts, R. Kaas, op.cit., s. 59-102.
13 Zob. R. Nelsen, op.cit., s. 39.
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gdzie W(xl,..,xn) = max(Zx[ —-n+1,0) oraz M(xl,. ) .,xn) = min(xl,...,xn). Funkcje W
i=1
i M sa nazywane ograniczeniami Frécheta-Hoeffdinga, przy czym M jest kopulg
dla dowolnego n, a W jest kopulg tylko dla n=2. Ograniczenia Frécheta—Hoef-
fdinga dostarczaja metody konstrukcji kresu gérnego oraz kresu dolnego (w przy-
padku dwuwymiarowym) w zbiorze T (F] oo F 1) ze wzgledu na relacje <.
Wiele popularnych rodzin kopuli jest indeksowanych jednym parametrem.
W zwigzku z tym powiemy, ze rodzina {Ca 0e @)} jest uporzadkowana rosngco
(odp. malejaco) ze wzgledu na parametr 0, jezeli dla kazdych 6,0'e© takich,
ze 6’26, zachodzi C,<C, (C,>C,). Przyktadami rodzin uporzadkowanych
rosngco sg rodzina kopuli Claytona dana wzorem

L
6

C(xl,...,xn)z[ixi"e—n+lJ dla 6>0
i=1

oraz rodzina kopuli Gumbela dana wzorem

1
C(xl,...,xn) =exp —(Z(—lnxl.)ng dla 6>1.
i=1

Znaczenie omawianego porzadku podkresla definicja miary zgodnosci po-
dana przez M. Scarsiniego!?, ktéra wskazuje, ze dla miary zgodno$ci k¥ powinno
zachodzi¢ C, < C, = k. <k .. Wistocie, popularne miary zwigzku migdzy zmien-
nymi losowymi, p —Splearmzana i 7-Kendalla, majg te wlasno$é'. Oznacza to,
ze dla uporzadkowanych rosnaco (malejaco) rodzin kopuli sita zaleznosci jest
rosnaca (malejaca) funkcjg parametru. Pozwala to badaé¢ wptyw sily zaleznosci
w modelu przez analize wrazliwo$ci na zmiany parametréw rozktadu tacznego.

Na zakonczenie tej cze$ci pracy rozwazymy jeszcze kwestie zwigzku mie-
dzy uporzadkowaniem rodziny {Cs 0e @} oraz stowarzyszonej z nig rodziny
{ée 0e @}. Latwo wykazaé, ze w przypadku dwuwymiarowym zachodzi

ég(u,v)zu+v—1+Cg(l—u,1—v).

14 M. Scarsini, On measures of concordance, ,Stochastica” 1984, vol. 8, s. 201-218.
15 R.B. Nelsen, op.cit., s. 169.
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W konsekwencji uporzadkowanie rodziny {Ce :0¢ @} pocigga za sobg ana-
logiczne uporzadkowanie rodziny {ég 296@}. Wilasnos¢ ta jest godna uwagi
ze wzgledu na dwojaka mozliwos¢ specyfikacji tacznego modelu przezycia,
wspomniang w poprzednim punkcie. Warto zaznaczyé, ze wlasno$¢ ta nie jest
w 0gdblnosci prawdziwa dla n> 2%, wiec w tym przypadku wlasnosci rozktadéw
otrzymanych za pomocg wzoréw (1) oraz (2) mogg si¢ r6zni¢ pomimo zastoso-
wania tej samej kopuli.

4. Rozktad prawdopodobienstwa zaktualizowanej
wartosci swiadczen

W tej czesci pracy zostanie zbadane to, w jaki sposéb przyjeta w modelowaniu
struktura zaleznos$ci wektora ( T, (xl),. T (xm )) wplywa na rozklad prawdopodo-
bienstwa zaktualizowanej warto$ci przyszlych §wiadczen wynikajacych z umowy
ubezpieczenia dla wielu os6b. Do tego celu zostang wykorzystane narzedzia
matematyczne omoéwione w poprzednich punktach.

Bedziemy rozwazaé¢ umowy ubezpieczenia, dla ktérych warto$é terazniej-
sza przyszlych §wiadczen jest postaci PV = b(T ) gdzie T jest zmienng losowg
(by¢ moze wektorowa) opisujaca czas aktywnosci ubezpieczonego statusu, a b
pewng mierzalna funkcja rzeczywista. Zostang uwzglednione ubezpieczenia
w wersji cigglej oraz w wersji dyskretnej (ze §wiadczeniem wyptacanym w mo-
mencie bedgcym wielokrotnoscig ustalonego okresu bazowego, np. miesigca).
DF (tl,tz) bedzie oznaczaé warto§¢ w momencie ¢, jednostkowego przeptywu
pieni¢znego nastgpujacego w momencie ¢, , natomiast symbolem [t] oznaczymy
liczbe pelnych okreséw bazowych zakoniczonych do momentu ¢. W tabeli 1 zo-
staly przedstawione przyktady wystepujacych w praktyce ubezpieczen na zycie
oraz odpowiadajace im funkcje b(t), przy zalozeniu, ze suma ubezpieczenia jest
réwna 1. W przypadku ubezpieczen na wypadek $mierci oraz rent zyciowych
zostaly przedstawione dwie wersje — ciagla (pierwszy wiersz) oraz dyskretna
(drugi wiersz). Przez a(s) oznaczono wysoko$¢ ptatnosci renty w momencie s.
We wszystkich przedstawionych umowach T jest jednowymiarowg zmienng
losowg oznaczajaca dlugosé zycia ubezpieczonego lub czas trwania statusu.

16 P Georges, A.-G. Lamy, E. Nicolas, G. Quibel, T. Roncalli, Multivariate Survival Model-
ling: A Unified Approach with Copulas, 2001, http://dx.doi.org/10.2139/ssrn.1032559 (dostep:
4.08.2014).
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Tabela 1. Wybrane rodzaje ubezpieczenia i odpowiadajace im funkcje b(t)

Rodzaj ubezpieczenia

PV

b(1)

Ubezpieczenie dozywotnie
na wypadek $mierci

DF(0,7)

DF(0,¢)

DF(O,[T]+1)

DF(o,[t]+1)

Ubezpieczenie terminowe
(n-okresowe) na wypadek
Smierci

DF(0,T)1(T <n)

DF(0,)1(t<n)

DF(O,[T]+ 1)1(T <n)

DF(0.[¢]+1)1( <n)

Ubezpieczenie na dozycie do

DF(0,h)1(T 2 h)

DF(0,)1(t 2 h)

momentu /1

S —

a(s)DF(O,s)ds j:a(s)DF(O,s)ds

Renta zyciowa
(7] (1]

Za(k)DF(O,k)

Zrodlo: opracowanie wilasne.

Warto zwrécié¢ uwage na fakt, ze dla powyzszych przyktadéw funkcja b jest:
1) monotoniczng (niemalejaca lub nierosnaca) funkcja ciggla albo
2) prawostronnie ciggla, niemalejaca funkcjg schodkowg postaci

b(t)= ibk I(tea,,a,.,)),

gdzie (bk) jest niemalejgcym ciggiem liczbowym, a (ak) jest ciggiem rosng-
cym, albo
3) lewostronnie ciagla, nierosnaca funkcja schodkowa postaci

b(t)= ick (te(a,.ay,, ],

gdzie (ck) jest nierosngcym ciggiem liczbowym, a (ak) ciggiem rosngcym.
Przyktadowo, dyskretna renta zyciowa platna co miesigc z géry kwalifikuje sie

k : ! o
do przypadku 2, przy czym a, = o oraz b = ZC, -DF (O’EJ' gdzie ¢, jest wyso-
1=0

koscig ptatnos$ci w momencie k.

Zwréémy uwage na fakt, ze dzieki monotonicznosci funkcji b przy wyko-
rzystaniu twierdzenia 3.3 mozna stwierdzié¢, w jaki sposéb relacja porzadku
na zmiennych losowych opisujacych czas trwania zycia ubezpieczonego przektada
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sie na rozktad warto$ci biezgcej $wiadczen z umowy ubezpieczenia. W zwigzku
z tym w dalszej czesci pracy skoncentrujemy sie na ubezpieczeniach, ktérym
odpowiada funkcja b nalezaca do ktérej$ z powyzszych klas, i podamy kilka
modeli, w ktérych mozna wskaza¢ relacje porzadku stochastycznego.

4.1. Ubezpieczenia indywidualne

Waznym przyktadem takiego modelu, ktéry potraktujemy jako punkt wyjscia
do dalszych rozwazan, jest model wymieralnos$ci, spotykany w ubezpieczeniach
indywidualnych. W modelu tym zaktadamy, ze dtugo$¢ zycia noworodka losowo
wybranego z populacji jest opisana zmienng losowg 7, o ustalonym rozktadzie
bazowym, natomiast dalsze trwanie zycia osoby w wieku x jest opisane zmienng
losowg T (x) . Funkcja przezycia dla zmiennej T (x) (oznaczana tradycyjnie ,p_)
jest dana wzorem:

x+t

[ 1, (S)ds]. @)

Funkcja u, (s) jest intensywno$cig wymierania, dang wzorem K, (S): F EZ;,

0

D, =]P’(T(x)2t)=IP’(TO 2 x+1T, Zx)zexp[—

gdzie f, oraz F, oznaczaja odpowiednio gestos¢ i funkcje¢ przezycia zmien-
nej 7,. Ze wzoru (4) wynika, ze dla kazdego >0 mamy

2 b= () ()

Wynika stad, Ze jesli u, (s) jest funkcjag rosnaca, to dla kazdego ¢ >0 oraz y>x
zachodzi

1px 2 lpy’

a stad, zgodnie z definicjg dominacji stochastycznej pierwszego rzedu, wynika,
ze T (x) =g T ( y). Zwré¢my uwage na fakt, ze podany warunek na funkcje g,
ma naturalng interpretacje w ubezpieczeniach na zycie, jako ze odzwierciedla
starzenie sie ubezpieczonego. Wniosek ten formalizuje intuicje, ze ryzyko zwig-
zane np. z umowg terminowego ubezpieczenia na zycie jest tym wieksze, im
starszy jest ubezpieczony.
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4.2. Ubezpieczenia dla wielu osob

Przejdziemy teraz do analizy rozkladu zmiennej T w ubezpieczeniach
dla wielu os6b. W ubezpieczeniach tego rodzaju najczesciej bedziemy mieli
T=f(T1(xl),...,Tm (xm)) dla pewnej funkcji f: R" - R". Poniewaz trudno jest
opisac rozktad zmiennej losowej T w pelnej ogblnosci, rozwazania rozpoczniemy
od dwdch najczesciej spotykanych w literaturze przypadkoéw — statusu wspdlnego
zycia (ang. joint-life status) oraz statusu ostatniego zyjacego (ang. last survivor
status). Nastepnie przes$ledzimy to, jak otrzymane wyniki mozna wykorzystaé
do opisu bardziej ztozonych produktéw, np. renty wdowiej. Za pracg K. Gali'?
bedziemy rozwazaé model, w ktérym rozktad taczny wektora (T1 (xl),. T (xm ))
jest okreslony przy uzyciu kopuli. Warto w tym miejscu rozwazan podkresli¢
fakt, ze ubezpieczeni mogg réznié sie nie tylko wiekiem, ale réwniez bazowym
rozkltadem dtugosci zycia. Tam, gdzie konieczne bedzie podkreslenie zaleznosci
od parametru, bedzie on podawany w indeksie gérnym.

Status wspélnego zycia pozostaje aktywny, dopdki zyja wszyscy czlon-
kowie grupy. Czas trwania tego statusu jest wiec opisany zmienng losowa
T, = min(Tl (xl),. T, (xm )) Funkcje przezycia tej zmiennej mozemy zapisaé wzo-
rem:

, (t)=1-F, (t)zlP’(Tl(xl)>t,...,Tm (xm)>t)= CO(FI(t)Fm(z)) (5)

gdzie C’e jest kopulg przezycia rozktadu wektora (T1 (xl),...,Tm (xm)), a F funk-

cjami przezycia rozkladéw brzegowych, tj. rozktadéw zmiennych Tl(xl) Ze

wzoru (5) wynika, ze:

1. Jesli rodzina {C’e} jest uporzadkowana rosngco ze wzgledu na parametr 6,
to dla 6'>6 dla kazdego t mamy FTi (t)SFT’Z(t), a zatem FZL (t)ZFT’jL(t)
Zgodnie z definicja dominacji stochastycznej pierwszego rzedu, oznacza
to, ze Ty =, Th.

2. Jezeli rozklad zmiennej losowej Tl.(xi) (dany dystrybuantg F") jest taki, ze dla
x, > x, oraz kazdego >0 zachodzi Fl.x“ (t) F ";( ) (dominacja stochastyczna
ze wzglqdu na wiek), to zachodzi T, =, T,;. Wynika to z faktu, ze kopula
jako dystrybuanta rozktadu wielowymiarowego jest niemalejaca ze wzgledu
na kazdy ze swoich argumentéw, a wigc warunek F" ( )> Ff; (t) implikuje

to, ze F ()>F ()dlakazdegotorazx<x

17 K. Gala, op.cit.
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Widaé wiec, ze w przedstawionym modelu zachodzi uporzadkowanie stocha-
styczne zmiennych T, ze wzgledu na sil¢ zaleznosci reprezentowanej przez
kopule przezycia (rosngce) oraz wiek ubezpieczonego (malejace).

Status ostatniego zyjacego wygasa w momencie ostatniej $Smierci
w grupie, zatem czas trwania tego statusu jest opisany zmienng losowg
T, = max(ﬂ(xl),...,T . (xm)). Dystrybuante tej zmiennej losowej mozemy zapisaé
jako:

F, ()=P(T(x)<t.....T, (x,) <t) = G, (F (1) F, (1)), 6)

gdzie C, jest kopulg rozkltadu wektora (Tl(xl),...,Tm (xm)), a F, dystrybuantami
jego rozktadéw brzegowych. Analogicznie do statusu wspdlnego zycia mozemy
wyciggna¢ nastepujace wnioski:

1. Jesli rodzina {Ce} jest uporzadkowana rosngco ze wzgledu na parametr 6,
todla 8'>0 i kazdego ¢+ mamy FTZ (t) < FTZ (t), zatem TL‘Z o Tg.

2. Jezeli rozktad zmiennej losowej T(x;) (dany dystrybuanta F,") jest taki, ze dla
x, 2x, oraz kazdego ¢>0 zachodzi F (t) < Fl.": (t) (dominacja stochastyczna
ze wzgledu na wiek), to zachodzi T} =, T..

W tym modelu zachodzi wiec malejace uporzadkowanie stochastycznej zmien-
nych T, ze wzgledu na sil¢ zaleznosci reprezentowanej przez kopulg oraz wiek
ubezpieczonego.

Powyzsze wlasnosci przektadajg sie bezposrednio na wlasnosci rozktadu
zaktualizowanej wartosci Swiadczen z umowy ubezpieczenia, o czym méwi
kolejne twierdzenie.

Twierdzenie 4.1. Niech dlugos¢ zycia czlonkéw ubezpieczonej grupy bedzie
opisana wektorem losowym (TI (xl),...,Tm (xm )), a b bedzie niemalejacy funkcjg
okreslajaca warto$é biezacg $wiadczenn z umowy ubezpieczenia. Prawdziwe
sg nastepujace stwierdzenia:

1. Dla statusu wspdélnego zycia o strukturze zalezno$ci opisanej wzorem (5)
zmienne losowe PV’ = b(TJZ) sg uporzadkowane rosnaco ze wzgledu na
site zalezno$ci oraz uporzadkowane malejgco ze wzgledu na wiek ubezpie-
czonych.

2. Dla statusu ostatniego zyjacego o strukturze zaleznos$ci opisanej wzorem (7)
zmienne losowe PV = b(T L"S) sg uporzadkowane malejgco ze wzgledu na site
zaleznosci oraz wiek ubezpieczonych.

Dowdéd powyzszego twierdzenia opiera na si¢ na wezesniejszych obserwacjach
dotyczacych zmiennych losowych T, i T, oraz zastosowaniu twierdzenia 3.3.
Dla nierosnacej funkcji b wspomniane wyzej uporzadkowanie ulega odwréceniu.

Przejdziemy teraz do oméwienia konsekwencji opisanych powyzej wynikéw.
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4.3. Wptyw na miary ryzyka

Zgodnie z twierdzeniem 3.4, relacja dominacji stochastycznej przenosi sie
na relacje miedzy monotonicznymi, obiektywnymi miarami ryzyka. Twierdze-
nie 3.1 pokazuje, ze takimi miarami sg np. warto$¢ oczekiwana oraz warto$é¢
narazona na ryzyko (Value at Risk — VaR), zdefiniowana jako kwantyl rozktadu
prawdopodobienstwa. Oznacza to, ze np. dla statusu wspdlnego zycia i ubez-
pieczen z niemalejaca funkcjg b (np. rentowego) sktadka jednorazowa ustalona
wedlug zasady wartosci oczekiwanej badz zasady kwantylowej jest rosnaca
funkcjg sily zaleznosci i malejaca funkcjg wieku ubezpieczonych. Warto zwrécié
uwage na fakt, ze wniosek ten stanowi uogélnienie wynikéw analizy oblicze-
niowej przedstawionej w pracy K. Gali'® i pokazuje, ze pewne relacje miedzy
silg zaleznosci a sktadkg wystepujg w szerokiej klasie ubezpieczen, takze dla
grup liczacych wiecej niz dwie osoby. Ponadto, ze wzgledu na ograniczenia
Frécheta—Hoeffdinga — wzér (3) — w przypadku dwuwymiarowym dla dodatnio
uporzadkowanych zmiennych PV mamy:

pmin Sl)(PV)Spmax’ (7)

gdzie p_ . oraz p__ oznaczaja warto$¢ miary ryzyka wyznaczong przy przyjeciu
we wzorach (5) oraz (6) struktury zaleznosci opisanej odpowiednio funkcjami
W oraz M.

Wz6r (7) moze stuzy¢ do oceny ryzyka w sytuacji, gdy ubezpieczyciel nie
dysponuje pelng informacja dotyczaca struktury zalezno$ci, i pozwala okre-
§li¢ zakres mozliwych warto$ci wybranej miary ryzyka. Jesli natomiast ubez-
pieczyciel dysponuje dodatkowg wiedzg, np. Ze pewna miara sily zaleznoSci
(np. 7-Kendalla) zawiera sie w przedziale [a,b], to ze wzgledu na monotonicz-
no$¢ relacji miedzy sitg zaleznosci a wybranymi miarami ryzyka mozna przedziat
[P, P,.] zawezi¢ do przedziatu [ P, pb], gdzie p_jest warto$cig miary ryzyka
wyznaczong przy mierze zaleznosci réwnej x.

Zwréémy rowniez uwage na to, ze uzyskane wyniki pokazuja, ze na podsta-
wie konstrukcji produktu mozna okresli¢, czy przyjecie zatozenia dotyczacego
niezalezno$ci prowadzi do zbyt niskiego lub zbyt wysokiego oszacowania ryzyka
zwigzanego z umowag ubezpieczenia. Przyktadowo, dla statusu wspélnego zycia
w przypadku wystepowania zaleznosci dodatniej, zaktadajac niezaleznosé diu-
gosci zycia ubezpieczonych, zaklad ubezpieczen ustala zbyt niska sktadke netto

18 Tbidem.
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dla ubezpieczen rentowych, natomiast sktadka netto obliczona w ten sposéb
dla ubezpieczen na wypadek $Smierci jest za wysoka. Oznacza to, ze w drugim
przypadku nie jest konieczny dodatkowy narzut bezpieczenistwa, wynikajacy
z nieuwzglednienia w modelu struktury zaleznosci.

4.4. Ubezpieczenia ze sktadka regularng

W ubezpieczeniu ze sktadka regularng wysokosé sktadki bedzie okreslona
wzorem P=-—, gdzie JS oznacza skladke¢ jednorazowa, a a, jest ogélnym
oznaczeniem wartos$ci aktuarialnej renty ptaconej przez status w — moze to by¢
np. renta dla statusu wspélnego zycia. Wynika stad, ze sita zaleznosci w modelu
oddziatuje na wysoko$¢ sktadki regularnej dwoma kanatami — przez licznik oraz
przez mianownik. Jesli wysoko$¢ sktadki jednorazowej zmienia sie w przeciw-
nym kierunku niz dla renty, to efekty te beda sie wzajemnie wzmacniaé. Przy-
ktadowo, zgodnie z twierdzeniem 4.1, jednorazowa sktadka netto (JSN) za
ubezpieczenie na wypadek $mierci dla statusu wspdlnego zycia maleje wraz ze
wzrostem sity zalezno$ci, natomiast warto$¢ renty zwigzanej z tym statusem
ro$nie. W zwiagzku z tym wysokos$¢ sktadki regularnej jest w tym przypadku
malejaca funkcja sity zaleznosSci. Jednoczesnie, korzystajac ze wzoru (7), mozna
okresli¢ zakres mozliwych wartosci dla tej wielkosci.

4.5. Renta wdowia

Renta wdowia jest rentg zyciowa obejmujacg dwie osoby x iy, przy czym
wyplaty rozpoczynajg sie po $Smierci osoby x i trwajg do momentu $mierci
osoby y. Sktadka jednorazowa netto za te rente jest tradycyjnie oznaczana przez

d, w wersji dyskretnej oraz a,, w wersji ciagglej. Mozna pokaza¢, ze dla obu

\
wersji zachodzi zalezno$¢:

ax\y = ay - ax:y’ (8)

gdzie a jest ogélnym oznaczeniem aktuarialnej wartosci renty, a x:y oznacza
status wspélnego zycia. Ze wzoru (8) wynika, ze wybrane wlasnosci statusu
wspélnego zycia przenosza si¢ na status renty wdowiej. Po pierwsze, relacja
miedzy silg zaleznoSci a sktadkg jednorazowa netto dla statusu wspdlnego zycia
przenosi sie na rente wdowig z przeciwnym kierunkiem. Po drugie, analogiczna
relacja wystepuje dla wieku osoby x. Przy typowych zatozeniach JSN dla statusu
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wspllnego zycia jest malejacg funkcjg x, zatem dla renty wdowiej JSN ro$nie.
Zalezno$¢ od y jest w tym przypadku bardziej skomplikowana i nie mozna
wskazaé ogdlnej relacji 1aczacej ten parametr i miary ryzyka.

5. Wariancja wartosci biezacej swiadczen

Dotychczasowe rozwazania dotyczyly uporzadkowania pewnych rodzin
zmiennych losowych ze wzgledu na relacje dominacji stochastycznej. Relacja
ta, cho¢ uzyteczna do poréwnywania rozktadéw pod wzgledem miar potozenia,
kwantyli oraz wybranych miar ryzyka, nie pozwala jednak na wnioskowanie
o relacji miedzy zmiennoScig badanych zmiennych losowych, mierzonej np. za
pomoca wariancji. Jako przyktad mozna podaé zmienne losowe X oraz Y=X+a,
gdzie a>0. Wtedy Y= X, ale Var(X) = Var(Y) dla kazdego a>0. Zagadnienie
to jest o tyle istotne, ze popularne metody ustalania sktadki polegaja na przyje-
ciu narzutu bezpieczenstwa ponad warto$¢ oczekiwang proporcjonalnego do
wariancji lub odchylenia standardowego.

Ze wzgledu na trudno$¢ zwigzang z badaniem opisanego zagadnienia w pel-
nej ogblnosci w niniejszym punkcie skupimy sie na badaniu wariancji warto$ci
biezacej $wiadczenn w ubezpieczeniu modelowanym za pomocg niejednorod-
nego tanicucha Markowa z czasem dyskretnym!?. W takim modelu stan grupy
jest reprezentowany przez m-elementowy wektor okreslajacy, w ktérym stanie
elementarnym (zycie lub zgon) znajdujg sie poszczegdlni ubezpieczeni. Kolejne
stany numerujemy za pomoca liczb naturalnych, wprowadzajac przestrzen
stanéw S= {1,...,1}, gdzie /=2", a zmiany stanéw sg modelowane za pomocg
tancucha Markowa (X f )::0. Wprowadzamy réwniez cigg wektoréw odpowiada-
jacych rozktadom bezwarunkowym d = {d . }::0, cigg wektoréw reprezentujacych
Swiadczenia wyplacane w zwigzku z pobytem w danym stanie b= {bk }:;0’ ciag
macierzy przej$cia w jednym kroku P = {Fjc }::1 oraz cigg macierzy reprezentu-
jacych $wiadczenia wyplacane przy zmianie stanu taficucha w = {wk };. Przez
d,, oraz b_ bedziemy oznaczal s-ta wspéirzedng wektoréw d, i b, natomiast
wi” oraz p;” beda oznacza¢ odpowiednio element (s,r) macierzy w, oraz P,.

19 Por. ibidem s. 51-52; W. Bijak, op.cit., s. 11-16.
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Warto$¢ zaktualizowang przysztych §wiadczen mozemy przedstawié jako:

o
Py =Y DF(0,k)b, 1(X, =5)+
k=0 s=1

o | ]

+3' 3N DF(0.k)w 1( X, =s5.X, =r)=S+R ©)
k=1 s=1 r=1

oo [

gdzie S= ZZDF(O,k)b“l(Xk =s) odpowiada $wiadczeniom zwigzanym z po-

k=0 s=1

bytem tancucha w okre§lonym stanie, natomiast

I
R=YYNDF (O,k) W l(X L =5X, = r) jest zaktualizowang warto$cig przyszlych
k=1 s=1 r=1
przeptywéw pienieznych wynikajacych z przej$cia tancucha miedzy stanami.
Zwr6éémy uwage na fakt, ze w praktyce mozemy zatozyé, ze dla zmiennej S
mamy sumowanie po k=0,1,...,N —1, natomiast dla zmiennej R sumowanie od-
bywa si¢ dla k=1,2,...M, dla pewnych liczb catkowitych N i M.
Na podstawie wzoru (9) mozna wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwang zmiennej PV:

-1 1
EPV = ES+ER = NZIZDF(O,k)bk’SP(Xk =s)+

k=0 s=1

M 1
+3' 3 DF(0.k)w) P( X, =s.X, =7). (10)
k=1 s=1 r=1
Macierzowg reprezentacje wzoru (10) mozna znalezé w pracy K. Gali?’.
Wyznaczymy teraz wariancje zaktualizowanej warto$ci Swiadczen. Ze
wzoru (9) wynika, ze w praktyce zmienna losowa PV jest skoficzong kombina-
cja liniowg pewnych zmiennych losowych, mozliwe jest zatem zapisanie wzoru
na wariancje w postaci macierzowej. Postuzymy sie do tego nastepujacym le-
matem, znanym z teorii prawdopodobienstwa.
Lemat 5.1. Niech Y = (Yl, Y ) bedzie wektorem losowym o wspétrzednych
catkowalnych z kwadratem i niech a € R". Okre$lmy zmienng losowa H wzorem

H:<a,Y>=iaiK.
i=1

20 K. Gala, op.cit., s. 59.
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Wtedy
Var(H)za-Cov(Y)-aT,

gdzie Cov(Y ) = [Cov(Yl., Y, )] jest macierzg wariancji-kowariancji wektora Y.
I Di<isn,1<j<n

Niech teraz H bedzie wektorem dlugosci N-1+1-1-M powstalym przez
ustawienie w cigg zmiennych losowych I(Xk = s) dla k=0,..,N-1i s=1,...,/ oraz
zmiennych I(Xk_1 =s5X, = r) dla k=1,.,M, s=1,..,] oraz r=1,...,/. Zdefiniujmy
teraz wektor a (tej samej dtugosci co H ) w nastepujacy sposéb:

DF(0,k)b, gdy H,=1(X, =s)

“T1 DF(0k)w edy H=1(x,, =s.x,=r)

i

dla i=1,.., N-I+[-1- M. Na mocy lematu 5.1 mozemy napisaé

Var(PV)z a~C0v(H)-aT. 11

Elementy macierzy Cov(H ) mozna tatwo wyznaczy¢ na podstawie rozkltadéw
bezwarunkowych oraz prawdopodobienstw przejscia taficucha {X n}. Przykta-
dowo, dla ustalonego okresu & oraz stanéw s i » mamy

Cov(l(Xk:s),l(X :r)):IP’(X =5,X, =r)-P(X, =s)P(X, =r)=

d. (1-d.) jeslir=s

—dk’sdk’r jesli r#s

Z powyzszych rozwazan plynie wniosek, ze w omawianym modelu wariancje
zaktualizowanej wartosci Swiadczen mozna obliczy¢ numerycznie, nie odwo-
tujac sie do metod symulacyjnych. Pozwala to istotnie uprosci¢ analize ryzyka
zwigzanego z umowg ubezpieczenia.

6. Przyktad numeryczny

Jako uzupelnienie powyzszych rozwazan przedstawimy teraz przykiad
numeryczny. Ma on na celu pokazanie, ze badanie rozktadu prawdopodobieni-
stwa warto$ci biezacej $wiadczen moze byé uzyteczne w ocenie ryzyka, takze
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w zakresie wykraczajagcym poza omawiang w tej pracy relacje dominacji sto-

chastycznej. Rozwazaé bedziemy rente wdowig (opisang w punkcie czwartym),

w ktérej osoba y otrzymuje po $mierci osoby x rente dozywotnig. Przyjete zostaly

nastepujace zatozenia:

1. Dalsze trwanie zycia 0s6b x i y jest modelowane za pomocg wektora losowego
(7(x).7(»))-

2. Rozktady zmiennych T (x) oraz T ( y) sg wyznaczone na podstawie publiko-
wanych przez Gléwny Urzad Statystyczny tablic trwania zycia dotyczgcych
2011r. Zakladamy, Zze osoba x jest mezczyzng w wieku 65 lat, a osoba y
- 60-letnig kobieta. W celu otrzymania rozktadu cigglego zostata zastosowana
interpolacja jednostajna (zalozenie UDD - Uniform Distribution of Deaths).
Mozna pokazaé, ze przy tych zalozeniach T(y) o T(x).

3. Rozktad tgczny jest modelowany za pomocg wprowadzonej w punkcie trze-
cim kopuli Claytona.

4. Techniczna roczna efektywna stopa procentowa jest stata i wynosi 3%, a od-
setki sa kapitalizowane miesiecznie.

5. Pierwsza platno$¢ renty przypada na poczatek okresu nastepujacego po okre-
sie, w ktérym zmartla osoba x, a nastepne platno$ci nastepujg na poczatek
kolejnych miesiecy, o ile osoba vy ciggle zyje.

6. Liczba wygenerowanych realizacji wektora (T (x),T ( y)) wynosi N=1 000 000.
Ze wzoru (8) wynika, ze sktadke jednorazowg za to ubezpieczenie mozemy

tatwo obliczy¢ jako réznice sktadek za dwie renty. Jednocze$nie korzystajac

z przedstawionych w punkcie czwartym wynikéw, mozna podaé, jak sktadka

ta jest powigzana z silg zalezno$ci miedzy dlugoscig zycia ubezpieczonych.

Zwréémy uwage na to, ze w tym ubezpieczeniu wartos$c biezaca Swiadczen za-

lezy od dwuwymiarowej zmiennej losowej T = (T (x),T( y)) i wyraza sie wzorem:

l[zr(y)]ﬂ ) 1— v{xznin(T(x),T(y))]-f—l | w2

l—v12 l—v12

_l—v

Py =1{r(2)7()

gdzie v,, jest miesigcznym czynnikiem dyskontujacym. Ze wzgledu na dos¢
skomplikowang postaé tego wzoru analiza rozktadu zmiennej PV wymaga wy-
korzystania metod symulacyjnych. Symulacje polegaly na generowaniu reali-
zacji wektora losowego (T (x),T ( y)) o zadanym rozkladzie wielowymiarowym?!
i obliczaniu na jej podstawie realizacji zmiennej PV za pomocg wzoru (12).

21 Opis metod komputerowego generowania realizacji wektora losowego o rozkladzie
danym kopulg mozna znalez¢ np. w pracy: R.B. Nelsen, op.cit., s. 40-42.
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Na rysunku 1 zostaly przedstawione dystrybuanty empiryczne rozktadu
wartos$ci biezacej Swiadczen w rozwaznym ubezpieczeniu wyznaczone przy
strukturach zaleznosci odpowiadajgcych gérnemu (max.) oraz dolnemu (min.)
ograniczeniu Frécheta-Hoeffdinga, niezaleznosci (nz) oraz warto$ciom 7 -Ken-
dalla ze zbioru {0,1;0,2;0,3}.

1 "'“‘"W
l ....s.-;:i :;"" - -
0,8 S — . .mi
..,.-,“'g”)’./’ - - min.
0,6 p"ﬁ‘;‘" - — —nz
| /,
04 g - =T=01
- tall
02 Eﬁﬁ / -=-1=0,2
J ........ T=0,3
O T T T T T 1
0 50 100 150 200 250 300 max

zaktualizowana warto$¢ §wiadczen

Rysunek 1. Rozklad prawdopodobienistwa zaktualizowanej wartosci §wiadczen
dla renty wdowiej przy ré6znych strukturach zaleznosci

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Zauwazmy, ze w powyzszych rozktadach wystepuje dodatnia masa praw-
dopodobienstwa w zerze — odpowiada ona sytuacji, w ktérej nie nastgpi zadna
platnosé renty. Z tego wzgledu warto rozwazy¢ jednoczesnie zaréwno caly
rozktad, jak i jego cze$¢ dodatnig. Zwréémy uwage na fakt, ze ze wzrostem sity
zalezno$ci ]P’(PV = 0) maleje, co wynika z tego, ze réwnocze$nie ro$nie praw-
dopodobienstwo IP’(T(x) < T( y)) ktére dla gérnego ograniczenia Frécheta-Ho-
effdinga, wobec relacji T(x) = T(y), jest rowne 1. Wtedy IP’(PV = O) =0,00006
odpowiada prawdopodobienistwu, ze zgon obojga ubezpieczonych oséb nastapi
w tym samym miesigcu. Jes$li natomiast rozklad zmiennej T (x) bylby dominu-
jacy, to rozktad wartosci $wiadczen miatby calg mase skoncentrowang w zerze.

W tabeli 2 przedstawiono statystyki opisowe dla rozktadu zaktualizowanej
wartosci $wiadczen i jego czeSci dodatniej. Zostaly obliczone: $rednia aryt-
metyczna (X), wariancja (S°), odchylenie standardowe (std), wspélczynnik
asymetrii (A), wspdlczynnik zmiennosci losowej ( CVzi), a takze kwantyle
wybranych rzedéw. x
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Analiza uzyskanych wynikéw prowadzi do kilku wnioskéw. Po pierwsze,
zgodnie z przewidywaniami teoretycznymi, JSN jest malejaca funkcja sity zalez-
nos$ci miedzy dtugosciag zycia ubezpieczonych. Ten sam wniosek dotyczy czesci
dodatniej rozktadu. Jednoczes$nie ograniczenia Frécheta—Hoeffdinga dostarczajg
oszacowania przedzialu mozliwych wartosci dla JSN — w tym przypadku jest
to przedzial (56,87; 85,64), ktory jest dos¢ szeroki. Jesli ograniczymy sie tylko
do zaleznosci dodatniej (ktéra wydaje sie naturalna w ubezpieczeniach dla wielu
0séb), to przedzial ten skraca si¢ do (56,87; 71,93), jest wiec o prawie 50% krotszy.
Znajomo$¢ takiego przedziatu moze byé uzyteczna dla ubezpieczyciela, ktéry
nie dysponuje danymi odpowiednimi do oceny sily zalezno$ci miedzy dtugoscia
zycia ubezpieczonych.

Po drugie, mimo monotoniczno$ci JSN nie wystepuje tutaj relacja dominacji
stochastycznej miedzy rozkladami. Warto zwrdécié uwage na fakt, ze wraz z sitg
zalezno$ci maleje prawdopodobienstwo, ze nie dojdzie do zadnych wyptat,
a takze skraca sie ogon rozktadu. Rosnie wiec ryzyko, ze dojdzie do wyplaty
Swiadczenia, natomiast same wyptaty beda mniejsze. Oznacza to, ze wplyw
sily zalezno$ci na ryzyko moze by¢ zréznicowany, przy czym pomiar ryzyka za
pomocg jednej miary moze nie dawac pelnego obrazu sytuacji. OkreSlenie, czy
wystepuje tu inna relacja porzadku (np. dominacja stochastyczna rzedu wyzszego
niz 1), moze by¢ kierunkiem dalszych badan.

Po trzecie, wariancja jest w rozwazanym przykltadzie malejaca funkcja
sity zaleznos$ci. Warto zwrdéci¢ uwage na duze zréznicowanie wspélczynnika
asymetrii, ktéry moze przyjmowaé wartos$ci zaréwno dodatnie, jak i ujemne.
Zr6znicowane jest rOwniez zachowanie kwantyli — kwantyle wyzszych rzedéw
maleja ze wzrostem sity zaleznosci, podczas gdy kwantyle nizszych rzedéw
(np. mediana) nie zachowujg sie monotonicznie.

Zaprezentowany przyklad pokazuje, ze analiza rozktadu wartosci biezacej
Swiadczen jest uzytecznym narzedziem do oceny ryzyka w ubezpieczeniach dla
wielu oséb, a wykorzystanie tylko jednej miary ryzyka nie jest wystarczajace.
Podsumowujac, nalezy stwierdzié, ze przedstawione wyniki teoretyczne pozwa-
lajg wstepnie oszacowac ryzyko zwigzane z umowg ubezpieczenia, podczas gdy
analiza symulacyjna pozwala je zbadaé bardziej szczegétowo.
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7. Podsumowanie

W niniejszej pracy zostaly zaprezentowane wybrane problemy zwigzane z roz-
ktadem prawdopodobienstwa wartosci biezacej Swiadczen w ubezpieczeniach dla
wielu oséb. Przedstawiono model, w ktérym zalezno$¢ miedzy dlugoscig zycia
ubezpieczonych jest opisana kopulg i ktéry nastepnie zostal wykorzystany do
zbadania wplywu sity zaleznosci i wieku ubezpieczonych na parametry rozktadu
zaktualizowanej wartosci §wiadczen, takie jak warto$¢ oczekiwana i kwantyle.
Uzyskane rezultaty teoretyczne odnoszg si¢ do szerokiej klasy ubezpieczen, sta-
nowiac jednoczeénie uogélnienie wynikéw obecnych w literaturze przedmiotu.
Jako kierunki dalszych badan mozna wskazaé poszukiwanie innych relacji po-
rzadku stochastycznego (np. dominacji stochastycznej wyzszych rzedéw), a takze
dokladniejszg analize wptywu struktury zaleznosci (np. zalezno$ci w ogonach
rozktadu) na ryzyko zwigzane z umowg ubezpieczenia.

W sytuacji, gdy ubezpieczyciel nie dysponuje danymi pozwalajagcymi pre-
cyzyjnie okresli¢ struktury zalezno$ci miedzy dlugoscia zycia ubezpieczonych,
przedstawione wyniki mogg by¢ uzyteczne np. do oceny ryzyka, umozliwiajac
oszacowanie interesujgcych go wielko$ci. Co wiecej, dla szerokiej klasy produk-
téw mozliwe jest okreslenie tego, kiedy przyjecie do wyceny zatozenia o nieza-
leznosci dtugosci zycia ubezpieczonych wymaga uwzglednienia dodatkowego
narzutu bezpieczenistwa, a kiedy narzut ten jest juz zawarty w skladce wyzna-
czonej przy tym zalozeniu. Wiedza ta moze by¢ przydatna dla ubezpieczyciela
przy tworzeniu oferty produktowe;j.
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On the probability distribution of the present value
of benefits in multiple life insurance

Summary

In the standard approach to actuarial analysis of multiple life insurance, the
stochastic independence of future lifetimes of the insured is assumed. However, this
assumption appears to be unrealistic. The aim of this paper is to analyse the proper-
ties of the probability distribution of the present value of future benefits in multiple
life insurance in the case of dependent lifetimes. To this end, a model in which joint
distribution of future lifetimes is modelled with a copula is used. The paper presents
the results concerning the impact of the dependence structure on the expected value
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and quantiles of the present value of future benefits. These results are a generalisation
of the author’s previous research and of some results found in the actuarial literature
and may be useful when the insurer does not possess full knowledge on the dependence
structure between future lifetimes of the insured.

Keywords: multiple life insurance, dependence, copula, stochastic ordering



