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Streszczenie

W pracy przedstawiono elastyczne narzedzie stuzgce do wyznaczania optymalnych es-
tymatorow i predyktoréw, jakim jest filtr Kalmana. Skupiono sie na klasycznym algoryt-
mie Kalmana zwigzanym z liniowqg przestrzenig stanow zaklocanych szumem gaussow-
skim. Nastepnie przedstawiono zastosowanie filtru Kalmana do optymalnego prognozo-
wania przysztych rezerw szkodowych. Podano przyklad wskazujgcy zalety filtru Kalmana
w porownaniu z tradycyjnymi technikami typu chain-ladder wyznaczania rezerw szkodo-
wych.

1. Wstep

Artykul ma charakter przegladowy i przedstawia zastosowania filtru Kalmana
do szacowania rezerw szkodowych. Kalman (1960) wprowadzil rekurencyjny al-
gorytm estymacji parametréw zmieniajacych sie w czasie metodg najmniejszych
kwadratéw. Algorytmy zwiagzane z filtrem Kalmana mialy ogromny wplyw na
przetwarzanie danych w ostatnich 40 latach. Znalazly zastosowanie w réznych
dziedzinach nauki i techniki, np. w przetwarzaniu sygnatéw naprowadzania pro-
moéw kosmicznych (nawigacja Apollo II), w systemach nawigacji GPS, w automa-
tyce i robotyce, kontroli jakoéci, w teorii sterowania, w statystyce, w szeregach
czasowych. Nieco pdzniej zaczeto intensywnie wykorzystywaé liniowa przestrzen
stanow i filtr Kalmana w ubezpieczeniach i finansach. Z tego zakresu powstalto
bardzo wiele prac w jezyku angielskim. Niestety w polskim piSmiennictwie aktu-
arialnym liczba prac na ten temat jest znikoma (Otto, 2006; Krzeminski, 2007).

W Swiatowej literaturze zastosowanie filtru Kalmana do probleméw ubezpie-
czeniowych odnosi sie gléwnie do rezerw szkodowych (rezerw IBNR) oraz skla-
dek zaufania w klasycznych modelach zaufania (Bithlmanna, Bithlmanna-Strauba
i Hachemeistera) i odpornych modelach zaufania (Kiinscha, Gislera i Reinharda
oraz Kremera).

Pionierska praca adaptujaca filtr Kalmana do szacowania i prognozowania
rezerw szkodowych na podstawie danych w postaci tréjkata szkod jest praca
de Jonga i Zehnwirtha (1983a). Kontynuacje i poszerzenie tych badan stanowia
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prace: Kremera (1984), Renshawa (1989), Verralla (1994; 1989a; 1989b). Zehn-
wirth (1996) rozwaza modele rezerwy szkodowej, w ktérych parametry zmieniaja
sie w trzech kierunkach: roku zdarzenia, roku opdznienia i roku kalendarzowego.
Zastosowanie filtru Kalmana pozwolito pokonaé problemy nadmiaru parametréw,
spotykane w tradycyjnych technikach chain-ladder. De Jong (2006) w badanych
modelach rezerwy szkodowej uwzglednia rézne zaleznos$ci wewnatrz tréjkatow
szkodowych i pomiedzy nimi. Kazdy model zapisuje w postaci przestrzeni stanéw,
co pozwala zastosowad filtr Kalmana. Dzieki filtrowi nie trzeba za kazdym razem
przystosowywaé wzordéw lub oprogramowania komputerowego wraz z rozszerza-
nymi modelami. Filtr Kalmana jest wykorzystany jako narzedzie obliczeniowe do
wyznaczania estymacji metodg najmniejszych kwadratéw, rekurencyjnie aktuali-
zowanej na podstawie nowych informacji. Istotna modyfikacja ujecia i rozwiazania
probleméw rozwazanych w wymienionych pracach znajduje sie w pracy Atherino
iin. (2010).

Wyniki teoretyczne uzyskane za pomoca dynamicznych modeli liniowych znaj-
duja zastosowanie w dziatalnosci kanadyjskich i amerykanskich towarzystw ubez-
pieczeniowych. Oczywiscie jest wiele innych prac, ktore zostaly tu pominiete na
podstawie subiektywnej oceny autorki.

Mehra (1975) pokazal, ze estymacja i predykcja w teorii zaufania sa po-
dobne do zagadnien rozwazanych w teorii filtracji Kalmana. De Jong i Zehnwirth
(1983b), Zehnwirth (1985), Ledorter, Klugman, Lee (1991) prowadzili badania
klasycznych modeli zaufania za pomoca filtru Kalmana. W swej pracy Cipra
i Romera (1991) po raz pierwszy wykorzystali odporny filtr Kalmana do uzyska-
nia odpornej sktadki zaufania. Rozwazania te kontynuowali Kremer (1994) i Tam
(1998).

Zastosowanie dynamicznych modeli liniowych w ubezpieczeniach wykracza
poza wskazane obszary badawcze. Moga by¢ wykorzystywane w monitoringu
umieralnosci populacji ludzkiej (de Jong, 2006). Teoria filtracji Kalmana znalazla
réwniez szerokie zastosowanie w finansach (Wells, 1996; Sommacampagna, 2005).

2. Liniowa przestrzen stanow i filtr Kalmana

Niech y1,y2,... bedzie szeregiem czasowym, ktérego wyrazy sa liczbami lub
wektorami. Obserwacje y; zaleza od nieobserwowanego parametru 6;, zwanego
stanem lub wektorem parametrow. Liniowy model przestrzeni standéw opisany
jest przez dwa zbiory réwnan:

e rownanie obserwacji

Yyt = Zi0 + di + Siee,
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e réwnanie stanu (réwnanie przej$cia miedzy stanami)
0r = Ti0r—1 + cr + Ryme,
gdzie:

Zy, Sy, Ty, Ry — macierze projektowane,

dy, ¢ — wektory wejécia o znanych $rednich i wariancjach,

¢ — nieskorelowane zaburzenia losowe obserwacji, e, ~ N (0, Hy),
n¢ — nieskorelowane zaburzenia losowe stanéw, 1, ~ N (0, Q),
ciagi €1,€2,... 11,72, ... sa niezalezne.

Wymiar przestrzeni stanéw moze zmieniaé si¢ w czasie. Operator przejscia
T; ze stanu 6,1 do stanu 6; jest operatorem liniowym. Dlatego tez przestrzen
standéw nazywa sie przestrzenia liniowa.

Macierze Z; i Sy sg znane w kazdej chwili ¢t. Ich postacie wynikajg z analizy
danych i wybranego modelu dopasowanego do danych. Réwniez macierze T; i Ry
sg znane w kazdej chwili ¢ i wynikajg z przyjetych zasad przechodzenia ze stanu
systemu w chwili £ — 1 do stanu systemu w chwili ¢. Na podstawie analizy da-
nych badacz ustala macierz wariancji H; sktadnika losowego obserwacji i macierz
wariancji @; losowego zaburzenia stanu systemu. Filtr Kalmana (1960) jest re-
kurencyjng metoda szacowania stanu #; na podstawie obserwacji dynamicznego
systemu liniowego.

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia dla t > s:

9t|s =E (9t|y17 s 7ys) )
Et|s = Cov (9t|y17 v 7y5) )
yt|8 = E (yt‘yh e 7y8) b
Fys = Cov (yely1,-- -, ys) -
W szczegdlnosci
i = 0, — oszacowanie stanu, 3, = X; — blad oszacowania stanu.
Stan inicjujacy rekurencje 6y dany jest przez jego $rednia i macierz kowariancji:
90|0 — E (90) 5
20|0 = Cov (90) .

Mozna pokazaé¢ (zob. np. Krzeminski, 2007; Verrall, 1989a), ze rekurencyjny
algorytm estymacji stanu 6; jest nastepujacy. W chwili £ — 1 mamy oszacowany
stan 0;_1 i znamy macierz kowariancji btedu oszacowania ;1. Na podstawie
obserwacji do chwili ¢ — 1 wlacznie wyznaczamy:
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® prognoze stanu na moment ¢ i btad tej prognozy
O¢—1 =140 141+ ¢, & = Ece,
Sijem1 = Ti% 11 T + RiQi Ry,
® prognoze obserwacji na moment ¢ i btad tej prognozy
Yijt—1 = ZeOyp—1 +dy,  dy = Edy
Fyi—1 = Zi%y4—17Z; + S Hy Sy
e filtr Kalmana (wygladzenie)
K = Zt|t—1Z£Ft\_t1_1a
* aktualizacj¢ prognozy stanu 6, i bledu tej prognozy 3 ;_; za pomoca filtru
Kalmana K; i dodatkowej informacji y;
Oy = Opje—1 + Ky (yt - yt\t—l) 5
Ype = Bgpe1 — K Zp Xy -
W chwili ¢ znamy oszacowanie 0, = Oy¢ stanu 6; 1 macierz kowariancji bledu
oszacowania .

Rysunek 1. Schemat algorytmu

Inicjacja znanymi wielkoSciami
Zt7 T;fa St7 Ht> Qt7 dta Ct oraz 90 i ZO
4
Prognoza parametru i obserwacji
- w nowym okresie bez dodatkowych -
obserwacji
te—t+1 Orjp—1 = Ti0p_1p—1 + &
fr o1 = T8 11 T} + ReQu \
Ytjt—1 = Zitbye—1 + dy
Aktualizacja szacowanego Wyznaczanie filtru
parametru przez wniesienie | <— Kalmana (zaufanie do
nowych obserwacji informacji)
O = Opp—1 + K¢ (yt - yt|t71> Fye—1 = ZiZyp1 2 + Si H Sy

1
Sipe = (I = Kt Zt) Xy Ky =Yy 17, (Ft|t71)
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Filtr Kalmana dziata on-line, tzn.:

1) uaktualnia estymacje stanu w czasie realnym,

2) kazda iteracja wykorzystuje dodatkowe informacje z biezacego okresu.

Opisany algorytm mozna przedstawi¢ za pomoca schematu przedstawionego
na rysunku 1.

Po przetworzeniu wszystkich n obserwacji y1, . . ., y, filtr Kalmana produkuje
optymalne estymatory stanu na moment n i n + 1, tzn.

en\na 9n+1\n

wraz z macierzami kowariancji btedéw estymacji

En\na 2n+1|n

oraz prognoze przysziej obserwacji Ynt1jn-
Przyjmujac 0,,, 1 X, za stan inicjujacy algorytm Kalmana, dostajemy pro-
gnoze i kowariancje btedu prognozy:

gn+k: = Zn+k0n+k + dn+k ’

Fn+k|n = Cov (gn—&—k - yn+k|n|yl7 R yn>

dlak=1,2,...
Uwagi o algorytmie

1. Estymatory otrzymane za pomocy filtru Kalmana sa liniowe o minimalnym
bledzie sredniokwadratowym.

2. Algorytm filtru Kalmana moze by¢ zastosowany do rekurencji wstecznej. Wste-
czng rekurencje wykorzystuje sie w celu poprawy stanu inicjujacego algorytm.

3. Algorytm filtru Kalmana wymaga zalozenia, ze wektor obserwacji ma rozktad
normalny (zaburzenia e; ~ IIDN (-, )).

Istnieje wiele rozszerzen filtru Kalmana na niegaussowskie rozklady btedéw ob-
serwacji. West, Harrison i Migan (1985) rozszerzyli filtr Kalmana na przypadek,
gdy zaburzenia obserwacji €; maja rozktad z wyktadniczej rodziny dyspersyjne;j.
Dalsze uogolnienia filtru Kalmana ze wzgledu na rozkltad ; znajduja sie w pracy
Naik-Nimbalkar, Rajarshi (1995).

Rozszerzony filtr Kalmana na nieliniowe systemy

Yt = f(etadtvgt)7 Et NN<'7')7
925 =g (et—b Ct—17 77t—1) ) e ~ N ('7 )

jest w pracy Ngrgaard (2002).
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W pracy Kalmana i Bucy’ego (1961) rozwazany jest filtr Kalmana-Bucy’ego
dla ciagglego w czasie modelu przestrzeni stanow:

Z(tzv¢)’9(z)+d( ¢)+€i,

t
d@() (T (t, )0 (t)+c(t,y))dt+ R(t, W)dW (d),

gdzie W (t) — proces Wienera i zaklécenie €; ~ N (0, Q (¢;,)). Odpornymi filtrami
Kalmana zajmowali si¢ w swoich pracach Masreliez i Martin (1977) oraz Meinhold
i Singpurwalla (1989).

3. Przestrzen stanéw dla tréojkata szkéd

Potrzeba tworzenia rezerw szkodowych wyplywa z opdznien, ktore powstaja
z powodu:
— zgloszenia straty po momencie utworzenia rezerwy,

powstanie tworzenie zgloszenie catkowite
straty rezerwy straty uregulowanie
straty

— zgloszenia straty przed momentem utworzenia rezerwy, ale bez dostatecz-
nego zapasu na catkowite uregulowanie straty.

powstanie zgloszenie tworzenie catkowite
straty straty rezerwy uregulowanie
straty

Rezerwy tworzone na niezgloszone straty nazywane sa rezerwami IBNR (ang.
Incurred But Not Reported). Rezerwy tworzone na szkody zgloszone, ale nie
zlikwidowane okresla sie rezerwami RBNP (ang. Reported But Not Payed). Te
dwie rezerwy lacznie nosza nazwe rezerw szkodowych. Dane dotyczace rezerw
szkodowych zorganizowane w postaci tréjkata szkod sg nieskumulowane X;; lub
skumulowane Cj;.



Przestrzen stanéw i filtr Kalmana w teorii ubezpieczen 107

Rysunek 2. Tréjkat szkéd
J

% Xij lub Cij

i — okres wystapienia szkody
j — okres opd6znienia wyplaty

Na podstawie danych w tréjkacie szk6d (rysunek 2) nalezy prognozowaé szkody
Z;j, jak podaje tabela 1.

Tabela 1. Rezerwy prognozowane

N 0 1 2 . n—2 n—1 Rezerwa
1 Z10 11 12 . T1p—2 T1p—1
T20 21 22 - T2n—2 Ton—1 Ry
3 20 31 32 | ... | T3p-2 T3m—1 R3
n—1|Tp,10 | Tn-11 | Tn-12 | --+ | Tn-1n-2 | Tn—1,n-1 R,
n Tn,0 :%n,l «%n,Q cee :%n,n—l in,n—l Rn

Prognozowane rezerwy R; na szkody z roku zdarzenia i sg sumg wyrazow Z;;
stojacych w wierszu :

A~

Ry =%9,1, R3=2T3p2+23n-1, BRpn=Tp1+Tn2+ "+ Tpn-1.

Wiadciwym oszacowaniem rezerw szkodowych zainteresowani sa: ubezpieczeni
(otrzymanie naleznego roszczenia), akcjonariusze (otrzymanie dywidendy), nad-
zOr ubezpieczeniowy, organa podatkowe.

Tworzenie rezerw szkodowych w ubezpieczeniach majatkowych jest obowiaz-
kowe. Stanowia one najwazniejsza rezerwe sposrdd dziewieciu rezerw wymaga-
nych ustawa.

Szkody z tytutu ubezpieczenia OC i NW mogg by¢ wyplacane przez wiele lat.
Ustawa z 2007 r. stanowi, ze od 1 stycznia 2012 r. szkody moga by¢ wyptacane
do 25 lat od roku zajscia.

Srodki zgromadzone na wyplaty z tego typu roszczen musza pochodzié ze skla-
dek zebranych w roku zajécia szkody. Oznacza to, ze nominalna wielkos¢ szkody
ustalona w roku jej zajScia musi by¢ powiazana z jej wyptatami opdznionymi.
Suma zdyskontowanych wypltat z opdznieniem na rok zajscia szkody musi daé
wartos¢ nominalng szkody ustalong w roku zdarzenia.
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Jest bardzo wiele metod deterministycznych i stochastycznych oszacowania
rezerw. Od 1 stycznia 2012 r., zgodnie z projektem Solvency II, w krajach UE re-
zerwy musza by¢ oszacowane najlepiej oraz z podanym bledem oszacowan. Zgod-
nie z projektem Solvency II, nie moga by¢ stosowane modele deterministyczne.
Mimo istnienia obszernej literatury z tego zakresu, rozwiazanie problemu wtasci-
wego okreslenia poziomu rezerw jest wciaz niezadowalajace. W ostatnich latach
do praktyki ubezpieczeniowej w USA i w Kanadzie weszly metody dynamiczne
z zastosowaniem filtru Kalmana.

Dla obserwacji nieskumulowanych w tréjkacie szkéd wprowadzimy oznaczenia:
® 1;; — nieskumulowana wyplata z opdéznieniem j lat w stosunku do roku zda-

rzenia 1,

* y;; — transformacja obserwacji x;;, np. y;; = Inx;;,
e 1, — wektor obserwacji w roku kalendarzowym ¢, tzn.
Yt = (Y00 Y11 Y1225 - - s Y242, Y16—1)

gdzie y;_; ; jest zagregowang platnodcig w roku kalendarzowym ¢ opézniong o j lat
wzgledem roku zdarzenia ¢ = t — j. Wspdlrzedne wektora y; leza na przekatnej
szkéd tréjkata z dohu do gory:

y1 = [y10],
Y2 = [y20, y11)’,
ys = [y3,0, Y21, y12]  itd.

¢
Wéwczas Z Yi—j,j jest catkowita platnosciag w roku kalendarzowym ¢.
§=0

Modelowanie pltatnosci

Niech model strumienia ptatnosci w roku kalendarzowym ¢ bedzie postaci:
Yijj =m(t—J,7) +e—jj,

gdzie m (t — j,j) jest przecietna wyplata, a €;—;; jest bledem o Sredniej zero
i znanej lub oszacowanej wariancji. Na podstawie analizy danych dopasowuje sie
do nich model m (t — 7, j) np. postaci

m(t_]a])::u—katfj"_ﬂ]?

gdzie nieznane parametry p, oy j, (3; szacowane sg na podstawie danych do mo-
mentu ¢t wlacznie. Estymator

m(t—j,j) = i+ du—j +

postuzy do prognozowania przysztych platnodci.
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Zwykle oprocz danych w trdjkacie szkdéd dostepne sa dodatkowe informacje
wplywajace na przyszte wyplaty, np. ekspozycja dla roku zdarzenia (np. zebrana
skladka), indeks cen stosowany do platnosci w roku kalendarzowym ¢. Nalezy te
informacje wykorzysta¢ w modelowaniu ptatnosci. Niech
n(l),n(2),...,n(t) beda indeksami ekspozycji w kolejnych latach zdarzen,
A(1),A(2),..., A (t) beda indeksami cen w kolejnych latach kalendarzowych.

Te informacje wplywaja na prognozowane wyptaty i model nalezy rozszerzy¢
do postaci:

czyli
Y—jj =nC—3)AE)m(t —j,j) +e—j;,
gdzie m (t — j, j) jest znana kombinacja liniowa nieznanych wspélrzednych wek-
tora 0;.
Zapiszmy rozwazany model za pomoca liniowej przestrzeni stanéw (de Jong,

Zehnwirth, 1983a). Najpierw zapiszmy réwnanie obserwacji. Dla roku kalenda-
rzowego t

Yy = L0 + €4,
gdzie
[ Yo ] [ 01 ] [ €0 ]
Yt-1,1 0,2 €411
Yt—2,2 0t,3 €t-22
Yt = . , Oy = . , &t = . )
Y2,t—2 O.4—1 £2.4—2
[Y1,6—1] L O [€1,6—1]

a Z; jest znana macierza, gdy znany jest model na m (t — 7, 7). W tym przypadku
dt =01 St = It.

Zgodnie z przywolywana praca de Jonga i Zehnwirtha (1983a), stan 6; ewo-
luuje w czasie wedlug wzoru

0y = Ti0r—1 + Runy

gdzie macierze Ty i R; sa zaprojektowane na podstawie analizy danych, n; jest
btedem losowym o §redniej zero i znanej wariancji. W tym przypadku ¢; = 0.

Filtr Kalmana jest metoda estymacji wektora parametréow 6; w sposob opty-
malny na podstawie wszystkich obserwacji do czasu ¢ wlacznie. Majac ét, pro-
gnozuje sie obserwacje na okres ¢t + 1 w sposéb optymalny.
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Dla g, ~ N(0,H;) i 7 ~ N(0,Q) rekurencyjny algorytm estymacji stanu
przestrzeni liniowej dla trojkata szkod jest nastepujacy:

Jee1 = Zer1 T 0y
b, = Ope—1 + Ky (yt - yt|t71> ;
Sy = TS T) + RiQi Ry,
Fyi—1 = ZiXyp—1Zy + Hy
Ky =Yy17, (Ft\tfl)_l ;
Yp =Yy — KXy

4. Przyktad

Klasyczny model chain-ladder IBNR (Verrall, 1989a):

4 y
przecigtna T
efekt roku
zdarzenia

efekt op6znie-
nia wyptaty

multiplikatywny
btad losowy

Yij =InXjj = p+ o + 5 +eij,
gdzie ;5 ~ IIDN (0, 0) zapiszemy za pomoca liniowej przestrzeni stanéw przy
zalozeniu, ze oy = B1 = 0. Ré6wnania stanu

yr = Fi0; + &4
dla kolejnych ¢ podane sa ponizej:
dla=1
y1=y11 = p+en = o +e1,

gdzie

Py =[1], 01 = [p], &1 = [en1];
dlat=2

Y12 A Ba +e12

= = = F505 + ¢o,
b2 lym] Mt ag + e 2va e
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gdzie
W
1 1
FQI 0 y 92: g |, €9 = 612;
1 10 €21
B2
dlat=3
Y13 p+ P2+ €13
ys = |y22| = |p+ az+ea3| = F303+ €3,
Y31 W+ a3+ €31
gdzie
W
1 0 0 0 1 (e%) €13
F3=1(1 11 0 0|, 63= |02, e3= |eao
1 0 010 a3 €31
B3

Wektor stanu w chwili ¢ jest postaci

Ht = [M’ a27ﬁ27a37ﬁ37 s 7atvﬁt]/ .

Roéwnania przejscia stanu dla metody chain-ladder sa statyczne, bez sktadnika
losowego, tzn.

0 = T30; 1 + Hyuy,

gdzie
(1 0 0 0 O] - A
010 ...00 88
0 1 ... 00 0 0 X
e oo I e “FM'
00 0 0 1 ?8
000 00 01
0 0 0 0 0] R

Wektor u; zawiera nowe parametry, ktore nie wchodzity w sklad stanu 6;_;.
Réwnanie stanu mowi, ze parametry istniejace nie zmieniaja si¢ w czasie, na-
tomiast nowe parametry traktowane sa jako wejécie stochastyczne do systemu
ct = Hyuy. Jezeli Var (e;5) = o2 jest znana, to obie metody, najmniejszych kwa-
dratéw i z wykorzystaniem filtru Kalmana, daja identyczne rozwigzania.

Przestrzen stanow i filtr Kalmana pozwalaja na zmiane modelu bez zmiany
wzorow i oprogramowania komputerowego. Zostana przedstawione trzy warianty
przejscia ze stanu 641 do 6; (Krzeminski, 2007; Verrall, 1994).
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1. Dynamiczny efekt wiersza.

Efekt wierszowy a; ewoluuje w czasie wedtug wzoru

ais1 =0 +vi, v ~TDN(0,0%),

czyli rownanie przejscia stanu jest postaci:

9t+1 = e iii i

0 +

Woweczas przyktadowe roszczenia majg postac:

Y22 = jb+ a2 + B2 + €22,
Y23 = p + a2 + B3 + €23,
ysa = p+ o + 1+ 34 +va,
Yag = p+ a2 + By + €44 + v2 + 03

Dynamiczny indywidualny efekt kolumnowy.

07
0
0

[an}

By1 +

Efekt kolumnowy zalezy od roku zdarzenia wedlug relacji

Bit1,5 = Bij +nij

czyli robwnanie stanu jest postaci

1= | oo

0 +

Wéwczas przykladowe roszczenia sa postaci:

Y22 = p+ 2 + Bz + €22,
Y23 = p+ 2 + B3 + €23,

Y34 = p+ oz + Bos + €34 + M24.,

0

[a—

Q41 +

Yaa = [+ g + Bog + €44 + M4 + 134

0

= O

07

Ut .

Nt -
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3. Dynamiczny efekt wiersza i kolumny.
Roéwnanie przejscia jest postaci

1 0 0 0 0 0 [0 0]
01 0 00 0 00
001 ..000 0 0
. Ut
9t+1: ..................... 6t+: [‘|
00 0 0 1 0 of L™
00 0 0 1 1
0 0 0 0 1 0 1]

Sktadniki losowe v; i n; sa niezalezne o rozkladach normalnych ze srednia zero.
Wowecezas przyktadowe wyplaty sa postaci

Y22 = [+ a2 + B2 + €22,

Y23 = b+ a2 + B2 + €23 + 12,

Ysa = b+ g + B2 + 34 + 2 + 3 + v2,,
Yaq = b+ g + o + €44 + 12 + 13 +v2 + V3.

W podanych wariantach wyptaty réznia sie, a o sile réznicy decyduja wariancje

sktadnikéw losowych: €;, v;, n;.

Dla danych nieskumulowanych (tabela 2) pochodzacych z pracy Taylora

i Ashego (1983) oszacowane rezerwy metodami dynamicznymi i modelem Macka

sa podane w tabeli 3. Wyniki estymacji nieznanych parametréw za pomoca

filtru Kalmana pochodza z prac Verralla (1989a; 1994) dla Var (g;5) = 0.116,

Var (v;) = 0.0289 oraz Var (n;) = 0.01.

Zalety filtru Kalmana w poréwnaniu z tradycyjnymi technikami typu chain-

-ladder wyznaczania rezerw szkodowych sa nastepujace:

1. W technikach chain-ladder obserwacje nie sg wazone. Pierwszy wiersz ma
taki sam wplyw na oszacowanie parametréw jak ostatni wiersz. Modele dyna-
miczne przykltadaja wiekszg wage do ostatnich obserwacji przez ewoluowanie
parametréw w czasie.

2. Modele przestrzeni stanéw nie sa ograniczone mocnymi zalozeniami, tak jak
modele technik chain-ladder.

3. Prognozy rezerw R; sa bardziej stabilne przy zastosowaniu filtru Kalmana niz
przy metodach chain-ladder.

4. Modele dynamiczne sa elastyczne i mozna w nich wykorzystywaé dodatkowe
informacje wptywajace na szkody w dowolnym momencie estymacji.



114 Helena Jasiulewicz

Tabela 2. Tréjkat szkodowy

N1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 | 357848| 766940| 610542| 482940| 527326| 574398| 146342| 139950| 227229|67948
2 | 352118 884021| 933894| 1183289 | 445745 320996 527804| 266172 425046

3 | 290507| 1001799 926219| 1016654 | 750816 146923 495992| 280405

4 | 310608| 1108250| 776189| 1562400| 272482| 352053 206286

5 | 443160] 693190 991983| 769488| 504851 470639

6 | 396132| 937085 847498| 805037| 705960

7 | 440832 847631| 1131398| 1063269

8 | 359480 1061648| 1443370

9 | 376686| 986606

10 | 344014

Tabela 3. Rezerwy szkodowe w r6znych modelach

R; |Dynamika| Blad | Dynamika| Btad Model Blad
wierszy wierszy Macka
i kolumn
Ry 109955 59278 143834 72675 94634 75535

R3 491787 | 187134 465847 | 166438 || 469511 | 121699
Ry 686441 | 206954 673175 | 194229 || 709638 | 133549
Rs 1076957 | 277762 || 1060794 | 266268 || 984889 | 261406
Rg 1486691 | 347441 || 1479407 | 339755 || 1419459 | 411010
Ry 2217311 | 491998 || 2218738 | 487975 || 2177641 | 558317
Rg 3309887 | 744931 || 3287633 | 735669 || 3920301 | 875328
Ry 4545466 |1048855| 4517179 |1040596 || 4278972 | 971258
R0 | 4591188 |1164469| 4570683 |1167068 || 4625811 | 1363155

| Suma | 18515983 | 18417290 | 18680856

5. Podsumowanie

W pracy rozwaza sie liniowe modele przestrzeni stanéw zaklécanych sktadni-
kiem losowym. Wskazuje sie na elastycznosé¢ i uniwersalnosé tych metod. Wielka
zaleta rekurencyjnego filtru Kalmana jest uwzglednienie zmian zachodzacych
w badanej rzeczywistosci. Ponadto podany algorytm dostarcza optymalnych esty-
matordéw i predyktorow w sensie najmniejszego bledu Sredniokwadratowego przy
zalozeniu gaussowskich zaktdcen obserwacji i stanéow. To zalozenie jest istotnym
ograniczeniem stosowania algorytmu Kalmana.

Wydaje sie, ze przedstawiony w pracy filtr Kalmana znajdzie szerokie zasto-
sowanie w badaniu dyskretnych nadwyzek finansowych firm ubezpieczeniowych,
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a filtr Bucy’ego-Kalmana w cigglych procesach ryzyka. Prace dotyczace praw-
dopodobienstwa ruiny i rozktadéw zwigzanych z ruing nie w pelni uwzgledniaja
rzeczywista dynamike nadwyzki finansowej firm ubezpieczeniowych. W pracach
tych na ogét zaklada sie niezmienniczoé¢ parametréw rozktadu catkowitych rosz-
czen, sktadki, pozioméw retencji przy reasekuracji lub modelu inwestycji. W rze-
czywistosci finanse firm ubezpieczeniowych muszg uwzgledniaé interwencje nad-
zoru, wyplaty dywidend, zmiany umoéw reasekuracyjnych oraz zmieniajace sie
stopy zwrotu z inwestycji. Uwzglednienie powyzszych czynnikéw i ich aktualiza-
cja w czasie rzeczywistym w procesie ryzyka moga umozliwi¢ modele przestrzeni
stanow. Jest to problem otwarty.
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KKk

State space and the Kalman filter in the insurance theory

Abstract

In the paper we give an exposition of a flexible tool serving to determine of opti-
mal estimators and predictors, which the Kalman filter is. We focus the attention on
the classical Kalman algorithm connected with a linear space of spaces disrupted by
a gaussian noise. Next we present an application of Kalman filter to optimal forecasting
of a future claims reserving. We give an example which points out the merit of Kalman fil-
ter in comparison with traditional technique of a type chain-ladder to determine of claims
reserving.
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