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1. Wstep

W modelu beta-regresji zakladamy, Zze zmienna objasniana ma rozktad beta.
Model jest uzyteczny w sytuacjach, gdy zmienna objasniana przyjmuje dowolne
warto$ci z pewnego ustalonego przedzialu, np. z przedziatu [0%, 100%]. W naj-
prostszej sytuacji rozktad beta jest dwuparametrowy, jednakze mozna rozwazaé
jego bardziej skomplikowang postaé, ktéra pozwala na uwzglednienie zmienno-
$ci w czasie niektérych parametréw rozktadu beta. Uzywajac metody najwiek-
szej wiarygodnoSci, mozna estymowaé parametry modelu.

Zastosowali§my metode beta-regresji do modelowania zwigzkéw pomiedzy
stopg bezrobocia w polskich wojewdédztwach a wybranymi wskaznikami makro-
ekonomicznymi w latach 2004-2018. Uwzglednienie modelu beta-regresji, w kté-
rym modelowana jest warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej o rozktadzie beta,
pozwala na lepszy wglad w nature obserwowanego zjawiska.
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2. Motywacje i cele

Modeli regresji uzywa sie, by analizowaé¢ zmienne powigzane ze soba. Jak
pokazuje praktyka, model regresji liniowej jest tym, ktory jest szczegdlnie popu-
larny w réznego rodzaju zastosowaniach. Nie jest on jednakze wtasciwy, gdy
z géry wiadomo, ze zmienna zalezna nalezy do pewnego przedziatu, np. do prze-
dziatu [0,1], badz opisuje frakcje, o ktorej z gory wiadomo, ze musi naleze¢ do
przedziatu [0%,100%]. W przypadku zastosowania metody regresji liniowej do
prognozowania takich danych moze sie wrecz zdarzy¢, ze uzyskana prognoza
jest mniejsza od 0% albo wigksza od 100%, co czyni taka prognoze, rzecz jasna,
bezwartoSciows.

Jednym z rozwigzan jest przeksztalcenie zmiennej zaleznej tak, by przyjmo-
wala dowolne wartosci rzeczywiste, a nastepnie modelowanie warto$ci ocze-
kiwanej tak przeksztatconej $redniej jako liniowego predyktora zmiennych
objasniajacych. Takie podejscie ma jednak pewne wady. Pierwsza z nich wynika
z tego, ze parametry modelu nie maja naturalnej interpretacji. Kolejna wada
wigze sie z faktem, ze miary proporcji zwykle wykazujg asymetrie, tymczasem
wnioskowanie ,standardowe” bazuje na zatozeniu asymptotycznej normalno-
$ci. W konsekwencji w przypadku modelowania danych wykazujacych asyme-
trie oparte na zalozeniu asymptotycznej normalnosci ,przedziaty ufnosci” nie
moga by¢ zdefiniowanymi poprawnie statystycznymi przedziatlami ufnosci. Moze
to prowadzi¢ do blednej analizy statystycznej®.

Jeszcze innym rozwigzaniem jest zalozenie, ze analizowane dane pochodzg
z rozkladu normalnego, a nastepnie mozna je przycinac. Niestety asymptotyczny
rozktad estymatora najwickszej wiarygodnosci takiego modelu jest nieznany,
mozliwe jest takze, Ze estymator najwiekszej wiarygodnosci w tak sformutowa-
nym modelu nie istnieje®. Wreszcie zauwazmy, ze istniejg modele, ktérych nie
da sie odpowiednio zlinearyzowac®.

Celem naszej pracy jest zaproponowanie uzyteczno$ci aplikacyjnej mniej
popularnej metody analitycznej, jaka jest metoda beta-regresji, stuzaca do
modelowania zmiennej zaleznej przyjmujacej wartosci z pewnego okreslonego
przedziatu. Nasza hipoteza badawcza brzmi: proponowana metoda jest lepsza

4 B.H. Baltagi, Econometric Analysis of Panel Data, Wiley, Chichester 2005.
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Wiley, New Jersey 2003.
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nieliniowej, rozprawa doktorska, Uniwersytet Jagiellonski, 2010.
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od metody regresji liniowej dla rozpatrywanego typu danych. Ponadto chcemy
pokazad, jak modelowac zmienng zalezng zmienng w czasie, przyjmujaca jed-
nak wartosci z pewnego okreslonego przedziatu. Wykorzystujac zaproponowang
metode, chcemy modelowaé zwigzki przyczynowe pomiedzy stopg bezrobocia
a innymi wskaznikami makroekonomicznymi, np. tymi, ktére odzwierciedlajg
stopien rozwoju cyfrowego Polski w ujeciu wojewddztw. Zauwazmy, ze im lepszy
jest model opisujgcy powyzsze relacje, tym bardziej efektywna polityke spotecz-
no-ekonomiczng moze prowadzi¢ rzad. Zastosowanie takiej metody umozliwia
ulepszenie polityki samorzadowej badz stworzenie adaptacyjnej polityki samo-
rzadowej wigzacej przewidywania stopy bezrobocia ze stopniem pozyskiwania
srodkéw unijnych, wielkoscig realizowanych inwestycji w regionach albo z mia-
rami rozwoju cyfrowego regionéw.

3. Model beta-regresji

Podstawowy model beta-regresji zaktada, ze zmienna zalezna ma rozktad
beta. Gesto$¢ takiej zmiennej dana jest wzorem

f(x,0,1)= 2 '(1-x)7", x€[0,1], (1)

B(p,q)

gdzie parametry rozkladu p>0i g >0 oraz B to funkcja beta. W innym zapisie
ta funkcja gestosci wyraza sie wzorem

1
[(,@1) = —————x""(1-0)"""", xe[0,1], )
B(ro,(1-¢)r)
gdzie B to funkcja beta, natomiast parametry funkcji gestosci spetniajg nierow-
nosci: 0 <@ <1, r >0. Wjeszcze innym, réwnowaznym zapisie gesto$¢ ta wyraza
sie wzorem

I'(r)
T(ro)T'(1-¢)r)

gdzie T to funkcja gamma. Jezeli zmienna losowa ma rozklad beta, to jej war-

f(x,0,1)= X (1-x) x e[0,1], 3)

to$¢ oczekiwana oraz wariancja wyrazajg sie wzorami

EX)=¢ 4
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oraz

wm=%t@, 5)
+r

przy czym r to nieznany parametr precyzji w tym sensie, ze — jak pokazuje
ostatni wzér — dla ustalonej wartosci oczekiwanej im wigkszy jest parametr r,
tym mniejsza jest wariancja zmiennej losowej o rozktadzie beta.

Uogélniony model liniowy zaproponowany w pracach J. Neldera i R.-W.M. Wed-
derburna’ oraz P. McCullagha i J.A. Neldera® zaklada, ze model ma postaé

E(ylx)=¢, (©6)
oraz
glp)=a+b'x, (7)

gdzie rozklad zmiennej losowej y nalezy do rodziny wykladniczej rozklad6éw.
Funkcje g nazywamy funkcja taczaca (ang. link function). Linearyzacja modelu
polega na przeksztalceniu nieliniowej zalezno$ci pomiedzy vy i x tak, by uzyskac¢
zalezno$¢ liniowg albo otrzymac rozktad btedéw bliski rozktadowi normalnemu.
Nastepnie mozna stosowaé metody uogélnionego modelu liniowego. Konkretna
funkcja g umozliwia zwykle osiggniecie tylko jednego z powyzszych celow.
S.L.P. Ferrari i F. Cribari-Neto® zaproponowali model beta-regresji, ktéry
cho¢ jest podobny do skrétowo wyzej opisanego uogélnionego modelu linio-
wego, to jednak nie jest jego szczegdlnym przypadkiem. Zalozyli oni, Ze zmienna
losowa y ma rozktad beta z parametrami ¢ ir. Struktura modelujgca zaleznos¢
zmiennej zaleznej od zmiennych niezaleznych opisywana jest wzorem

go)=Y" xb, ®)

gdzie b = (b,,...,b})" to wektor nieznanych parametréw regresji, x,;,...,x, to wek-
tor k zmiennych zaleznych oraz k < n, przy czym zwykle przyjmuje si¢ x,, = 1, aby
model zawieral wyraz wolny. Zaktada si¢ ponadto, ze funkcja g jest $cile mono-
toniczna, podwdjnie rézniczkowalna, odwzorowujaca przedziatl (0,1) na zbiér
liczb rzeczywistych. Zastosowanie idei funkcji taczacej pozwala na pewng

7 J. Nelder, R.-W.M. Wedderburn, Generalized Linear Models, ,Journal of the Royal Statis-
tical Society” series A, 1972, vol. 135(3), s. 370-384.

8 P. McCullagh, J.A. Nelder, Generalized Linear Models, Chapman and Hall, New York 1983.

9 S.L.P. Ferrari, F. Cribari-Neto, Beta regression for modelling rates and proportions, ,Jour-
nal of Applied Statistics” 2004, vol. 31(7), s. 799-815.
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elastycznos$é modelu, poniewaz rozwigzujgc konkretne zagadnienie, mozna
wybraé funkcje taczgca, ktéra umozliwia najlepsze dopasowywanie do danych.
Funkcjami taczacymi moga by¢ np.:

* funkcja logitowa: g(@) = logﬁ;

* funkcja probitowa: g(¢) = ®'(¢), gdzie ®() to dystrybuanta standardowego

rozktadu Gaussa;

* funkcja log-log: g(p) =—log(-logo).
W zaproponowanym modelu parametry regresji opisuja $rednig zmiennej zalez-
nej, model jest heteroskedastyczny i ze wzgledu na ,plastycznos¢” rozktadu beta
pozwala rozwazac¢ przypadki asymetrycznej zalezno$ci pomiedzy zmiennymi.

S.L.P. Ferrarii FE Cribari-Neto!° konstruujg nastepnie dla tak zdefiniowanego
modelu funkcje wiarygodnosci i obliczajg estymatory najwiekszej wiarygod-
no$ci (ENW). Korzystajg przy tym milczaco z zalozenia, ze ENW parametréw
modelu istniejg oraz sg wyznaczone jednoznacznie. W swojej pracy udowad-
niajg ponadto, ze ENW w modelu beta regresji, o ile spelniaja pewne naturalne
zalozenia, sg zgodne oraz asymptotycznie normalne.

Formalny dowdd faktu, ze zatozenia umozliwiajace korzystanie z modelu
beta-regresji sa poprawne, to znaczy, ze estymatory najwiekszej wiarygodno-
Sci rzeczywiScie istnieja i sg jednoznaczne, znajduje si¢ w pracach J.P. Rydlew-
skiego!! oraz J.P. Rydlewskiego i D. Mielczarka!?.

Po estymowaniu parametréw modelu metodg najwickszej wiarygodno$ci
wazne jest przeprowadzenie analiz diagnostycznych w celu sprawdzenia jakoSci
dopasowanych estymatoréw. Mozna rozwazaé globalng miare wariancji wyja-
$nianej oddzialywaniem zmiennych objasniajacych wystepujacych w modelu.
W tym celu autorzy wprowadzajg wspélczynnik pseudo R?réwny kwadratowi
wspotezynnika korelacji probkowej pomiedzy g(y) oraz g(9).

Mozna takze rozwazaé réznego rodzaju reszty. Zwykle residua postaci
1 =y —¢, nie maja uzasadnienia ze wzgledu na heteroskedastycznos¢, bedaca
nieodlgczng czescig modelu. Dlatego tez S.L.P. Ferrari i F. Cribari-Neto!? roz-
wazali standaryzowane residua (residua Pearsona)

10 Tbidem.

11 J.P. Rydlewski, Beta-regression model for periodic data with a trend, ,Universitatis Iagelloni-
cae Acta Mathematica” 2007, t. 45, s. 211-222; J.P. Rydlewski, Estymatory najwigkszej..., op.cit.

12 J.P. Rydlewski, D. Mielczarek, On the maximum likelihood estimator in the generalized
beta regression model, ,Opuscula Mathematica” 2012, vol. 32, s. 761-774.

13 S.L.P. Ferrari, F. Cribari-Neto, op.cit.
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p=2 ©)
JV(,)

Poniewaz nie jest znany rozktad tych reszt, to autorzy zaproponowali metode

graficzng, ktéra polega na analizie wykresu standaryzowanych reszt wzgle-
dem obserwacji. Wiecej szczegéléw znajduje sie w artykule S.L.P. Ferrari
i F. Cribari-Neto'*.

F. Cribari-Neto i A. Zeileis!'® zaprezentowali betareg — darmowy pakiet Srodo-
wiska R, ktéry umozliwia przeprowadzanie obliczen obejmujgcych zastosowania
beta-regresji. W tym pakiecie wykonano wigkszo$¢ obliczen zaprezentowanych
w tej pracy.

W pracach J.P. Rydlewskiego'® oraz J.P. Rydlewskiego i D. Mielczarka'” znaj-
duje sie takze opis i formalne uzasadnienie poprawnos$ci modelu beta-regresji,
w ktérym parametr ¢ zmienia sie w czasie. Poniewaz parametr ¢ wyraza war-
to$¢ oczekiwana, to zaproponowany model pozwala na modelowanie zmiennej
losowej o rozktadzie beta, ktérej wartos¢ oczekiwana zmienia sie w czasie. Tym
samym powstaje mozliwo$¢ rozwazania zagadnienia beta-regresji, w ktérym
bledy modelu sg charakteryzowane przez rozktad beta, ktérego wartos$¢ ocze-
kiwana zmienia sie w czasie, i w dodatku jesteSmy w stanie modelowaé postaé
funkcyjng wartosci oczekiwanej.

Przejdzmy teraz do opisu zmiennego w czasie modelu beta-regresji. Niech
Xy,--., X, bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie beta. Ze wzgledu
na mozliwo$¢ przeskalowania danych, ograniczonych do z géry zadanego prze-
dzialu, wystarczy, ze rozwazamy dane z przedziatu [0,1]. Zakladamy, ze warto$é
oczekiwana zmiennej zaleznej jest modelowana nastepujaco:

E()=p(t)=3" af.), (10)

to znaczy jest sumg pewnej ustalonej liczby ciaggtych funkcji liniowo niezalez-
nych; t. mozna traktowac jako moment dokonywania pomiaru.

Poniewaz parametry rozkladu beta mozemy zapisaé nastepujaco: p=rg oraz
A= (Al,...,Am), to prawdziwy jest wzér

14 Tbidem.

15 F Cribari-Neto, A. Zeileis, Beta regression in R, ,Journal of Statistical Software” 2010,
vol. 34, s. 1-24.

16 J.P. Rydlewski, Beta-regression model..., op.cit.; J.P. Rydlewski, Estymatory najwigkszej...,
op.cit.

17 J.P. Rydlewski, D. Mielczarek, op.cit.
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p(AD=3" Af ). (11)

Warto rozwazy¢ model, w ktérym funkcja ze wzoréw (7) oraz (8) jest funkcja
okresowa, a parametrami sg jej wspotczynniki Fouriera!®. Dodatkowo mozna
i warto do takiego modelu dotaczy¢ funkcje opisujaca trend. Uktadem funkcji
modelujacych parametr p(A,t) moze by¢, przyktadowo,

(7,,sin("),sin2(),...,sinm("),1,cos(-),cos 2("),...,cos m()). (12)
Rzecz jasna, mozna dodac kolejng funkcje trendu, byleby tylko byla ona ciggta

i tworzyta uktad funkcji liniowo niezaleznych z pozostatym funkcjami. Otrzy-
mujemy wtedy nastepujacy uktad funkcji

(7,0),7,(),sin(),sin 2(-),...,sinm(),1,cos(-),cos 2("),...,cos m(-)). (13)

Dla tego ostatniego przypadku uktadu funkcji potézmy A=(A ,A ,A,...,A

B,B,,..,B ) iwtedy ,parametr” p rozkladu beta przybiera posta¢ nastepujacej
funkcji:
p(AD)=A 7 ()+A,T,(t)+B,+Y, (A sinki+B coskt). (14)

Funkcja wiarygodnos$ci w takim modelu przyjmuje postaé:

- 1 p(A)-1 r—p(A,t)-1
L(t,.t ,x,..,x ,Ar)= x. 7 (1-x.) U
R l/;IB(p(A,l‘i),V—p(A,tl,)) i i

(15)
natomiast logarytm naturalny funkcji wiarygodnosci w takim modelu ma postaé
InL(t,...t ,x,..x ,A,r) =z;—lnB(p(A,tl.),r - p(A,t/.)) +

+(p(A,z‘i)— l)lnxi +(r— p(A,tl.) -DIn(1- xl.). (16)

W pracach J.P. Rydlewskiego!® oraz J.P. Rydlewskiego i D. Mielczarka?®
udowodniono, ze w powyzszym modelu beta-regresji istnieje dokladnie jeden

18 J.P. Rydlewski, Estymatory najwigkszej..., op.cit.
19 J.P. Rydlewski, Beta-regression model..., op.cit.; ibidem.
20 J.P. Rydlewski, D. Mielczarek, op.cit.
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estymator najwiekszej wiarygodno$ci rozpatrywanych parametréw. Wykazano
takze, ze estymatory najwickszej wiarygodnosci, o ile spelniajg pewne naturalne
zalozenia, sg zgodne oraz asymptotycznie normalne.

4. Modelowanie stopy bezrobocia

Zastosowali§my model beta-regresji, by analizowaé powigzanie stopy bez-
robocia w wojewddztwach z pewnymi wybranymi wskaznikami makroekono-
micznymi w latach 2004-2018. Interesowaly nas zwigzki przyczynowe pomiedzy
stopg bezrobocia a tymi wskaznikami makroekonomicznymi, ktére odzwiercie-
dlajg stopien rozwoju cyfrowego Polski w ujeciu wojewddztw. PostuzyliSmy sie
danymi z Gtéwnego Urzedu Statystycznego (GUS)?!. Za zmienng objasniang
postuzyly nam dane GUS opisujgce roczne stopy bezrobocia rejestrowanego
w wojewé6dztwach Polski od 2004 r. do 2018 .

Stope¢ bezrobocia rejestrowanego GUS oblicza jako stosunek liczby bezro-
botnych zarejestrowanych do liczby cywilnej ludnosci aktywnej zawodowo, przy
czym bez 0s6b odbywajacych czynng stuzbe wojskowg oraz pracownikéw jed-
nostek budzetowych prowadzacych dziatalno$¢ w zakresie obrony narodowej
i bezpieczenstwa publicznego. Stope bezrobocia podaje sie z uwzglednieniem
pracujacych w gospodarstwach indywidualnych w rolnictwie.

Sprawdzali$émy, czy i jak stopa bezrobocia rejestrowanego jest powigzana
z danymi opisujgcymi naktady inwestycyjne na jednego mieszkanca, wykorzysta-
niem technologii informatycznych w firmach czy tez naktadami na dziatalnos¢
badawczg i rozwojowa. Analizowali$my rézne zmienne, jednakze ze wzgledu
na braki w réznego rodzaju danych dostarczanych przez GUS oraz niewielkg
zmienno$¢ pos$rdd niektoérych innych zmiennych zdecydowali$my si¢ na zastoso-
wanie modelu beta-regresji, w ktérym zmiennymi objasniajacymi beda naktady
inwestycyjne na jednego mieszkanca oraz naklady wewnetrzne na dziatalnosé
badawczg i rozwojowg na jednego mieszkanca kazdego z wojewodztw.

Naktady inwestycyjne na jednego mieszkanca zawierajg informacje o nakta-
dach inwestycyjnych, tj. ,naktadach finansowych lub rzeczowych, ktérych celem
jest stworzenie nowych srodkéw trwatych, rozbudowa lub modernizacja istnie-

jacych obiektéw majatku trwatego”?2.

21 https://bdl.stat.gov.pl/BDL/dane/podgrup/tablica (odczyt: 05.04.2019).
22 Tbidem.
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Drugg zmienng objasniajgca sg naklady wewnetrzne na dziatalnos$é¢ badaw-
czg 1 rozwojowg na jednego mieszkanca. Wedlug opisu GUS: ,Dziatalnosé
badawczo-rozwojowa obejmuje prace tworcza podejmowang w sposéb meto-
dyczny w celu zwiekszenia zasobéw wiedzy — w tym wiedzy o rodzaju ludzkim,
kulturze i spoteczenistwie — oraz w celu tworzenia nowych zastosowan dla ist-
niejacej wiedzy”?3.

Na poczatku rozwazali$émy model beta-regresji w postaci zaproponowanej
przez S.L.P. Ferrari i F. Cribari-Neto?*, w ktérym zmienng zalezng jest stopa bez-
robocia rejestrowanego w latach 2004-2018, natomiast zmiennymi niezaleznymi
sa naklady inwestycyjne na jednego mieszkanca (b,) oraz nakltady wewnetrzne
na dziatalno$¢ badawcza i rozwojowa na jednego mieszkanca (b;). Model ten
zawiera wyraz wolny (b,). Zastosowali$my logitowa funkcje taczaca. Z powyz-
szego opisu wynika, ze model beta-regresji ma nastepujgcg postac

glo)=b,+bx,+bx . (17)

Oznaczmy ten model jako model nr 1. Korzystajac z pakietu betareg, otrzy-
mali$my estymacje parametréw modelu dla catej Polski oraz dla kazdego z woje-
wodztw. Ze wzgledu na ograniczong ilo§¢ miejsca zaprezentujemy wyniki dla
Polski, rozpatrywanej jako calo$¢ (zob. tabela 1) oraz dla wybranych wojewddztw
— dolnoslaskiego oraz podkarpackiego (zob. tabele 2 i 3).

Tabela 1. Estymacja parametré6w w modelu nr 1, gdy rozpatrujemy
dane dla calej Polski

Parametr Estymator Blad standardowy Statystyka z Wartosé p
b, -1,254 1,610e-01 -7,788 6,78e-15
b, -7,951e-05 4,612¢-05 -1,724 0,0847
b, -1,338e-03 5,601e-04 -2,389 0,0169
r 242,84 88,68 2,738 0,00618

Zroédlo: opracowanie wilasne.

Wspdélczynnik pseudo R? wyniést 0,6699.

23 Ibidem.

24 S.L.P. Ferrari, F. Cribari-Neto, op.cit.
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Tabela 2. Estymacja parametréw w modelu nr 1, gdy rozpatrujemy
dane dla wojewé6dztwa dolnoslaskiego

Parametr Estymator Blad standardowy Statystyka z Warto$é p
b, -1,008 1,744e-01 -5,778 7,58e-09
b, -1,027¢-04 4,313e-05 -2,382 0,01722
b, -1,751e-03 6,573¢-04 -2,664 0,00771
r 190,69 69,65 2,738 0,00618
Zrédlo: opracowanie wlasne.
Wspétczynnik pseudo R? wyniést 0,7626.
Tabela 3. Estymacja parametréw w modelu nr 1, gdy rozpatrujemy
dane dla wojewé6dztwa podkarpackiego
Parametr Estymator Blad standardowy Statystyka z Warto$é p
b, -1,487 1,778e-01 -8,366 <2e-16
b, -2,799¢-05 6,607¢-05 -0,424 0,672
b -8,381e-04 5,671e-04 -1,478 0,139
r 240,0 87,6 2,74 0,00614

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wspdétezynnik pseudo R? wynidst 0,3971. Podobne wyniki jak dla woje-
wodztwa podkarpackiego, tzn. brak statystycznej istotnosci parametréw b, i bs,
uzyskali$my dla wojewddztw: kujawsko-pomorskiego, t6dzkiego, lubelskiego,
opolskiego, podlaskiego, Slgskiego, $wietokrzyskiego, warminsko-mazurskiego
oraz zachodniopomorskiego. W przypadku pozostatych wojewddztw wyniki sg
podobne do wynikéw wojewddztwa dolnoslgskiego.

Zastosowali$my metode regres;ji liniowej do danych rozpatrywanych w modelu
nr 1. Zaréwno dla catej Polski, jak i dla kazdego z wojewddztw uzyskali$my brak
statystycznej istotno$ci parametréw. Innymi stowy, nie da si¢ dokonaé uzasad-
nionego w ramach metod statystyki dopasowania parametréw modelu liniowego
dla rozpatrywanych danych.

Nastepnie badaliSmy model, w ktérym zmienng zalezna jest stopa bezrobocia
rejestrowanego w latach 2004-2018, natomiast zmienng niezalezng sg wytacznie
naktady inwestycyjne na jednego mieszkanca (model nr 2), oraz kolejny model,
w ktérym zmienng niezalezng sg naktady wewnetrzne na dziatalno$¢ badawcza
i rozwojowa na jednego mieszkanca (model nr 3). Oba modele zawierajg wyraz
wolny. Zastosowali$my logitowa funkcje taczaca. Model beta-regresji ma wiec
w kazdym z tych dwoch przypadkéw postaé
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2(@(t) =b, +byx . (18)

Tabela 4. Estymacja parametréw w modelu nr 2, gdy rozpatrujemy dane dla calej Polski

Parametr Estymator Blad standardowy Statystyka z Warto$é p
b, -1,259 1,874e-01 -6,722 1,79e-11
b, -1,561e-04 3,812e-05 -4,095 4,22e-05
r 171,32 62,57 2,738 0,00618
Zrédo: opracowanie wlasne.
Wspélczynnik pseudo R? wyniést 0,5257.
Tabela 5. Estymacja parametréw w modelu nr 2, gdy rozpatrujemy
dane dla wojewo6dztwa dolnoslaskiego
Parametr Estymator Blad standardowy Statystyka z Warto$¢ p
b, -0,991862 0,2079602 -4,769 1,85e-06
b, —-0,0001788 0,0000372 -4,806 1,54e-06
r 124,95 45,64 2,738 0,00619

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Wspélczynnik pseudo R? wyniést 0,6429. Podobng statystyczng istotno$é

uzyskaliémy dla kazdego z wojewddztw.

Tabela 6. Estymacja parametréw w modelu nr 3, gdy rozpatrujemy dane dla calej Polski

Parametr Estymator Blad standardowy Statystyka z Warto$¢é p
b, -1,4561099 -0,1284655 -11,34 < 2e-16
b, -0,0019775 0,0004346 -4,55 5,35e-06
r 202,73 74,03 2,738 0,00618
Zrédlo: opracowanie wlasne.
Wspétezynnik pseudo R? wyniést 0,6263.
Tabela 7. Estymacja parametréw w modelu nr 3, gdy rozpatrujemy
dane dla wojewd6dztwa dolnoslaskiego
Parametr Estymator Blad standardowy Statystyka z Wartosé p
b, -1,3383247 0,1371426 -9,759 < 2e-16
b, -0,0027496 0,0005562 —-4,944 7,67e-07
r 136,82 49,98 2,738 0,00619

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Wspoétezynnik pseudo R? wyniést 0,6867. Podobng statystyczng istotno$é
uzyskalismy dla kazdego z wojewddztw.

Zastosowali$my metode regresji liniowej do danych rozpatrywanych w modelu
nr 2 oraz w modelu nr 3. Zaréwno dla catej Polski, jak i dla kazdego z woje-
wodztw uzyskali$my tym razem istotne statystycznie dopasowanie. Jednakze za
kazdym razem skorygowane R?bylo mniejsze niz dla modelu beta-regresji oraz
warto$¢ kryterium AIC uzyskana dla modelu beta-regresji byla mniejsza niz
warto$¢ AIC uzyskana dla modelu regresji liniowej. Dla zobrazowania uzyska-
nych wynikéw ponizej zamieszczamy poréwnanie AIC dla modelu beta-regre-
sji 1 dla modelu regres;ji liniowej zastosowanych wobec danych z modelu nr 3.

Tabela 8. Poré6wnanie wartosci kryterium AIC dla modelu beta-regresji oraz dla modelu
regresji liniowej zastosowanych wobec danych z modelu nr 3 w przypadku,
gdy rozpatrujemy dane dla calej Polski oraz dla wojew6dztwa dolnoslaskiego

Model beta-regresji Model regresji liniowej
Polska AIC =-65,83 AIC =-65,26
Wojewdodztwo dolnoslaskie AIC =-60,50 AIC =-57,16

Zrédlo: opracowanie wilasne.

Kryterium AIC, za kazdym razem mniejsze dla modelu beta-regresji niz dla
modelu regresji liniowej, pokazuje, ze dla rozpatrywanych danych model beta-
-regresji dokonuje lepszego dopasowania niz model regresji liniowe;j.

5. Podsumowanie

Zaproponowana metoda oferuje — zgodnie z powszechnymi na gruncie eko-
nometrii miernikami jako$ci estymacji, takimi jak kryterium informacyjne Aka-
ike (AIC) - lepsze dopasowanie od metody regresji liniowej. Ponadto jest niejako
dopasowana do danych, wobec ktérych zmienna zalezna przybiera warto$ci
z ustalonego przedziatu domknietego. Jej stosowanie do tego typu danych jest
ponadto uzasadnione metodami statystyki matematycznej. W przysztosci planu-
jemy dokonanie obliczen z wykorzystaniem modelu beta-regresji uwzgledniaja-
cego czas, gdzie mozemy uwzglednié czynnik trendu oraz okresowo$¢. Dla tego
modelu nie istnieje na razie pakiet utatwiajgcy dokonanie obliczen?.

25 Por. D. Kosiorowski, Z. Zawadzki, DepthProc: An R Package for Robust Exploration of
Multidimensional Economic Phenomena, ,Journal of Statistical Software” 2019 (w druku).
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Kok sk

Beta-regression application to model relationships
between the unemployment rate in voivodships and other
macroeconomic indicators for the years 2004-2018

Summary

Beta-regression method has been applied to model relationship between the unem-
ployment rate in voivodships and other macroeconomic indicators of digital devel-
opment, i.e., e.g. intramural expenditures on R&D for the years 2004-2018. Taking
into account the beta regression model, in which the mean of beta distributed ran-
dom variable is modelled, allows for a better insight into the nature of the observed
phenomenon.

Keywords: Beta-regression, unemployment rate modelling, digital economy in Poland.





