MAREK KAruszkA!, WIOLETTA SZELIGOWSKA?

O modelu awersiji do ryzyka Arrowa-Pratta
dla uogélnionej catki Choqueta?

1. Wstep

Niech (Q,}' ) bedzie przestrzenia mierzalng, gdzie F jest o-cialem podzbio-
réw niepustego zbioru Q.

Definicja 1.1. Pseudomiarg (capacity lub miarg monotoniczng) na F nazy-
wamy funkcje zbioru u: F — [0,1] taka, ze ,u(@) =0, ,u(Q) =1loraz ,u(A) < ,u(B)
dla A cB.

Przyjmujemy, ze ,L_L(A) = 1—,u(AC), gdzie A°=Q\ A dla dowolnego A € F.
Pojecie pseudomiary zostalo wprowadzone przez Gustava Choqueta w 1950r.
Odgrywa ono znaczgcg role w teorii zbioréw rozmytych, teorii gier, teorii
Dempstera-Shafera i wielu innych®.

Definicja 1.2. Uogdélniona catka Choqueta dla pseudomiar u iv oraz zmien-
nej losowej X jest dana wzorem:

¢ (x)= Iu(X>z)dt—iv(XSt)dz,

o ile przynajmniej jedna z powyzszych calek Riemanna jest skoficzona.
Ponadto przyjmujemy oznaczenie u(X € A) = ,u({a) ' X (a)) € A}) dla dowol-
nego zbioru borelowskiego A. Uogdlniona catka Choqueta dla zmiennej losowej
dyskretnej zostala zdefiniowana przez Kahnemana i Tversky’'ego do matema-
tycznego opisu teorii skumulowanej perspektywy. NajczeSciej wystepujgcymi
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2 Politechnika £.6dzka, Wydziat Fizyki Technicznej, Informatyki i Matematyki Stosowanej.

3 Badania zostaly sfinansowane z dotacji na zadania stuzace rozwojowi mtodych naukow-
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przyktadami uogélnionej catki Choqueta sg catka Choqueta C,=C, isyme-
tryczna catka Choqueta ¢,=C,, zwana takze calka Siposa’. Co wiccej, uogél-
niona catka Choqueta jest uogélnieniem wartosci oczekiwanej. Jesli w definicji
uogdblnionej catki Choqueta (definicja 1.2) przyjmiemy pu=v =P, gdzie P jest
miarg probabilistycznag, to C HV (X ) = EX . Okazuje sig, ze uogélniona catka Cho-
queta jest funkcjonalem monotonicznym i dodatnio jednorodnym®. Natomiast
nie jest ujemnie jednorodna.

Twierdzenie 1.1. (Nier6wno$¢ Jensena) Niech (Q,}' , P) bedzie przestrzenig
probabilistyczng oraz X zmienng losowg okre$long na tej przestrzeni. Zalézmy,
ze E‘X’ < oo, Jedli funkcja f :R — R jest wklesta, to Ef(X) < f(EX)

Nieréwnos$¢ Jensena jest niezwykle waznym wynikiem w teorii miary, maja-
cym szerokie zastosowanie w teorii prawdopodobienstwa, statystyce i innych
dziedzinach matematyki. Warto zwréci¢ uwage, ze podajac nieréwnosc Jensena
(twierdzenie 1.1), pomijamy zbedne, a czesto przyjmowane zatozenie E ‘f (X )‘ < oo,

Nieréwnoé¢ Jensena zostala rozszerzona na wiele sposobéw, miedzy innymi
przy dodatkowych zalozeniach na funkcje f, jak réwniez dla catek innych niz
warto$¢ oczekiwana’. O ile nam wiadomo, nieréwno$¢ Jensena dla uogélnionej
catki Choqueta nie byta dotad rozwazana.

5 D. Denneberg, op.cit.; M. Grabisch, J.L. Marichal, R. Mesiar, E. Pap, Aggregation Func-
tions, ,Encyclopedia of Mathematics and Its Applications”, Cambridge University Press,
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2. Nierownos¢ Jensena dla uogélnonej catki Choqueta

Przez I = (a, ﬁ) oznaczamy dowolny otwarty przedzial zawierajacy 0, ogra-
niczony lub nie. Ponadto LLV oznacza zbi6r takich funkcji mierzalnych X: Q — 1,
ze CNV(X) €l. Jesli I=R, to piszemy L, zamiast Lﬂjv. Pot6zmy R = (—oo, 0:|
oraz R = [0,+oo).

Powiemy, ze dla pseudomiar u, v i funkcji mierzalnej f : 7 — R zachodzi
nier6wnos$¢ Jensena, jesli dla dowolnej zmiennej losowej X e LLV

¢, (F(x)=7(C, (X)) M

Przez intf (I ) oznaczamy wnetrze obrazu f([), zas f(x +) i f(x —) jest, odpo-
wiednio, prawo- i lewostronng granicg funkcji f w punkcie x. Gdy 0 e intf (I ),
potézmy f'l(O) = min{x el: f(x) = 0}. Piszemy u<v, jesli ,u(A)S V(A) dla
dowolnego zbioru mierzalnego A.

Twierdzenie 2.1. Niech u, v beda dowolnymi pseudomiarami i f :I - R
bedzie dowolng funkcjg niemalejacg i wklesty. Niech 0 eintf (I ) . Nier6wnos¢
Jensena (1) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest jeden z nastepuja-
cych warunkéw:

i f'(0)=0;
(i) (0)<0 i u<v;
(iil) f(0)> 0 i V< .

Dowdd. (szkic) , <" Korzystajac z monotonicznos$ci, nieujemnosci i cigglo-

$ci funkcji f, pokazujemy, ze:

Jul (X)) = ful (x)> () (5, o

1;

gdzie catka po prawej stronie rownosci (2) oznacza catke Lebesgue’a-Stielt-
jesa wzgledem miary generowanej przez ciagla funkcje f oraz I, = (f'l (0), ,B]
Dla pewnego x, € (xo, [3] z monotonicznos$ci i wklestosci f oraz zatozenia, ze
0 eintf (I ) zachodzg réwnosci:

}g@pgmzjﬂu>gﬂ@:p@>gﬂw. 3

(xo 'x1] 1
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Przyjmujac, bez straty ogdlnosci, ze nierosngca funkcja s — u(X > s) jest

,u(X >s)

u(xer)

prawostronnie ciggla, otrzymujemy, Ze funkcja F, (s) =1- jest dystry-

buantg prawostronnie ciggla rozktadu prawdopodobiefistwa na 1. Ponadto, dla

seI]

Stad oraz z (3) i z twierdzenia Fubiniego wynika, Ze:

Julf (x)>2)dr = u(x e 1) [ (x)dF, ().
0 1,
Woéweczas z nieréwnoéci Jensena dla X € LL‘V i z twierdzenia Fubiniego mozna
pokazad, ze:

o oo

_([/,t(f(X)>t)dt <u(Xel)f|x, + ﬂ(XeIl);[u(X>s)ds . @)

Gdy I, = [a, x0:| i v(X 1S IO) >0, to z monotonicznosci f

0

— [v(f(x)<t)dt =—v(X e 1,) [F (s)df (s),

—oco [0

gdzie F (s) jest prawostronnie ciagla dystrybuantg rozktadu prawdopodobien-
stwa na I . Stad

_j;v(f(X) <t)dt =v(X e 1,) [f(x)dF (x).

1

0

. 2 s e I
Z nier6wnosci Jensena dla X € L}, mamy:

%o

J-V(X Ss)ds . (5)

—oco

_j;v(f(X)St)dz <v(Xel)f|x,- m

Z (4) i (5) wynika, ze dla dowolnego X € LLV
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0

C, (F(x)sr|c, (x)+ [(u(x>s)-v(x>s))ds |. ©6)

%o

Z (6) otrzymujemy teze.

»,= ~ Poniewaz f jest wklesla na otwartym przedziale I, wigc istniejag
pochodne lewostronna f’ (x) i prawostronna f, (x) dla kazdego x € I . Ponadto
lewostronna (prawostronna) pochodna jest funkcjg lewostronnie (prawostronnie)
ciggta. Niech x, <0 i niech X = x,1 +b1, dla x, <b<0 idowolnego mierzal-
nego zbioru A, gdzie 1, oznacza funkcj¢ charakterystyczng zbioru A. Poniewaz
f(xo) =0< f(b), wiec nieréwno$¢ (1) ma postac:

f(b)u(A)< f(x,v(A)+b(1-v (4°)). (7)

Z wklestosdci fna I, iz (7) oraz przechodzac do granicy z b dagzacym do x,

1
dostajemy:

Poniewaz 0 e int f(I), zatem ﬂ(xo)> 0. Stad ,LL(A)S l—V(AC) dla dowol-
nego A.

Gdy x, >0, ktadziemy X =x 1, +b1 = w (1), gdzie 0<b <x, i otrzymujemy
nier6wnos¢:

F)v{a) < Fleu(a)b(1- ()

Powtarzajac rozumowanie jak w przypadku, gdy x, <0, dostajemy 1- V(A’:) <
Sy(A) dla dowolnego A, poniewaz f(xo) > ﬁ(xo) >0.

Niech M oznacza zbiér pseudomiar zerojedynkowych, tzn. pe M, jezeli
,u(A) € {0, 1} dla dowolnego zbioru mierzalnego A.

Twierdzenie 2.2. Niech [ : I - R bedzie funkcjg niemalejaca, 0e€intf (I ),
ue M i ve M. Niech f"l(O) = 0. Jezeli istnieje zbiér mierzalny S taki, ze
,u(S) >0i V(SC) > 0, to nieréwno$¢ Jensena (1) zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy fjest wklesta.

Dowdéd. Potézmy x, = f ’1(0). Poniewaz u,v ¢ M,, wigc istniejg zbiory mie-
rzalne A, B takie, ze p, q e(O, 1), gdzie p = ,u(A) ig= V(BC). Poniewaz x, =0,
wiec 0el. Niech X = al  + bl1,, gdzie 1, oznacza funkcje charakterystyczng
zbioruAi 0< a < b < B. Jako ze fjest niemalejgca if(O) = 0 mamy:
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Oczywiscie C#V(X ) = a(l - p) + bp. Z nieréwnosci Jensena otrzymujemy:
f(a)(t = p)+ f(b)p< (a1 - p)+ br)

dla 0< a < b przy ustalonej wartosci p e (0, 1). Funkcja —f jest -wypukta z defi-
nicji®. Poniewaz funkcja - f jest p-wypukla, jest réwniez J-wypukta’®, tzn.

_f(a+bJS_f(a)+f(b)

2 2

Poniewaz f jest niemalejgca, wiec f jest ograniczona, a zatem — f jest wypukta
dla x e [O,ﬂ)“’.
Niech X =al  +b1,. Dla a <a <b<0 mamy:

cﬂv<f<x>>=—1v<f<x>sr>dr= f(a)a+ F(b)(1 - q).

Z nieréwnosci Jensena f(a)q + f(b)(l - q) < f(aq + b(l - q)) Co oznacza,
ze fjest wklesta dla x e (a, 0].

Gdy a<0<b, polézmy X = al + blg, p, =v(S") ip,= u(S). Wtedy
Cﬂv(f(X)) = f(a)p1 + f(b)pz, wigc nieréwno$é Jensena przyjmuje postaé:

f(a)p, + f(b)p, < f(ap, + bp,). @®)

Najpierw wykazemy, ze f jest ciagla w x=0. Istotnie, z monotoanpicznoéci
i wklestosci f na (a, 0] wynika, ze f(O—): f(0). Podstawiajagc b = ——L w (8),
p

otrzymujemy 2

f(a)p, + f[—%]pz <0. ©)

2

8 J.E. Pecarié, F. Proschan, J.L. Tong, Convex Function, Partial Ordering and Statistical
Applications, Academic Press, New York 1991, s. 53.

9 N. Kuhn, A note on t-convex functions, ,General inequalities”, seria: Internationale
Schriftenreihe zur Numerischen Mathematik 1984, vol. 71, s. 269-276; Z. Dar6czy, Z. Péles,
Convexity with given infinite weight sequences, ,Stochastica” 1987, vol. 11, s. 5-12.

10 M. Kuczma, An Introduction to the Theory of Functional Equations and Inequalities.
Cauchy’s Equation and Jensen’s Inequality, wyd. 2, Attila Gilanyi (red.), Birkhauser 2009, s. 133.
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Przechodzac do granicy w (9) przy a dazacym do 0, mamy f (0 +) p,<0,
zatem f(O +) =0=1(0), co dowodzi ciggtosci fw x = 0. Poniewaz fjest wklesta
dla xe(a, 0] ix e[O, ﬁ), to istniejg pochodne ﬁ(O) i f+(0) Dzielac obie strony
(9) przez ap, < 0 i przechodzac do granicy przy a dazacym do 0, otrzymujemy
nieré6wnosé f (0) > f+ (0), wiec funkcja f jest wklesta w przedziale I. Wykazali-
$my wigc, ze przy zalozeniu x,= 0 z nieréwnoSci Jensena wynika wklestosé
funkcji 1. Jesli funkcja fjest wklesta, 0 e intf([) if! (0) =0, to z twierdzenia 2.1
punkt (i) wynika, ze zachodzi nier6wnos$¢ Jensena (1).

3. Klasyczny model awersiji do ryzyka Arrowa-Pratta

Niech (Q,]—" ,P) bedzie przestrzenia probabilistyczng. Przez w 2 0 oznaczmy
majatek poczatkowy inwestora, ktéry narazony jest na ryzyko bedace losowym
przeplywem pienieznym X : Q — R o znanym rozktadzie. Zatem X jest zmienng
losowg przyjmujaca zaréwno dodatnie, jak i ujemne warto$ci. Dodatnie war-
to$ci X interpretujemy jako straty, natomiast ujemne jako zyski. Gdy inwestor
zdecyduje sie zawrzeé polise ubezpieczeniowg za pewng sktadke 7 i X przyj-
mie dodatnig warto$¢, to szkoda, jaka poniesie, zostanie mu zrekompensowana.
Z drugiej strony, jesli inwestor nie zdecyduje sie na ubezpieczenie, to jego maja-
tek wynosi w—X.

Zgodnie z teorig oczekiwanej uzytecznosci von Neumanna-Morgensterna,
preferencje decydenta opisuje ciggta i Scisle rosngca funkcja uzytecznosci
u:R - R taka, ze u(O) = 0.

Definicja 3.1. Powiemy, Ze inwestor jest neutralny wzgledem ryzyka, gdy uzy-
teczno$¢ jego majatku jest réwna wartosci tego majatku, tzn. jesli jego funkcja
uzyteczno$ci ma postac u, (x) = x dla dowolnego x eR.

John W. Pratt!! zaproponowal, aby postuzy¢ sie zasadg oczekiwanej uzy-
teczno$ci do wyznaczenia sktadki za ryzyko 7, czyli maksymalnej kwoty, jaka
inwestor jest sktonny zaptacic¢ za przekazanie ryzyka.

Definicja 3.2. Sktadkg za ryzyko X przy zadanym majatku w >0 nazywamy
wielko$é ﬂ'(W,X ), ktéra jest rozwigzaniem réwnania

u(W—?l’(W,X))= Eu(W—X). (10)

11 J'W. Pratt, Risk aversion in the small and in the large, ,Econometrica” 1964, vol. 32,
s. 122-136.
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Jesli wartos$¢ oczekiwana Eu(W—X ) istnieje i jest skoniczona, to istnieje
sktadka ﬂ(W,X ) i jest jednoznacznie wyznaczona przez réwnanie (10).

Uwaga 3.1. Sktadka za ryzyko X inwestora neutralnego wzgledem ryzyka
jest réwna warto$ci oczekiwanej tego ryzyka.

Definicja 3.3. Powiemy, ze inwestor ma awersje do ryzyka X, jesli jest sktonny
zaplaci¢ wiecej za przekazanie ryzyka niz warto$¢ oczekiwana tego ryzyka.

Ponadto prawdziwe jest twierdzenie:

Twierdzenie 3.1. Inwestor ma awersje do ryzyka wtedy i tylko wtedy, gdy
jego funkcja uzytecznosci jest wklesta.

John W. Pratt wprowadza pojecie miary lokalnej awersji do ryzyka, zwane
réwniez wspélczynnikiem bezwzglednej awersji do ryzyka Arrowa-Pratta.

Definicja 3.4. Niech u#:R — R bedzie $ci$le rosnacg i dwukrotnie réznicz-
kowalng funkcjg uzytecznosci. Miarg lokalnej awersji do ryzyka Arrowa-Pratta
nazywamy wielko§é

dla dowolnego w = 0.

Wéwczas, jak udowodnit J.W. Pratt!?, istniejg trzy rownowazne sposoby
na poréwnanie awersji do ryzyka dwéch inwestoréw o tym samym majatku w,
narazonych na to samo ryzyko X. Podobne wyniki niezaleznie od Pratta uzyskat
K.J. Arrow!3.

Twierdzenie 3.2. (Pratta) Niech #,, u, : R — R bedg $cisle rosngcymi, wkle-
stymi i dwukrotnie rézniczkowalnymi funkcjami uzytecznosci. Zalézmy, ze 7, ,
sg miarami lokalnej awersji do ryzyka Arrowa-Pratta odpowiadajacymi tym funk-
cjom uzytecznosci, a 7, 7, sa sktadkami za ryzyko wyznaczonymi z réwnania
(10) odpowiednio przy funkcjach u,, u,. Nastgpujgce warunki s3 réwnowazne:
@) rl(w) > r,(w) dla dowolnego w >0;

(ii) istnieje Scisle rosnaca i wklesta funkcja G taka, ze u, =Gou,;
(iii)ﬂ'l(W,X) > EZ(W,X) dla dowolnego w = 0 i dowolnej zmiennej losowej X

takiej, ze EX = 0.

12 Tbidem.
13 K.J. Arrow, Essays in the Theory of Risk Bearing, Markham Publishing Company, Chi-
cago 1971.
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4. Model Arrowa-Pratta dla uogoélnionej catki Choqueta

W tym rozdziale przedstawimy uogdélnienie twierdzenia 3.1 i twierdzenia 3.2
w przypadku, gdy warto$¢ oczekiwana w modelu awersji do ryzyka jest zasta-
piona przez uog6lniong catke Choqueta.

Przez w > 0 oznaczmy majatek inwestora. Niech (Q,]-" ) bedzie przestrze-
nig mierzalng oraz u: F — [0, 1] iviF- [0, 1] beda pseudomiarami. Niech
X : Q — R bedzie zmienng losowa, opisujaca ryzyko, na jakie narazony jest inwe-
stor. Ponadto zaktadamy, ze X e L#V.

Zalézmy, ze preferencje inwestora opisuje $ciSle rosngca i dwukrotnie réz-
niczkowalna funkcja uzytecznosci u:R — R taka, ze M(O) =0. Przez &, (W,X )
oznaczmy sktadke za ryzyko inwestora, ktéra zostata zdefiniowana'* nastepujaco:

Definicja 4.1. Sktadka za ryzyko X przy zadanym majatku w > 0 nazywamy
wielko§é ﬂM(W,X ), ktéra jest rozwigzaniem réwnania:

u (W - ﬂ'u(W,X))Z Cﬂv (u(w - X)) (11)

Poniewaz u jest Scisle rosnaca i ciagta, wiec istnieje sktadka za ryzyko 7 (W, X ),
wyznaczona jednoznacznie przez réwnanie (11), jesli w—X e L,

W literaturze' rozwazano przypadek sktadki 7 , gdy pseudomiary sg mia-
rami znieksztalcenia Kahnemana-Tverskiego (ang. Kahneman-Tverski distor-
ted measures). Wtasnosci sktadki 7 s3 intensywnie badane, ale problem miary
awersji do ryzyka nie zostat jak dotad rozwigzany.

Definicja 4.2. Powiemy, ze inwestor z funkcjg uzytecznosci u:R — R ma
awersje do ryzyka, jesli dla dowolnego majatku w >0 i ryzyka X takiego, ze
w-Xe L#v mamy:

ﬂu(W,X)Z ﬂO(W,X) = va (X)+ I(V(X < s)— ,u(X < s))ds,

gdzie 7, (W,X ) jest sktadkg za ryzyko inwestora neutralnego wzgledem ryzyka.

14 M. Kaluszka, M. Krzeszowiec, Mean-value principle under Cumulative Prospect Theory,
,»ASTIN Bulletin” 2012, vol. 42, s. 103-122.

15 Ibidem; M. Kaluszka, M. Krzeszowiec, An iterativity condition for the mean-value prin-
ciple under Cumulative Prospect Theory, ,ASTIN Bulletin” 2013, vol. 43, s. 61-71.
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Zauwazmy, ze definicja 4.2 jest analogiczna do definicji 3.3 przez wzglad
na uwage 3.1.

Twierdzenie 4.1. Jesli i, v sa dowolnymi pseudomiarami i funkcja uzytecz-
nosci inwestora jest wklesla, to inwestor ma awersje do ryzyka. Ponadto, jesli
inwestor ma awersj¢ do ryzyka, u¢ M iv ¢ M oraz istnieje mierzalny zbiér S
taki, ze ,u(S) >0i V(SC) > 0, to u jest wklesta.

Dowdd. Aby udowodni¢ pierwszg czes$¢ twierdzenia, korzystamy z twierdze-
nia 2.1, przyjmujac f = u i zastepujac X przez w — X. Wéwczas otrzymujemy nie-
réwnos¢ Jensena w postaci:

C,(u(w-X))<u(c, (w- X)) (12)

dla dowolnego w >0 takiego, ze w—X e L, Przyktadajac u~' do obu stron nie-
réwnosci (12), otrzymujemy T (W,X) > ﬂ'o(W,X).

W celu udowodnienia drugiej czesci twierdzenia, zauwazmy, ze 7, (W,X ) =
= W—M’I(Cﬂv(u(w—X))). Inwestor z funkcjg uzytecznosci u ma awersje do
ryzyka wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego w > 0 takiego, ze w—X e L,
zachodzi nieréwnosé:

Cﬂv(u(w - X))S u(Cﬂv(w - X))

Kladac f = u i zastepujac X przez w— X w twierdzeniu 2.2 otrzymujemy
wklestos¢ funkeji u dla ¢ M, v e M, i pewnego mierzalnego zbioru S takiego,
ze u(S)>0iv(s)>o0.

Whiosek 4.1. Rozwazmy inwestora z funkcjg uzytecznosci u, ktérego sktadke
za ryzyko mozna wyznaczy¢ ze wzoru (11) przy C,=C, 1 u nie jest pseudo-
miarg zerojedynkowa. Wowczas inwestor ma awersje do ryzyka wtedy i tylko
wtedy, gdy u jest funkcjg wklesta.

Niech u, v : R — R bedg funkcjami uzytecznosci oraz V(R) =R.

Definicja 4.3. Powiemy, ze inwestor z funkcjg uzyteczno$ci u ma wiekszag
awersje do ryzyka niz inwestor z funkcjg uzytecznosci v, jesli dla dowolnego
w >0 takiego, ze w—X € L,uv mamy:

T, (X,W)Z EV(X,W).

Twierdzenie 4.2 jest uog6lnieniem twierdzenia Pratta w przypadku, gdy u
i v sg pseudomiarami.

Twierdzenie 4.2. Zat6zmy, ze u¢ M, v & M, iistnieje mierzalny zbiér S taki,
ze ,u(S ) >01 v(SC) > 0. Niech 7 i 7 beda miarami awersji do ryzyka Arrowa-Pratta
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wyznaczonymi przez wkleste i dwukrotnie rézniczkowalne funkcje uzyteczno-
$ci u, v. Nastepujagce warunki sg réwnowazne:
(i) inwestor z funkcjg uzytecznosci u ma wiekszg awersje do ryzyka niz inwe-
stor z funkcjg uzytecznosci v;
(ii)) u = gov dla pewnej $cisle rosnacej i wklestej funkcji g;
(iii) r, (x) 27 (x) dla dowolnego x e R.
Dowdd. (i) = (ii): Z zalozenia mamy T, (W,X) > ﬂV(W,X) dla wszystkich
w-XeL, . Stad:

gdzie g=uov'iy= V(W - X). Z twierdzenia 2.2 dlaf=gi X =Y otrzymujemy
wklestosé funkcji g.

(ii) = (i): Niech u = gov. Wéwczas z wklestosci g i twierdzenia 2.1, przyj-
mujac f =g i X =Y dla dowolnego Y e L, mamy:

u(w -z, (w,X))=C,(s(¥ )= £(C,, (¥ )) = ulw - 7, (w.X))

Stad T, (W,X) > (W,X).

(ii) < (iii): Niech g= uov™, Funkcja g jest $ci$le rosngca i dwukrotnie réz-
niczkowalna, poniewaz jest ztozeniem funkcji i v . Stad g jest wklesta wtedy
i tylko wtedy, gdy g”(x) <0 dla x e R. Poniewaz dla dowolnego x mamy:

wiec g jest wklesta.

Uwaga 4.1. Rozwazmy inwestora z funkcjg uzytecznos$ci u, ktérego sktadke
za ryzyko mozna wyznaczy¢ ze wzoru (11) przy C,=C, i u nie jest pseudo-
miarg zerojedynkowg. Wéwczas twierdzenie 4.2 pozostanie prawdziwe, gdy
pominiemy zaloZenie o istnieniu mierzalnego zbioru S takiego, ze ,LL(S) >0
iv(s)>o.

Warto zauwazy¢, ze podany wyzej dowdd twierdzenia Pratta rézni sie od
innych dowodéw proponowanych w literaturze!®, gdzie przyjeto pewne dodat-

16 H. Follmer, A. Schied, Stochastic Finance. An Introduction in Discrete Time, De Gruyter,
Berlin 2011; C. Munk, Financial Asset Pricing Theory, Oxford University Press, Oxford 2014;
J.W. Pratt, op.cit.
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kowe zatozenia, np. dotyczace ciggto$ci miary awersji do ryzyka Arrowa-Pratta
lub Scislej wklestosci funkcji uzytecznosci.

Teorie niepewnosci Liu'” w analizie awersji do ryzyka po raz pierwszy zasto-
sowali I. Georgescu iJ. Kinnunen'® oraz J. Zhou i inni'*. Wprowadzili oni pojecia
niepewnej oczekiwanej uzyteczno$ci (ang. uncertain expected utility) i niepew-
nej sktadki za ryzyko (ang. uncertain risk premium) oraz podali odpowiednik
twierdzenia Arrowa-Pratta w teorii niepewnosci, uzywajac wzoru Taylora do
wyznaczenia sktadki za ryzyko. Twierdzenia 4.1 i 4.2 uogdlniajg pewne wyniki?®
na przypadek dowolnych pseudomiar. Dowody twierdzen 4.1 i 4.2 nie odwotujg
sie do metod heurystycznych (patrz: uwaga 4.2).

Przyklad 4.1. Niech ,u(A) = g(P(A))i v(A) = h(P(A)) dla dowolnego zbioru A,
gdzie g, h sg funkcjami znieksztalcenia, tzn. g : [O, 1] - [O, 1:| jest niemalejacyg
funkcjg taka, ze g(O) =01 g(l) =1. Znieksztalcenia miary probabilistycznej P
postaci V(A) = g(P(A)) sg pseudomiarami. Sg one istotnym elementem teorii
skumulowanej perspektywy Kahnemana-Tverskiego?!, ktéra opisuje zachowa-
nie inwestora na rynku finansowym z uwzglednieniem aspektéw psychologicz-
nych. Pseudomiary sg réwniez podstawowym narzedziem w wycenie ryzyka
ubezpieczeniowego?’.

Z wielu badan empirycznych wynika, ze g ma ksztalt litery S, tzn. g jest wkle-
sla na [O, p] i wypukta na [p, 1] dla pewnego pe (0, 1). Ponadto mate praw-
dopodobienstwa sg zawyzane, a duze zanizane. Funkcja & ma taki sam ksztatt
jak g, ale nieco inne parametry. Tversky i Kahneman?? zaproponowali funkcje
znieksztalcenia postaci

17 B. Liu, Uncertainty Theory, 4th Edition, Springer, Berlin 2015.

18 1, Georgescu, J. Kinnunen, A credibilistic approach to risk aversion and prudence, ,Pro-
ceedings of the Finnish Operations Research Society 40" Anniversary Workshop (FORS40)
on Optimization and Decision-Making”, Lappeenranta, Finland 2013, s. 72-77.

19 J. Zhou, Y. Liu, X. Zhang, X. Gu, D. Wang, Uncertain risk aversion, ,Journal of Intelli-
gent Manufacturing” 2017, vol. 28, s. 615-624.

20 1. Georgescu, J. Kinnunen, op.cit.; J. Zhou, Y. Liu, X. Zhang, X. Gu, D. Wang, op.cit.

21 A. Tversky, D. Kahneman, Advances in prospect theory: Cumulative representation of un-
certainty, ,Journal of Risk and Uncertainty” 1992, vol. 5, s. 297-323.

22 H. Follmer, A. Schied, Stochastic Finance. An Introduction in Discrete Time, De Gruyter,
Berlin 2011; M. Katuszka, M. Krzeszowiec, Mean-value principle...; M. Kaluszka, M. Krze-
szowiec, An iterativity condition...

23 A. Tversky, D. Kahneman, op.cit.
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gdzie y e (0,28;1). Empirycznie uzyskano wartosci: y= 0,61 dlagi y= 0,69
dla h.

Uwaga 4.2. Znaczenie miary awersji do ryzyka Arrowa-Pratta r, jest widoczne
w aproksymacji sktadki za ryzyko. Podamy podobng aproksymacje sktadki
T, (W,X). Ze wzoru Taylora i (11) mamy:

o) = a(9), () = €, [ () () -X) () ° )
~ u(w) - uf(w)cw(y)+_jv)(ﬂ(_uf(w)y > )= p(cw(w)Y > s))ds

gdzie 7, (W,X) oznacza przyblizenie sktadki ﬂM(W,X) iY=X+ rM(W)XT.

Po prostych przeksztatceniach otrzymujemy aproksymacje de Finettiego-
-Arrowa-Pratta:

i

£ (wX)=C, (Y )+ [ (v(v <t)- (Y <1))dr. (13)

Jesli inwestor postuguje sie catka Choqueta, tzn. u=Vv, to:

£, (w,X)=C,(Y)2C (X) = 7, (w,X).

L . L X, L. . L .
Co wigcej, z rownosci Y =X +r1, (W)T i wlasno$ci monotonicznosci catki

Choqueta wynika, ze wzrost miary awersji do ryzyka r, (W) powoduje wzrost
réznicy miedzy sktadka za ryzyko x (W,X ) a sktadkg inwestora neutralnego
wzgledem ryzyka. Z kolei, gdy inwestor posluguje sie symetryczng caltka Cho-
queta, tzn. i =v oraz ,u(A) + ,u(AC) =1dla dowolnego 4, to otrzymujemy te sama
interpretacje, czyli:

ﬁ'M(W,X)Zé

u

(Y)=C, (X)=7,(w,X).

W pozostatych przypadkach interpretacja miary awersji do ryzyka w sto-
sunku do aproksymacji (13) nie jest jasna.
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K ok sk

On the Arrow-Pratt risk aversion model for
the generalized Choquet integral

Abstract

In the 1970s Kahneman and Tversky conducted a series of experiments which
suggested that people do not behave accordingly to the von Neumann-Morgenstern’s
Expected Utility Theory. Therefore, they proposed an alternative theory, called the
Cumulative Prospect Theory, in which they used the Choquet integral with respect
to distorted probability measures to describe decision making in risk and uncertainty
conditions. The paper presents the generalized Arrow-Pratt risk aversion model, when
the classic expected value is replaced by the generalized Choquet integral. To do this,
we require necessary and sufficient conditions for the Jensen type inequality for the
generalized Choquet integral with respect to arbitrary monotone measure, that is
not an additive set function. We will provide some results of this type and point the
difficulties that show up without the additivity assumption.

Keywords: Jensen inequality, generalized Choquet integral, nonadditive measure,
capacity, risk aversion, measures of risk aversion






