Monika Kosko

Wydzial Informatyki i Ekonomii
Wyzsza Szkota Informatyki i Ekonomii w Olsztynie

MARTA KWIECIEN, JOANNA STEMPINSKA

Wydzial Matematyki i Informatyki
Uniwersytet Warminsko-Mazurski w Olsztynie

Przetgcznikowe modele Markowa (MS)
— charakterystyka i sposoby zastosowan
w badaniach ekonomicznych

1. Wstep

Przetacznikowe modele Markowa (Markov Switching Models — MS) sa na-
rzedziem wykorzystywanym czesto do analizy proceséw ekonomicznych cha-
rakteryzujacych sie wystepowaniem pewnych stanéw (reziméw). Modele prze-
tacznikowe nalezg do klasy modeli nieliniowych, w ktérych proces generujacy
zmiany stanu jest nieobserwowalny, mozliwe jest jednak wyréznienie standéw
o jednorodnych cechach. Przyjmuje sie, ze prawdopodobienstwa przej$cia po-
miedzy stanami sg stale w czasie. Modele MS pozwalajg na opisywanie szere-
géw charakteryzujacych sie regularnoscig zmiennos$ci w czasie, tzn. szeregéw,
w ktérych wystepuja okresy zwiekszonej i zmniejszonej zmiennos$ci badz szyb-
sze 1 wolniejsze wzrosty. Estymacja modeli MS nie jest tatwym zagadnieniem.
Wykorzystuje sie w tym celu metode najwiekszej wiarygodno$ci. Powszechnie
stosowanym algorytmem maksymalizacji funkcji wiarygodnosci jest algorytm
EM (expectations maximization).

Artykut przedstawia charakterystyke struktury modeli przetacznikowych
typu Markowa (MS), ich rodzaje oraz metode ich estymacji. Prezentuje réwniez
przyktady zastosowan tych modeli w literaturze.
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2. Przetacznikowe modele typu Markowa (MS)

Lancuch Markowa!' jest to proces stochastyczny {Yl teN } w ktérym zmienne
Y spelniajg warunek Markowa, tzn.

P(Y =j|Y,=i,Y,=i,..Y =i)=P(Y, =j|Y_ =i (1)

dla kazdego t € N oraz dla dowolnych i,j e S, gdzie S = {1,2,...,r} jest zbiorem
wszystkich stanéw fazowych tego procesu. Zachowanie procesu w okresie bie-
zacym ¢ jest uzaleznione wylacznie od jego zachowania w okresie poprzednim
t—1, nie zalezy natomiast od jego zachowania w okresach wczeéniejszych. Praw-
dopodobienistwo warunkowe przej$cia procesu ze stanu i do stanu j w jednostce
czasu mozna zapisa¢ w postaci:

p,(t)= P(K=j|YH =i ) dla te N oraz i,j€S.
Prawdopodobiefistwa p,(¢) tworza macierz P(¢) = [ pil,(t)] , spelniajacq warunki

VleN 1;esp1](t) 2 O oraz vleN lEszl Zpl](t) - 1

Lancuch Markowa nazywamy jednorodnym, jezeli prawdopodobienistwa
p;j(t) przejscia procesu pomigdzy stanami nie zaleza od wyboru momentu ¢, tzn.

A4 (t) =p;- Dla jednorodnego taficucha Markowa jest spelniona zalezno$¢:

teN p ij

D =D, P, @)

gdzie P = [ P, J jest macierza prawdopodobienstw przejécia, natomiast
D=ld,d,,. d] d =P, =i).
Zaleznosc (2) mozna traktowaé jako model ekonometryczny postaci:

yi(t)zzl Y (t l)p +u. ( ) i=1...,r,t=1,...,T, 3)

gdzie y,(t) sa ocenami nieznanych prawdopodobienstw d;, wyznaczonymi na pod-
stawie obserwacji w okresie [0,T], Z:Zlyi(t)=1 oraz u,(t) jest skladnikiem

1 Nazwa tancuchy Markowa pochodzi od nazwiska rosyjskiego matematyka A. Markowa
(1856-1922), ktéry w 1906r. zapoczatkowat badania nad tymi procesami.
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losowym. Parametrami strukturalnymi modelu sg nieznane prawdopodobien-
stwa przejscia p;; dla i,j€S , niezalezne od czasu i spetniajace warunki:

P2 0 oraz Zzzlpii=1.

Zadaniem modeli opartych na tanicuchu Markowa jest identyfikacja stanéw
fazowych procesu i ich charakterystyka oraz oszacowanie na podstawie obser-
wacji parametréw strukturalnych modelu. Oszacowane wartosci p; pokazuja
prawdopodobienistwa przej$cia tancucha pomiedzy stanami, ktére sg z gory
okres$lone warto$ciowo.

Przetacznikowe modele typu Markowa MSM stanowig bardziej zlozong
strukture, opartg na idei tancuchéw Markowa. Opisujg one zachowanie si¢ ba-
danego procesu, przy czym nie wymaga sie, aby stany byly okreslone warto-
$ciowo. Jednym z zalozen modeli przetgcznikowych jest to, ze stany nie sg bez-
posrednio obserwowalne. Estymacja modelu przetacznikowego typu Markowa
pozwala na wyznaczenie warto$ci wybranych parametréw procesu w danym
stanie ($rednia, stala modelu, odchylenie standardowe) oraz prawdopodobien-
stwa znalezienia si¢ procesu w okre$lonym stanie w danym momencie w czasie.

Przetacznikowy model Markowa jest okreslony wzorem

y, gdy =1
y=i Ju BV 072 @
y, gdy s =r

gdzie s, jest nieobserwowalnym stanem jednorodnego tancucha Markowa X,

o r stanach, zadanego macierza przejécia P = [ pl_/} . Stany te sg zwykle nazy-

X
wane rezimami modelu przetgcznikowego.

Przy zalozeniu, ze procesy czastkowe y,, tworzace proces y, sa procesami
autoregresyjnymi, przetacznikowy model tanicucha Markowa o r stanach i rze-

dzie op6Znienia p mozna zapisa¢ w postaci

y, = ,u(s[)+oc1 (yt_1 —,u(sl_l))+a2 (yt_2 —,Lt(st_z))+...+ap (yt_p —y(st_p))Jrut, (5)

gdzie
u,~ NID(0,0%(s)),
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u, gdy s =1

M (St) = : ’
u gdy s=r

a,,...,0, — parametry autoregresji.

Zgodnie z zalozeniami koncepcji modeli przetacznikowych stan taficucha
s, w momencie ¢ nie jest bezposrednio obserwowalny. Nieobserwowalnym pro-
cesem, ktéry przelacza sie miedzy » stanami, zgodnie z procesem Markowa jest
w zaleznosci od rodzaju modelu warto$¢ oczekiwana u(s,), stata «; lub wa-
riancja sktadnika losowego o? (S[), mozliwe sg tez réwnoczesne przelgczenia
parametréw miedzy stanami.

3. Estymacja przetgcznikowych modeli Markowa

Modele przelgcznikowe Markowa opierajg sie na warunkowej funkcji ge-
stosci f (yt | X, = SZ’Y~t—I’e) oraz nieobserwowalnym ciggu zmiennych losowych
X, spetniajacych warunek P(X =j|X _ =i)= p,. Przez @ oznaczamy tu wektor
wszystkich parametréw modelu, a przez Y, zbiér wszystkich obserwacji do mo-

mentu ¢, t=1,2,...,T. Funkcja gestosci rozkladu brzegowego y, jest postaci
f(717,,.6p)=2f(5,.517,,.8).

Na podstawie obserwacji zmiennej y, dla t =1,2,...,T okresla si¢ funkcje wia-
rygodnosci

T ~
L(y,18,p)= Y logf(,]7,.0).
t=1

Estymacje modeli przelagcznikowych typu Markowa za pomocag funkcji wia-
rygodnosci wprowadzili do literatury ekonometrycznej S.M. Goldfeld i R.E. Qu-
andt?. Obecnie do maksymalizacji funkcji wiarygodnosci najczesciej stosuje
si¢ algorytm EM, pierwotnie wykorzystany przez A.P. Dempstera, N.M. Lairda

2 S.M. Goldfeld, R.E. Quandt, A Markov model for switching regressions, ,Journal of Econo-
metrics” 1973, vol. 1, s. 3-16.
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i D.B. Rubina?®. Jest to iteracyjna technika oparta na funkcji wiarygodnosci, sto-
sowana do szacowania modeli z niepelnymi danymi lub nieobserwowalnymi
zmiennymi. Funkcje wiarygodnosci modeli MS mozemy zapisa¢ w postaci:

L(y,16.0)=TT1 (5, 16.0)=TISF(51X.7,.,.6)P(X,17.,.p), ©)

t=1 =1 X,
gdzie:
f (}’Z | e,P) - laczna funkcja gestosci dla » stanéw,

p:|: by Py Py vt Py pl(r—l) pr(rl):| — wektor prawdo-

r(r=1)xr

podobienstw przejscia modelu,

Ii_l — zbiér obserwacji do momentu ¢ — 1,

Pr(Xt | Yt_l,p) — prawdopodobienstwo warunkowe:

Pr(X, =17, p)= X P(X, =il X, =i)P(X_ =iV, )= X pP(X =il7,)
P(X,,
Estymacja modeli MS na podstawie algorytmu EM polega na realizacji dwoch

=i 17[_1) - prawdopodobienstwa filtrowane.

krokéw algorytmu dla kazdej z iteracji — kroku expectations oraz kroku maxi-
mization — po wczesniejszym ustaleniu warto$ci poczatkowych dla wszystkich
parametréw modelu. Jako wynik estymacji otrzymuje sie oceny parametrow
modelu oraz informacje dotyczace nieobserwowalnego procesu zmiennej X,
w postaci tzw. prawdopodobienstw filtrowanych i prawdopodobiefistw wygta-
dzonych. Prawdopodobienstwa filtrowane sg wyznaczane na podstawie zbioru
informacji Y[ dla t < T, natomiast prawdopodobienstwa wygtadzone — na pod-
stawie wszystkich informacji Y,. Aby rozpocza¢ iteracje algorytmu, nalezy podac
wartos$ci startowe wektora parametréw 6 oraz wektora prawdopodobienstw
przej$cia p. Wartos$ci startowe wektora © zwykle sg ustalane arbitralnie, nato-
miast warto$ci startowe wektora p sg przyjmowane na poziomie* 0,5.
Estymacja modeli MS na podstawie funkcji wiarygodnoS$ci jest utrudniona
z powodu zaleznos$ci koncowej wartos$ci funkcji L od wartosci startowych

3 A.P. Dempster, N.M. Laird, D.B. Rubin, Maximum Likelihood from incomplete data via
the EM Algorithm, ,Journal of the Royal Statistical Society” 1977, vol. 39.

4 J.D. Hamilton, What’s Real About the Business Cycle?, NBER Working Paper 2005,
vol. 11161.
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wektora p.J.D. Hamilton® stwierdzil, ze rozwigzanie oparte na algorytmie EM
jest stosunkowo odporne na ,nieodpowiednio” dobrane wartosci startowe wek-
tora parametréw, gdyz algorytm ten szybko porusza si¢ w kierunku obszaru
maksimum funkcji L. Jednak badania innych autoréw wskazuja na réznice
w otrzymywanych wynikach koficowych funkcji wiarygodnosci, w zaleznosci
od podanych wartos$ci startowych prawdopodobienstw przejscia.

4. Charakterystyka obszarow zastosowan przetgcznikowych
modeli Markowa oraz podsumowanie

Po raz pierwszy tancuchy Markowa zostaty wykorzystane w badaniach eko-
nomicznych przez G. Lindgrena® i L.M. Bauma’. Zbudowali oni tzw. ukryty
model Markowa, w ktérym realizacje tancucha S, nie byly bezposrednio ob-
serwowalne. Modele przelacznikowej autoregresji zastosowali S.N. Neftci®
i S.L. Sclove®. Estymacja modeli przetacznikowych MS zajat sie J.D. Hamilton!?,
ktérego praca zawiera zastosowanie modelu MS do analizy cyklu koniunktu-
ralnego gospodarki Stanéw Zjednoczonych Ameryki Pélnocnej. W jednym ze
swoich artykutéw J.D. Hamilton!' wprowadza nowa technike estymacji modeli
przetacznikowych MS. Za jej pomoca jest mozliwe maksymalizowanie logarytmu
funkcji wiarygodnosci dla duzej liczby parametréw w stosunkowo krétkim cza-
sie. Do estymacji modeli przetacznikowych J.D. Hamilton zastosowal algorytm
EM A.P. Dempstera, N.M. Lairda i D.B. Rubina'?, ktéry jest wystarczajaco od-
porny na warto$ci poczatkowe oraz szybko zbliza sie do obszaru maksimum

5 J.D. Hamilton, Analysis of time series subject to changes in regime, ,Journal of Econo-
metrics” 1990, vol. 45, s. 39-70.

6 G. Lindgren, Markov regime models for mixed distributions and switching regressions,
,Scandinavian Journal of Statistics” 1978, vol. 5, s. 81-91.

7 L.E. Baum, T. Petrie, G. Soules, N. Weiss, A maximization technique occurring in the
statistical analysis of probabilistic functions of Markov chains, ,Annals of Mathematical Sta-
tistics” 1970, vol. 41, s. 164-171.

8 S.N. Neftci, Are economic time series asymmetrics over the businness cycle?, ,Journal of
Political Economy” 1982, vol. 92, no. 2, s. 307-328.

9 S.L. Sclove, Time-series segmentation: A model and a method, ,Information Sciences”
1983, vol. 29, s. 7-25.

10 J.D. Hamilton, A new approach to the economic analysis of nonstationary time series and
the business cycle, ,Econometrica” 1989, vol. 57, s. 357-384.

11 J.D. Hamilton, Analysis of time..., op.cit.

12 A.P. Dempster, N.M. Laird, D.B. Rubin, op.cit.
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funkcji wiarygodnoS$ci. Przy duzej liczbie obserwacji startowych algorytm EM
oferuje znaczne udoskonalenie efektywnosci estymacji modeli przetaczniko-
wych. Wykorzystanie modeli Markowa w literaturze, oprécz badan makroeko-
nomicznych, nastepuje w analizie szeregéw rynku finansowego. J.D. Hamilton
i G. Lin!3 analizowali powigzania faz aktywnosci rynku finansowego z poszcze-
g6lnymi fazami cyklu gospodarczego Stanéw Zjednoczonych Ameryki Péinoc-
nej. Autorzy zbudowali podwdéjny model przetgcznikowy: pierwsze réwnanie
dla produkcji przemystowej USA — MSM(2)-AR, drugie réwnanie reprezen-
tuje model zmiennos$ci rynku akcji — SWARCH-L(2, q). Analiza dowodzi, ze
zmienno$¢ stop zwrotu akcji w USA jest w duzym stopniu kierowana aktywno-
$cig gospodarcza. H.-M. Krolzig!* poré6wnal modele MS z r6zng liczba stanéw
o réznej specyfikacji, badajgc niemiecki cykl koniunkturalny oraz cykle innych
gospodarek wolnorynkowych. Model MS z dwoma stanami dla polskiego PKB
przedstawiono w pracy T. Fic?®. Jednym z zastosowan jest wykorzystanie struk-
tury tancuchéw modeli przetacznikowych do okreslenia faz i punktéw zwrot-
nych cykli koniunkturalnych oraz prognozowania punktéw zwrotnych cyklu
na podstawie szeregéw PKB, ktore wykorzystuje si¢ jako miare aktywnosci go-
spodarczej. Idea wielor6wnaniowej struktury przetacznikowej najczesciej jest
stosowana w badaniach nad cyklami koniunkturalnymi kilku krajéw. Badania
nad cyklami z wykorzystaniem modeli MS-VAR zostaly zapoczatkowane przez
H.-M. Krolziga'®. W ekonometrii finansowej J.D. Hamilton i R. Susmel'” oraz
J. Cai'® wprowadzili model warunkowej wariancji z przelagczeniem typu Mar-
kowa MS(r)-ARCH(p) — model SWARCH(r,p). Praca stanowi poszerzenie idei
modeli przetgcznikowych o model warunkowej wariancji, w ktérym przela-
czeniu miedzy stanami podlega wariancja warunkowa. Specyfikacja modelu

13 J.D. Hamilton, G. Lin, Stock market volatility and the business cycle, University of Cali-
fornia at San Diego, Economics Working Paper Series 96-18, Department of Economics, UC
San Diego 1996.

14 H.-M. Krolzig, Markov-Switching Vector Autoregression. Modelling statistical inference
and application to business cycle analysis, Springer Verlag Edition, Berlin 1997.

15 T. Fic, Cykl koniunkturalny w Polsce. Wnioski z modeli Markowa, w: Metody ilosciowe
w naukach ekonomicznych, red. A. Welfe, Oficyna Wydawnicza SGH, Warszawa 2007.

16 H.-M. Krolzig, Markov-Switching Vector..., op.cit.

17 J.D. Hamilton, R. Susmel, Autoregressive conditional heteroskedasticity and changes
in regime,,, Journal of Econometrics” 1994, vol. 64, s. 307-333.

18 J. Cai, A Markov model of unconditional variance in ARCH, ,Journal of Business and
Economic Statistics” 1994, vol. 12, s. 309-316.
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MS(r)-GARCH(p) zostala wprowadzona przez S.F. Graya'’, a nastepnie przez
M.J. Duekera??, F. Klassena?' i J. Davidsona??.

Wsrod polskich autoréw J. Stawicki?® oméwit wykorzystanie tancuchow
Markowa oraz przetacznikowych modeli MS w analizie rynku kapitatlowego.
M. Doman i R. Doman?* analizowali dopasowanie oraz wtasnosci prognoz
zwrotéw i zmienno$ci na podstawie modeli MS(2)-AR-GARCH dla wybranych
indeksow i spotek GPW, kurséw walut, stép procentowych oraz kontraktéw
terminowych. A. Wlodarczyk i M. Zawada modelowali?® wybrane kursy walut
wzgledem ztotego oraz rynkowe ceny energii elektrycznej w Polsce za pomoca
modeli SWARCH oraz SWARCH-L?¢. M. Bartkowiak?” do wyceny opcji wykorzy-
stal modele GARCH z przelgczeniami reziméw. W pracy F. Chen, FEX. Diebold,
F. Schorfheide?® jest proponowany model MSMD (Markov-switching multifrac-
tal duration), wykorzystywany do analizy szeregéw wystepujacych na rynkach
finansowych. Modele przetgcznikowe Markowa w ostatnich latach zostaty réw-
niez wykorzystane przez polskich autoréw w pracach Pricing electricity deriva-
toves within a Markov regime-switching model J. Janczury?® oraz An empirical
comparison of alternate regime-switching models for electricity spot prices i Effi-
cient estimation of Markov regime-switching models: An application to electricity

19°S.F. Gray, Modeling the conditional distribution of interest rates as a regime-switching
process, ,Journal of Finance Economics” 1996, vol. 42, s. 27-62.

20 M.J. Dueker, Markov Switching in GARCH Processes and Mean Reverting Stock Market
Volatility, ,Journal of Business and Economic Statistics”, 1997, vol. 15, s. 26-34.

21 F. Klassen, Improving GARCH Volatility Forecasts with Regime-Switching GARCH, ,Em-
pirical economics” 2002, vol. 27, s. 363-394.

22 J. Davidson, Forecasting Markov-switching dynamic, conditionally heteroscedastic pro-
cesses, ,Statistic and Probability Letters” 2004, vol. 68, s. 137-147.

23 J. Stawicki, Wykorzystanie taiicuchéw Markowa w analizie rynku kapitatlowego, Wydaw-
nictwo UMK, Torun 2004.

24 M. Doman, R. Doman, Ekonometryczne modelowanie dynamiki polskiego rynku finanso-
wego, Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej, Poznan 2004.

25 A. Wlodarczyk, M. Zawada, Przelqcznikowe modele Markowa jako przyktad niestacjonar-
nego modelu kursu walutowego, IX Ogoélnopolskie Seminarium Naukowe DME, UMK w To-
runiu, Torun 2005.

26 A. Wlodarczyk, M. Zawada, Przelqgcznikowe modele Markowa dla cen energii elektrycznej
na gietdzie energii w Polsce, X Ogélnopolskie Seminarium Naukowe DME, UMK w Toruniu,
Torun 2007.

27 M. Bartkowiak, Wycena opcji na indeks WIG20 na podstawie modeli GARCH z przelqgcze-
niami rezimow, ,Acta Universitatis Nicolai Copernici” 2009, vol. 39, s. 197-206.

28 F Chen, EX. Diebold, F. Schorfheide, A Markov-switching multifractal inter-trade duration
model, with application to US equities, ,Journal of Econometrics” 2013, vol. 177, s. 320-342.

29 J. Janczura, Pricing electricity derivatoves within a Markov regime-switching model, ,Math-
ematical Methods of Operations Research” 2014, vol. 79(1), s. 1-30.
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wholesale market prices J. Janczury i R. Werona®®. Badania przeprowadzono
na podstawie odsezonowanych danych rynkowych Europejskiej Gietdy Ener-
gii. Autorzy zbudowali 3-stanowy model dla energii elektrycznej, ktéry pozwala
na modelowanie skokéw i spadkéw w bardzo naturalny sposéb. W pierwszej
z wymienionych prac J. Janczury i R. Werona3! mozna zauwazy¢ wykorzystanie
zmieniajacej si¢ w czasie macierzy prawdopodobienistw przejscia.

Modele Markowa MS sg powszechnie wykorzystywane w analizie cykli ko-
niunkturalnych i analizie szeregdéw finansowych, w ktérych wystepuja stany od-
mienne pod wzgledem zmiennoS$ci; coraz szersze zastosowanie obserwujemy
réwniez w pracach polskich autoréw. Modele MS sg praktycznym narzedziem
identyfikujacym stany oraz stuzacym do budowy prognozy zaréwno szeregu,
jak i stanu, w ktérym sie znajduje. Jednym z ostatnich kierunkéw badan jest
zastosowanie modeli Markowa w potaczeniu z innymi modelami w celu coraz
lepszego modelowania.
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Markov switching models MS - characteristics and
methods of application in economic research

Summary

The paper presents the characteristics of Markov switching models (MS), their
types, estimation method, and various methods of their application in economic rese-
arch. MS models are a practical tool that is used in the analysis of economic processes
characterised by the occurrence of certain states (regimes). MS models allow to de-
scribe series characterised by regular volatility over time, for example series in which
there are periods of increased and decreased variability or faster and slower growth.
The purpose of this article is to draw attention to the fact that Markov switching mo-
dels are essential tools in modelling and forecasting such important economic issues
as business cycles and time series of the financial market.

Keywords: Markov switching models, Markov chain, business cycle



