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O pewnych miarach ryzyka?

Streszczenie

Celem pracy jest wprowadzenie funkcjonatéw zdefiniowanych dla pewnych rodzin
zmiennych losowych przy uzyciu pseudomiar, zwanych réwniez miarami monotonicz-
nymi lub miarami rozmytymi. Funkcjonaty te mogg staé si¢ alternatywnym narzedziem
do mierzenia ryzyka. Podamy ich interpretacje graficzng oraz wybrane wlasnosci.

Stowa kluczowe: uogélniona catka Sugeno, catka Choqueta, miara ryzyka, pseu-
domiara

1. Wiasnosci i przyktady miar ryzyka

Niech V bedzie zbiorem zmiennych losowych okreslonych na przestrzeni
probabilistycznej (Q, F ,P).
Definicja 1.1. Miarg ryzyka nazywamy dowolny monotoniczny funkcjonat
n:v- [0,00), tj. H(X) < H(Y) dla dowolnych X,Y eV takich, ze X <Y.
Niech X eV bedzie zmienng losowg o dystrybuancie F,. W literaturze
rozwaza sie nastepujace wlasnosci miar ryzyka:
ML1. I1(X)<sup, ,X(o),
M2. 11| X )2 EX,
M3. 11 alg) = a dla dowolnego a >0,
M4. 11 aX) = aH(X) dla dowolnego a >0,

1 Autor tekstu chciatby podziekowa¢ anonimowym recenzentom za warto$ciowe uwagi
oraz Markowi Kaluszce za trafne wskazowki i wszelkg pomoc podczas przygotowywania
pracy. Kontakt z autorem: Instytut Matematyki, Politechnika £6dzka, ul. Wélczanska 215,
90-924 £.6dz, e-mail: michal-boczek@wp.pl.

2 Badania zostaly sfinansowane z dotacji na zadania stuzace rozwojowi mtodych naukow-
c6w w ramach finansowania dzialalnos$ci statutowej Wydziatu Fizyki Technicznej, Informa-
tyki i Matematyki Stosowanej Politechniki £6dzkiej.
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MS5. II X+c)=H(X)+c dla dowolnego ¢ =0,

M6. I X +Y)<II|X)+II|Y) (subaddytywnos¢),
M7. II{ X +Y)=II(X)+II(Y), gdy X i Y sg komonotoniczne, tzn.
(X(a)l)—X(wz)) Y(wl)—Y(a)z))ZO dla dowolnych w,0, €Q (komonoto-

niczna addytywnoscé).

Do dzisiaj tocza sie dyskusje na temat tego, jakie wlasnosci powinna mieé
,dobra” miara ryzyka. Jedng z najbardziej znanych jest tzw. koherentna miara
ryzyka, ktérg po raz pierwszy wprowadzili P. Artzner i inni’.

Definicja 1.2. Miarg ryzyka nazywamy koherentng, gdy posiada wtasnosci
M4-Mé6.

Uogd6lnieniem pojecia koherentnej miary ryzyka jest miara wypukla.

Definicja 1.3. Méwimy, ze miara ryzyka IT jest wypukta, jesli spetnia warunek
MS5 oraz dla dowolnych X,Y eV

H(/IX+(1—A)Y) <An(X)+(1-2)11(Y) dla0<i<l1.

Przyktadami miar ryzyka sa miary Wanga*

1, (X)= Je(F (1))ds, 1

0

gdzie F, (t) =1-F, (Z) oraz g jest niemalejaca funkcja spelniajgcg warunki
g(O) =0 i g(l) =1. W zaleznosci od wyboru funkcji g mozemy dostaé¢ rézne
miary ryzyka, np. VaR (value at risk) i TVaR (tail value at risk), ktére sg najcze-
$ciej stosowane w praktyce. Zdefiniowane sg one nastepujgco:

VaR (X)=F'(p), pe(01),

X
1 1
TVaRp (X) = E;[VaRl (X)dt, pe (0,1),

gdzie F' ( p) =inf {t : FX(I) > p} jest uogodlniong funkcjg odwrotng. Miare VaR
otrzymujemy, ktadac w (1)

3 P Artzner, F. Delbaen, J.-M. Eber, D. Heath, Coherent Measures of Risk, ,Mathematical
Finance” 1999, vol. 9, s. 203-228.

4 M. Denuit, J. Dhaene, M. Goovaerts, R. Kaas, Actuarial Theory for Dependent Risks. Mea-
sures, Orders and Models, John Wiley and Sons, Chippenham 2005.
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1, gdyxe[l—p,l]
0, gdyxe[O,l—p),

& (x) =
gdzie p oznacza rzad kwantyla zmiennej losowej X. Natomiast, jezeli g, (x) =
= min(x/(l— p),l), to dostajemy TVaR.

Wilasnos¢ 1.1. Miara Wanga ma wlasnosci: M1, M3, M4, M5 oraz M7. Gdy
dodatkowo zalozymy wklesto$¢ funkcji g, to ma ona réwniez wlasnosci M2,
M3 i M6, czyli jest koherentng miarg ryzyka.

2. Nowe miary ryzyka

W klasycznej teorii ryzyka miary ryzyka i ich wlasnosci sa wprowadzane
przy uzyciu miary probabilistycznej. W podejsciu przedstawionym w tej pracy
miare¢ probabilistyczng P zastepujemy pseudomiarg unormowang (.

Definicja 2.1. Pseudomiarg p na przestrzeni mierzalnej (Q,F ) nazywamy
odwzorowanie p:F — |0, | spelniajgce dwa warunki: u @)zO oraz jeSli
A,BeF i AcB, to u(A S,ugB
nazywamy probabilistyczng albo unormowang.

). Dodatkowo, gdy ,LL(Q) =1, to taka pseudomiare

Powyzsze pojecie wprowadzili G. Choquet w 1953 r.> oraz niezaleznie
w 1974 r. w swojej rozprawie doktorskiej M. Sugeno®. W przypadku, gdy u jest
pseudomiarg, tréjke (Q,]—' , ,u) nazywamy przestrzenig z pseudomiarg. Méwimy,
ze funkcja X : Q — [O, 1:| jest mierzalna, gdy {a) : X(w) € B} e F dlakazdego bo-
relowskiego podzbioru [O,oo]. Kazda funkcje mierzalng o warto$ciach w [O, 1]
bedziemy nazywac ryzykiem. Ograniczenie przez 1 oznacza, ze rozwazamy tylko
zmienne wspdélnie ograniczone przez pewng stala, ktére mozna unormowad,
dzielgc przez t¢ stalg. Przez W oznaczymy zbiér wszystkich ryzyk.

Przyktadowymi pseudomiarami sa odwzorowania u’ (A) = suppepP(A) oraz
I, (A)z infM,P(A), AeF, gdzie P jest pewng rodzing miar probabilistycz-
nych. W wielu sytuacjach mamy tylko cze$¢ informacji, na podstawie ktérych
musimy podja¢ decyzje. Przyktadowo, gdy P oznacza zbiér pogladéw eksper-
téw na temat zachowania si¢ ceny akcji, to postugujac sie uw przyjmujemy

5 G. Choquet, Theory of capacities, ,Annales de |'Institut Fourier” 1953, vol. 5, s. 131-295.
6 M. Sugeno, Theory of Fuzzy Integrals and its Applications, Ph.D. Dissertation, Tokyo In-
stitute of Technology, Tokyo 1974.
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stanowisko najbardziej optymistyczne sposrod wszystkich stanowisk, a stosujac i,
przyjmujemy stanowisko przeciwne. Pseudomiary maja zatem pomoc w mierze-
niu pewnych wielko$ci, gdy mamy niepelne dane lub subiektywne opinie. Innymi
przyktadami pseudomiar sg pewne znieksztalcenia miar prawdopodobienstwa’,
a takze miara niepewnosci, ktora zostata wprowadzona przez B. Liu w 2014 r.8
Spetnia ona dodatkowo wtasno$é przeliczalnej subaddytywnos$ci oraz dualnosci,
tzn. ,u(A) + ,u(AC) =1, gdzie A°=Q\ A, dla dowolnego A € F. Szczegdlnym przy-
padkiem miary niepewnosci jest credibility®, definiowana jako $rednia arytme-
tyczna pseudomiar mozliwos$ci (possibility) Pos oraz koniecznos$ci (necessity) Nec

Pos(A) = leelf v(x), Nec(A) =1- iip v(x), AeF,

gdzie v:Q — [0,1] jest dowolng funkcja.

Pseudomiare credibility zastosowano w réznych obszarach nauki, m.in.
w finansach behawioralnych!® oraz w pewnych modelach finansowych. Na ten
temat ukazato sie kilka prac w czasopi$mie ,Insurance: Mathematics and Eco-
nomics”. Przykladowo, W.-G. Zhang i inni w 2011 r. przedstawili dwa problemy
optymalizacyjne mean-variance na podstawie credibility z uwzglednieniem roz-
mytej stopy zwrotu, kosztéw transakcji oraz réznych stép procentowych pozyczki
i kredytu!'. Rok pézniej ukazala si¢ praca autorstwa J.S. Kamdemy i innych'?,
prezentujaca dwa modele wyboru portfela finansowego — mean-variance-skew-
ness oraz mean-variance-semikurtosis, oparte réwniez na credibility. Natomiast
w pracy P. Gupty i innych!® zaproponowano model wartosci oczekiwanej do
zmiany struktury portfela w wielokryterialnym rozmytym $rodowisku rozwa-
zajacy stopy zwrotu, ryzyko oraz ptynnosé aktywéw.

7 A. Tversky, D. Kahneman, Advances in prospect theory: Cumulative representation of un-
certainty, ,Journal of Risk and Uncertainty” 1992, vol. 5, s. 297-323.

8 B. Liu, Uncertainty Theory, Springer, Dordrecht 2015.

9 1. Georgescu, Possibility Theory and the Risk, Springer, Berlin 2012.

10 Tbidem.

11 W.-G. Zhang, X. Zhang, Y. Chen, Portfolio adjusting optimization with added assets and
transaction costs based on credibility measures, ,Insurance: Mathematics and Economics”
2011, vol. 49, s. 353-360.

12 J.S. Kamdema, C.T. Deffo, L.A. Fono, Moments and semi-moments for fuzzy portfolio se-
lection, ,Insurance: Mathematics and Economics” 2012, vol. 51, s. 517-530.

13 P. Gupta, G. Mittal, M.K. Mehlawatb, Expected value multiobjective portfolio rebalanc-
ing model with fuzzy parameters, ,Insurance: Mathematics and Economics” 2013, vol. 52,
s. 190-203.
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Naturalng konsekwencjg wprowadzenia pseudomiary jest proba zdefiniowa-
nia catki wzgledem niej. W 1953 r. G. Choquet zdefiniowal funkcjonal, nazwany
p6zniej catkg Choqueta.

Definicja 2.2. Catka Choqueta dla mierzalnej funkcji X : Q — [O,oo) wzgledem
pseudomiary p po zbiorze mierzalnym A dana jest wzorem

(C);[X d,uzI,u(Am{X Zt})dt, 2)

gdzie catka po prawej stronie nieréwnosci (2) jest catkg niewlasciwg Riemanna.
Latwo dostrzec, ze calka Choqueta jest miara ryzyka. Jej wlasnosci sg opisane
w ksigzce D. Denneberga!®. Obecnie jest stosowana w ekonomii oraz w mate-
matyce finansowej i ubezpieczeniowej. Zauwazmy, ze miara ryzyka Wanga jest
szczegblnym przypadkiem catki Choqueta.
Przedstawimy teraz inne propozycje catek, ktére okazg sie rowniez miarami
ryzyka. Zanim jednak to uczynimy, wprowadZmy pomocnicze pojecie.
Definicja 2.3. Funkcje o:[0,1]° — [0,1] nazywamy dzialaniem pseudomulti-
plikatywnym, gdy spelnia nastepujgce warunki®:
1) o jest funkcja niemalejaca, tj. dla wszystkich a, a,, b, b, € [0,1] takich, ze
a < b1 ia, < bz, zachodzi aca,< b1 obz;
2) ac0=00a=0 dla dowolnego a e[O,l];
3) o ma element neutralny ré6zny od 0, tj. istnieje e € (0,1} taki, ze dla kazdego
ae [0,1] zachodzi ace=¢eoa=a.
Przykladem dziatania pseudomultiplikatywnego moze by¢ minimum, mnozenie
albo T-norma®.

2.1. Uogodlniona catka Sugeno

Oznaczmy przez Y C I:O,l] pewien niepusty zbiér.
Definicja 2.4. Uogdlniong calkg Sugeno ze zmiennej losowej X:Q— Y
po mierzalnym zbiorze A ¢ Q nazywamy funkcjonat postaci

14 D. Denneberg, Non-Additive Measure and Integral, Kluwer Academic Publisher, Dord-
recht 1994,

15 E.P. Klement, R. Mesiar, E. Pap, Triangular norms, Kluwer, Dordrecht 2000.

16 E.P. Klement, R. Mesiar, E. Pap, A universal integral as common frame for Choquet and
Sugeno integral, ,JEEE Transactions Fuzzy Sets and Systems” 2010, vol. 18, s. 178-187.
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m,(x)= sup{ao,u(Aﬁ{X za})}, 3)

ae)

gdzie {X > a} = {a) eQ: X(a)) > a} oraz o: Yx)Y — ) jest dzialaniem pseudo-
multiplikatywnym.

Korzystajac z monotoniczno$ci pseudomiary oraz dziatania pseudomulti-
plikatywnego, tatwo mozna sprawdzié, ze uogélniona catka Sugeno jest miarg
ryzyka zgodnie z przyjeta definicjg 1.1.

Gdy o=A, gdzie anb= min(a,b), to funkcjonat (3) nazywamy catkg Su-
geno'’, j.

HA,A(X)zsup{a/\u(Am{XZa})}. “

ae)

10
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Punkt przecigcia wykreséw funkcji g(t) =ti ,u({X > t}) wyznacza warto$¢ catki Sugeno.

Rysunek 1. Interpretacja geometryczna calki Sugeno

Zrodlo: opracowanie wilasne.

17 M. Sugeno, op.cit.
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Catka Sugeno znalazla wiele zastosowan w réznych dziedzinach nauki,
takze w matematyce finansowej i ekonomii. A. Chateauneuf i inni'® podali cha-
rakterystyke calki Sugeno przy pomocy aksjomatéw dla pewnej relacji. W teorii
ryzyka okazuje sig, ze jedyng miarg sity (robust measure) bedaca alternatywa dla
koherentnej miary ryzyka jest wlasnie catka Sugeno®.

Gdy o=- w (3), otrzymujemy funkcjonat

I (X) = s;llij%){a-u(Am{X 2 a})},

nazywany catkg Shilkreta? (patrz rysunek 2).
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Najwieksze pole prostokata mieszczace sie pod wykresem funkcji ,Ll({X 2t }) podaje warto$¢ catki
Shilkreta.

Rysunek 2. Interpretacja geometryczna calki Shilkreta

Zrodlo: opracowanie wilasne.

18 A. Chateauneuf, M. Grabisch, A. Rico, Modeling attitudes toward uncertainty through the
use of the Sugeno integral, ,Journal of Mathematical Economics” 2008, vol. 44, s. 1084-1099.

19 L. Bonaccorso, S. Greco, B. Matarazzo, P. Platania, Some new properties of risk mea-
sures, ,Modern Concepts of the Theory of the Firm” 2004, s. 369-385.

20 N. Shilkret, Maxitive measure and integration, ,Indagationes Mathematicae” 1971, vol. 33,
s. 109-116.
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2.2. Wtasnosci catki Sugeno i Shilkreta

Zaréwno catka Sugeno, jak i catka Shilkreta spelniajg wtasnosé¢ M1 i M3
(przypomnijmy, ze y(Q) =1). L. Wu?! pokazal dodatkowo, ze catka Sugeno ma
wlasnosé¢ Mé6:

Twierdzenie 2.1. Niech ¢, : O,1J—>|: 0,1}, i=1,2,3, bedg ciagltymi i rosngcymi
funkcjami takimi, ze ¢, (x) 29, x) dla j=2,3. Jezeli X,Y: Q— [0,1] sg komo-
notoniczne, to??

o7 (1 (o (x+Y))) e (o (x))) #0711, (0,(v)))

W dalszej czesci tego podpunktu przedstawimy kilka nieréwnosci dla uogél-
nionej catki Sugeno, ktére podaja pewne zwigzki miedzy ryzykami?®. Zalézmy,
ze Y bedzie dowolnym zbiorem postaci [O,y—; gdzie 76(0,1], ¢ Y-,
i=1,2,3, bedzie funkcjg rosnacg taka, ze 0. (y =), co implikuje, ze . jest
ciagla. Dodatkowo przyjmijmy, ze *:)Yx) — Y jest rosnacym operatorem, tj.
a*c>b*d, oile a>b i c>d, atakze [0: Yx)Y — [0,1] jest niemalejaca funkcja.
Ustalmy réwniez funkcje 01 Y=Y dla i=1,2,3.

Twierdzenie 2.2. Przyjmijmy, ze br>a o, b jest niemalejacym dzialaniem
dla ae), oraz funkcje o> a0 B i b a [0 b bedg lewostronnie cigglte dla
a,fe). Niech X,Y: Q> Y beda zmiennymi losowymi oraz A,Be F. Jesli XIA

i Y| sa komonotoniczne oraz dla dowolnych a,b,c,d ey

6" (0(a*b)e, (cnd)) 207 (0, (a)o, )07 (6, (), d)

albo X‘ i Y‘ sg niezalezne oraz dla dowolnych a,b,c,d ey

¢;l(¢l (a*b)e, (cd))z¢2'1 (¢2 (a)e, c)D 9!’ (¢3 (5)e, d),

to

' (1. (e y))zer(m (e (X))@t (m o)  ®

21 L. Wu, J. Sun, X. Ye, L. Zhu, Hélder type inequality for Sugeno integral, ,Fuzzy Sets and
Systems” 2010, vol. 161, s. 2337-2347.

22 Tbidem.

23 Qgolniejsze wyniki mozna znalezé w pracach: M. Kaluszka, A. Okolewski, M. Boczek,
On Chebyshev type inequalities for generalized Sugeno integrals, ,Fuzzy Sets and Systems”
2014, vol. 244, s. 51-62; M. Kaluszka, A. Okolewski, M. Boczek, On the Jensen type inequal-
ity for generalized Sugeno integral, ,Information Sciences” 2014, vol. 266, s. 140-147.
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Sformulujemy teraz w postaci wniosku z twierdzenia 2.2 kilka zalezno$ci
miedzy ryzykami, dajgcych takze odpowiedz na pytanie o to, jak mozna szacowaé
z dotu np. miare iloczynu dwéch komonotonicznych badz niezaleznych ryzyk.
Whiosek 2.1

1. Niech X‘A i YIB beda zmiennymi komonotonicznymi oraz [1=%*=o =-
ig (x) =x. Gdy ¢, (x) / x jest funkcjg nierosngca, to prawdziwa jest nieréw-
no$¢ typu Czebyszewa dla catki Shilkreta

1) o) (o)

2. Niech X i Y beda zmiennymi losowymi niezaleznymi oraz J=%*=-1i0 =A.

Jezeli ¢2(x)¢33(y) 29, (xy), to

(1 s, (X)) 0 (1, o, ()" (1. (0, (7))

W pracy M. Kaluszki i innych?* zostaly podane réwniez warunki konieczne
prawdziwosci zachodzenia nieréwnosci (5), a takze warunki rownowazne nie-
réwnosci odwrotnej do (5).

2.3. Catka benchmarkowa i jej wtasnosci

Teraz przedstawimy inng propozycje miary ryzyka — catke benchmarkowa,
ktéra w naturalny spos6b uogdlnia catke Sugeno. Niech Y = [0,1]. Dla ryzyka
X : Q — Y zdefiniujemy catke benchmarkowg po zbiorze Ae F z X dla u irjako

H(W’A) (X) = sup{a € [0,1) : ,u(A N {X > t}) > r(t,a) dla te y}, (6)

gdzie r= {r(x,a) ‘ae [0,1),x € y} bedzie rodzing funkcji spetniajacych nastepu-
jace wlasnosci:
R1. x— r(x,a) jest nierosngca i a+> r(x,a) niemalejgca odpowiednio dla
dowolnych a i x,
R2. r(O,a) = r(0+,a) =a dla kazdego a,
R3. dla dowolnego a, r(x,a) >0, jesli x<a oraz r(x,a) =0, gdy x>a, przy
czym r(0+,a) oznacza prawostronng granice w punkcie x=0.

Wtlasnosci R2-R3 implikujg r(x,O) =0 dla xe), zapewniajac, ze catka
(6) jest dobrze okreslona, podczas gdy R1-R2 gwarantujg 0 < r(x,a) < r(O,a) =

24 M. Kaluszka, A. Okolewski, M. Boczek, On Chebyshev type..., op.cit.
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=a< ,LL(Q) dla dowolnych a i x. Funkcje r mozna interpretowac jako najlepsze
symetryczne dopasowanie funkcji do ogona dystrybuanty zmiennej losowej X,
gdzie oczywiscie dystrybuanta zdefiniowana nie jest za pomoca miary probabili-
stycznej, lecz przy uzyciu pseudomiary unormowanej (patrz rysunek 3 ). Przykta-
dami funkcji r spetniajagcymi warunki R1-R3 moga by¢: r, (x,a) = al[ 0] (x) albo
Yoo (x,a) =(a’ - x”)i/p, p =1, zaproponowana przez M. Gagolewskiego 1 P Grzego-
rzewskiego®, gdzie (a), = max(a,O). Gdy p=1, otrzymujemy szczegblny przy-
padek funkcji benchmarkowej, zwanej funkcja Woegingera, 7, (x,a) =(a-x),.

10

08

05

/

0z

r 0x0.75)
T T T I I I I

0.0 02 04 08 0.8 1.0 12

0.0

t

Funkcja 7,, (x,0,75) jest najlepszym przyblizeniem ogona dystrybuanty zmiennej losowej X, /J({X > l‘})
Warto$¢ catki benchmarkowej jest réwna 0,75.

Rysunek 3. Interpretacja geometryczna calki benchmarkowej

Zrodlo: opracowanie wilasne.

25 M. Gagolewski, P. Grzegorzewski, A geometric approach to the construction of scientific
impact indices, ,Scientometrics” 2009, vol. 81, s. 617-634.
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Calka benchmarkowa IT ) DA nastepujace wlasnosci:
Lemat 2.1. Niech Ae F oraz m i u beda pseudomiarami okreslonymi na

(Q,]—").
P1. Jesli X<V, to H(H'V,A)(X)SH(W,A)(Y).

P2. Jesli p(A)<m(A), o 11, (X)<TI, - (X).

P3. Jesli u({x2})=m({y2}) dlatey, o, (X)=11, ().

(uﬂ:A)(

P4. 11, (x)= M, 0 (x1,).

P5. Jesli X (w)=cl,(w), ceV, to
M, o(X.)=cru(a) @)

Dowdd. Wlasnosci P1-P4 wynikaja bezpos$rednio z monotoniczno$ci pseu-
domiary u. Dowdd przeprowadzimy dla P5. Zdefiniujmy

B,(x)= {a e[o.u(Q)): u(an{x=2c})2r(ra) dia re y}. ®)
Zauwazmy, 7e p({X 2})=p(0) dla 1=0, u({X 21})=u(4) dla 0<r<e,
i u({x 2d})=0dlar>c

Niech u(A)>c. Weedy z R1i R2, r(t,c)<r(0,¢)=c<p(A)< u({XC >1}) dla
kazdego t<c, oraz z R3, r(t,c):OSu({Xc 2t}) dla t>c. Stad ceB,(X).
Pokazemy, 7e ¢ = supB, (X, ). Przypus¢my nie wprost, ze istnije takie a>c, ze
aeB,(X,).Dla a=(a+c)/2, r(a,a)>0=p({X, >a}) bo c<a<aiR3. Dlatego
deB,(X, )i c=supB,(X,).

Niech teraz ,u(A) < c. Korzystajac z R1 i R2, dostajemy ,u({XC > t}) > u(A)

=r(0,u(A))27(r,u(4)) dla 0<t<c. Dla t>c>u(A) z R3 mamy r(z,u(4))

0<u({x,>1}), stad u(A)eB,(X,). Pokazemy, 7e u(A)=supB,(X,).

Przypus$émy, ze istnieje a > ,u(A) iaeB, (XC). Skoro a= r(O,a) > u(A), prawo-

stronna cigglos¢ funkcji x> r(x,a) w punkcie 0 implikuje istnienie 7 € (O,c)
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takie, ze r(f,a) > ,u(A) = u({XC > f}) wiec a ¢ B, (XC), sprzeczno$é, co konczy
dowad. [ ]

Wilasnosé P1 z lematu 2.1 pokazuje, ze catka benchmarkowa jest miarg
ryzyka zgodnie z definicjg 1.1.
Uwaga 2.1. Zauwazmy, ze uogélniona catka Sugeno jest innym funkcjonatem
niz catka benchmarkowa, gdyz I, A(c)= co,u(A)#- H(W’ A (c) dla o # A z P5.
Teraz przedstawimy inne wlasno$ci miary ryzyka, ktére spetnia catka bench-
markowa.
Twierdzenie 2.3
1. Calka benchmarkowa ma wtasnosci M1 i M3.
2. Zalozmy, ze X,Y sg komonotonicznymi ryzykami oraz funkcja r spelnia
warunki R2-R3 oraz:
R1’ dla dowolnego a >0, funkcja 0 < x r(x,a) jest nierosngca i prawostron-
nie ciggla oraz dla kazdego x>0, funkcja at> r(x,a) jest rosnaca na [x,oo)
i lewostronnie ciggla na (O,w),
R4 r(x,a) < r(x+d,a+d) dla x,a,d >0,
R5 dla dowolnego a >0, sup,__, (r(x +d,a+ d)— r(x,a)) —0, gdy d—0.

Wowczas l'l(w, A (X + Y) < l'I(W‘ 2 (X) + l'I(W‘ 2 (Y) czyli catka benchmarkowa jest
komonotonicznie subaddytywna (M6).

Uwaga 2.2. Zauwazmy, ze zalozenie R1' jest zalozeniem mocniejszym od
zalozenia R1.

Warunki R1' oraz R4-R5 spelniajg m.in. takie funkcje benchmarkowe jak

rs(x,a) albo rGG(x,a) dla p>1.

3. Warunkowa wartos¢ oczekiwana wzgledem pseudomiar

Do tej pory zdefiniowaliSmy pseudomiare oraz przedstawiliSmy rézne catki,
ktére moga by¢ odpowiednikiem warto$ci oczekiwanej w klasycznej teorii praw-
dopodobienstwa. Mozna si¢ zastanawiaé, czy udaloby sie zdefiniowaé¢ warun-
kowg warto$¢ oczekiwang, ktéra jest podstawowym narzedziem w matematyce
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ubezpieczeniowej do wyliczania sktadek. W tym punkcie przedstawimy koncepcije
przedstawiong przez E. Lehrera z 20051.%¢

Niech Q bedzie zbiorem skohczonym, natomiast G =2 Oznaczmy przez
)_((a)) = minw,eg(w)X(w') oraz )?(a)) = maxw,eg(w)X(a)‘), gdzie Q(a)) c G jest atomem
ciala G zawierajacym w, czyli pewnym niepustym zbiorem A eg, takim ze
jedynym wtasciwym jego podzbiorem z G jest zbiér pusty.

Niech N(X,Q) oznacza podzbiory tych Y e M(g), gdzie M(g) oznacza
rodzine wszystkich funkcji G -mierzalnych, ktére spelniajg tzw. warunek nieob-
cigzonosci (C)JQ(X - Y) du=0i )_((a)) < Y(w) < X(a)) dla dowolnego .

Definicja 3.1. Warunkowg warto$cig oczekiwang zmiennej losowej X wzgle-
dem pseudomiary (WWOP) pod warunkiem ciata G, oznaczong przez E(X |G)
albo przez Y, jest zmienna losowa Y e A/ (X ,g) minimalizujaca wyrazenie
(C)J(X— Y)?* du?". Formalnie

Q

E(X| g) € argminYEN(X‘g) (C)J.(X_ Y)? du.

Uwaga 3.1. Rozwigzanie ponizszego problemu nie musi by¢ jednoznaczne

. 2
Y?A}(IQQ)(C);[(X -Y)" du.
Wlasnos¢ 3.1. WWOP ma nastepujgce wlasnosci:
1. Jesli u jest pseudomiara o-addytywna, to BE(X | G) jest klasyczng warunkowsg
wartos$cig oczekiwang.
2. Jesli X jest G-mierzalna, to B(X|G)=X.
3. B(X|G,)= (C)JX du, gdzie G, oznacza cialo trywialne.
Q

4. (c)j(X—E()q G))du=0.
Q
E(X-E(X|9) | §)=0.
Jesli ¢20, to E(cX|G)=cE(X|G).
Jesli Z jest G-mierzalna, to B(Z+ X | F)=Z+E(X|G).
E(X | Q)(a)) jest warto$cig pomiedzy minimum i maksimum X we wszyst-
kich o.

® NS w

26 E. Lehrer, Updating non-additive probabilities — a geometric approach, ,Games and Eco-
nomic Behavior” 2005, vol. 50, s. 42-57.
27 Ibidem.
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O ile wiemy, nie ma pracy, w ktérej podano rozszerzenie definicji WWOP
na przypadek, gdy przestrzen Q nie jest skoniczona. Pojawily sie natomiast prace
definiujace WWOP w inny sposdéb, ale zawsze sg one definiowane na ciele pod-
zbioréw zbioru skoniczonego.

4. Podsumowanie

Pseudomiary zostaly wprowadzone w potowie ubieglego stulecia. Jednak
przez wiele lat nie pamietano o nich. Badania wznowiono w latach 90. XX w.
W tym czasie powstato wiele prac zwigzanych z ich zastosowaniami. W tym
opracowaniu przedstawiliSmy jedno z nich, tj. zastosowanie do mierzenia ryzyka.
ZaprezentowaliSmy dwa funkcjonatly, ktére mogg stuzy¢ do pomiaru ryzyka,
i podali$my ich wlasnosci.
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%ok sk

On some risk measures

Summary

The aim of this paper is to introduce functionals defined for some families of
random variables by using pseudomeasures, also known as monotone measures or
fuzzy measures. These functionals can become an alternative tool for measuring risk.
We will give their graphical interpretation and selected properties.

Keywords: generalised Sugeno integral, Choquet integral, risk measure, non-
-additive measure



