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Streszczenie

Systemy bonus-malus sg narzedziem réznicowania sktadek w procesie oceny
ryzyka a posteriori stosowanym w ubezpieczeniach komunikacyjnych. W literaturze
przedmiotu dobrze opisane sg narzedzia analizy system6w oraz kryteria wyznaczania
sktadek. Stosunkowo mato miejsca poSwigca sie natomiast optymalizacji regul przejscia
pomiedzy klasami systemu bonus-malus. Problem wydaje sie szczegdlnie interesujacy
w kontekscie projektowania systeméw. Mozliwosé budowy systemu z gory spetniaja-
cego okreslone kryterium optymalnosci wydaje sie pozadana. W pracy podejmujemy
prébe optymalizacji regut przejscia systeméw bonus-malus réznych rozmiaréw dla
portfeli ubezpieczonych charakteryzujacych si¢ funkcja struktury ryzyka o réznych
parametrach. Staramy si¢ odpowiedzie¢ na pytania, czy optymalizacja regul przejsicia
pozwoli usprawnic i zobiektywizowaé proces budowy systemu bonus-malus oraz czy
dazenie do uzyskania dobrych wtasnosci statystycznych systemu bonus-malus idzie
w parze z pozadanymi wlasciwos$ciami uzytkowymi.

Stowa kluczowe: system bonus-malus, reguly przejsScia, optymalizacja, ubezpie-
czenia komunikacyjne

1. Wstep

W literaturze przedmiotu obszernie opisane sg zagadnienia zwigzane z oceng
funkcjonowania systeméw bonus-malus, sposoby obliczania sktadek oraz aspekty
optymalizacji zwigzane z taknieniem znizek. Stosunkowo malo miejsca po§wigca
sie¢ natomiast optymalizacji regul przejScia pomiedzy klasami systemu bonus-
-malus. Do tej pory brakuje ugruntowanych w praktyce metod takiej optymali-
zacji. Problem wydaje sie szczeg6lnie interesujacy w kontekscie projektowania
systeméw. Mozliwos$¢ budowy systemu z géry spelniajacego okreslone kryterium
optymalnos$ci wydaje sie pozadana.
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Przy konstrukcji systemu przyjmuje sie zwykle subiektywne zalozenia co
do liczby klas, wyr6znianej liczby szkéd oraz regut przejscia. Powszechny spo-
séb konstrukcji systemu bonus-malus polega na propozycji systemu, badaniu
wlasciwosci systemu, korekcie systemu i kolejnych iteracjach tych krokéw do
osiagniecia zadowalajacego efektu. W badaniu staramy si¢ odpowiedzieé na py-
tanie, czy mozna usprawnic i zobiektywizowacé ten proces przez optymalizacje
regul przejscia.

2. Zakres i cel badania

Inspiracjg do przeprowadzenia niniejszego badania byt artykut z 1985r. au-
torstwa M. Marlocka Aspects of optimization in automobile insurance’, w ktérym
zostata podjeta préba optymalizacji regut przej$cia 6wczesnego niemieckiego
systemu bonus-malus dla okresu 25 lat. W artykule zastosowano uproszczone
podejscie, w ktérym struktura ryzyka byta modelowana za pomoca funkcji wy-
ktadniczej z parametrem 0,11.

Zakres opisanego w pracy badania obejmuje prébe optymalizacji regut przej-
$cia dla réznych systeméw bonus-malus, réznigcych sie liczbag klas (s) i liczbag
wyréznianych szkéd (g). W tym celu modyfikujemy zaproponowane przez
M. Marlocka? podejsécie optymalizacyjne, wyprowadzamy wlasng miare jakosci
oceny ubezpieczonych, wykorzystujemy bardziej odpowiednig do modelowania
rzeczywistych portfeli funkcje struktury ryzyka okreslong rozkladem odwrotnym
gaussowskim. Aby zbadac¢ mozliwie szerokie spektrum portfeli ubezpieczonych
réznigcych sie $rednig i wariancjg czestosci szkdd, stosujemy rézne parametry
rozkladu odwrotnego gaussowskiego. Otrzymane systemy analizujemy w Swietle
miar ich jakoSci. Badanie jest przeprowadzone dla stanu stacjonarnego.

Celem badania jest rozszerzenie i uogdlnienie wnioskéw ptynacych z opty-
malizacji regut przejécia systemu bonus-malus oraz odpowiedz na pytania, czy
optymalizacja regul przej$cia pozwoli usprawnic i zobiektywizowaé proces
budowy systemu bonus-malus oraz czy dazenie do uzyskania dobrych wlasnosci
statystycznych systemu bonus-malus idzie w parze z pozadanymi wlasciwoSciami
uzytkowymi.

I M. Marlock, Aspects of optimization in automobile insurance, Lecture Notes in Econom-
ics and Mathematics Systems, Springer, Berlin-New York 1985, s. 131-141.
2 Ibidem.
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3. Charakterystyka ryzyka

W badaniu przyjmujemy typowe zalozenia dotyczace ryzyka zwigzanego ze
szkodowoscig. Zakladamy, ze zmienne losowe okreslajace wysoko$¢ pojedyn-
czej szkody i liczbe zgloszonych szkéd sg niezalezne, a oczekiwana wysokosé
szkody wynosi jeden. Wowczas czestotliwo$é szkdd (tradycyjnie oznaczana
jako }) jest utozsamiana ze szkodowosciag. Ponadto zaktadamy, ze w portfelu nie
dziata zjawisko taknienia znizek, czyli wszystkie szkody zaistniale sg zgtoszone.
Wprowadzenie do analizy taknienia znizek wymagaloby okreslenia rozktadu
wysokosci szkéd. Klasycznie przyjmujemy, ze liczba szkéd zgloszonych przez
pojedynczego ubezpieczonego w jednostkowym okresie ubezpieczenia (jeden
rok) jest okreslona rozktadem Poissona z parametrem A:

* K - liczba szkdd zgltoszonych przez pojedynczego ubezpieczonego;
e K ~ Poisson () — rozklad Poissona.

Warunkowe prawdopodobienstwo spowodowania k szk6d w jednostkowym

okresie przez ubezpieczonego o szkodowosci 4 wynosi zatem

e-/llk

k!

p(A)=P(K=k/A=21)=

Czestotliwo$é zglaszania szkdd przez réznych ubezpieczonych jest zmienng
losowa 4 o rozkladzie zwanym funkcja struktury ryzyka i okreslonym rozktadem
odwrotnym gaussowskim?® z parametrami u i 6:

* A - czestotliwo$é szkdd (szkodowosé);
* A~ IG(u, 0) — rozkltad odwrotny gaussowski.

Strukture ryzyka w portfelu okresla zatem rozktad prawdopodobienstwa
lub dystrybuanta:

* u(}) - rozklad gestosci prawdopodobienstwa zmiennej 4;
* U(}) - dystrybuanta zmiennej A.

Bezwarunkowe prawdopodobienstwo spowodowania k szkdd jest okreslone

mieszanym rozkltadem Poissona i w jednostkowym okresie wynosi

-Aqk
e

e-llk /l<
o dU(A),

k!

p.=P(K=k)= ]: u(A)dA = jf

3 G. Willmot, The Poisson-Inverse Gaussian Distribution as an Alternative to the Negative
Binomial, ,Scandinavian Actuarial Journal” 1987, vol. 1986, s. 113-127.
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Mozna wykazaé*, ze przy powyzszych zatozeniach

EA=u, VarA=u6 oraz EK=u, VarK=pu+ue.

4. System bonus-malus

Przyjmuje sie®, ze na system bonus-malus sktadajg sie:

* skonczona liczba s klas jeS={1,2,...,s} takich, ze ubezpieczony nalezy do
jednej klasy w jednostkowym okresie ubezpieczenia (zwykle rok), a klasa

w kolejnym okresie ubezpieczenia zalezy tylko od klasy i liczby szkdd zgto-

szonych w poprzednim okresie,

* skladki b;, okreslone dla kazdej klasy tak, Zze ubezpieczony nalezacy do klasy j

placi sktadke b]-,

* okreslona klasa startowa, do ktérej trafiajg ubezpieczajacy sie po raz pierwszy.

Poniewaz nasza analiza dotyczy stanu stacjonarnego, a rozpatrywane przez
nas systemy majg wlasno$¢ ergodyczno$ci, ostatni warunek nie jest konieczny.
Ponadto przyjmujemy, ze klasg najlepsza (o najnizszej skladce i najkorzystniej-
szych regulach przejscia®) jest klasa o numerze 1, a najgorsza (o najwyzszej
sktadce i najmniej korzystnych regutach przejécia) klasa o numerze s oraz ze
w systemie wyréznianych jest g szkéd. Oznacza to, ze ubezpieczony, ktory zglosi
w jednostkowym okresie wiecej niz g szkdd, jest traktowany jak przy zgloszeniu
dokladnie g szkdd.

Zasady przejScia pomiedzy klasami mozna przedstawié¢ w postaci tabeli
przej$é, pokazujacej, do ktérej klasy przechodzi ubezpieczony z klasy i po zglo-
szeniu k szkéd. Réwnowaznym sposobem przedstawienia regut przejécia jest
wykorzystanie macierzy przejsé¢ T = [¢;].

Przyktadowa tabela przej$¢ i macierz przejsé dla systemu o 10 klasach
(s = 10), wyrdzniajacego do trzech szkdéd (g = 3), sg przedstawione w tabeli 1.

4 Zob. ibidem.

5 Na przyklad: J. Lemaire, Automobile Insurance: Actuarial Models, Kluwer Nijhoff, Bos-
ton 1985.

6 W systemie moze wystepowac wiecej klas niz jedna o takiej samej wysokosci sktadki. Za
najlepsza uwaza si¢ klase o najnizszej sktadce i najlagodniejszych regutach przejscia — na-
ktadajacych najnizsze kary za spowodowanie szkéd. Takie reguty okresla sie jako najkorzyst-
niejsze.
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Tabela 1. Przykladowa tabela przej$¢ i macierz przejsé¢ T systemu bonus-malus
(klasa najlepsza oznaczona numerem 1)

k=0 1 2 3+ -

Klasa 1 1 2 3 5 1 2 3 5
2 1 3 5 5 1 3 5 5
3 2 5 6 6 2 5 6 6
4 3 6 6 7 36 6 17
5 |4 6 7 7 T=[t =14 ¢ 7 7
6 5 7 7 8 5 7 7 8
7 6 7 8 8 6 7 8 8
8 7 8 8 9 7 8 8 9
9 8 9 9 10 § 9 9 10
10 |9 10 10 10 9 10 10 10

Zroédlo: opracowanie wilasne.

5. Model systemu bonus-malus

Poniewaz system bonus-malus ma wlasno$¢ Markowa (klasa w kolejnym
okresie zalezy tylko od klasy i liczby szk6d w poprzednim okresie), zwykle mo-
delem takiego systemu jest odpowiedni tancuch Markowa’. Aby skonstruowaé
macierz prawdopodobienstwa przej$cia tancucha bedacego modelem systemu,
wygodnie jest wyznaczy¢ macierze transformacji okreslajgce mozliwosé przejscia
pomiedzy klasami i oraz j w przypadku zgtoszenia k szkéd. Macierzg transfor-
macji nazywamy macierz postaci

T, =[z,(k)],

gdzie:

1 dlaz, =7
¢ (k) = =T
v 0 dlaz, #j

7 J. Lemaire, Automobile Insurance..., op.cit.; J. Lemaire, Bonus-malus Systems in Auto-
mobile Insurance, Kluwer Nijhoff, Boston 1995.
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Warunkowe prawdopodobienstwo przejscia z klasy i do j mozna wéwczas
zapisaé jako

p, (D=3 5,1, k),
k=0

a macierz prawdopodobienstw przej$cia dla ubezpieczonego o szkodowosci 4 jako

i,j=1

P(W)=[p, W, =3 p (T,
k=0

Dla regularnej macierzy prawdopodobienstw przej$cia fancuch ma wtasnosé
ergodycznosci, czyli niezaleznie od stanu poczatkowego jest zbiezny do rozkladu
stacjonarnego®

e(A)=[e,(A),....e (M1,

ktéry mozna uzyskaé, rozwigzujgc uktad réwnan:

e(L)P(A)=e(L)
e(M)1=1 '

gdzie 1 jest wektorem jedynek o odpowiednich wymiarach. Bezwarunkowy

rozktad stacjonarny dany jest zaleznoscig

oo oo

e:[el,...,es]{jel(z)uu)da, e (Du(iyda |

0 0

6. Systemy dopuszczalne

Modelem rozpatrywanych przez nas systeméw bonus-malus bedzie nie-
przywiedlny i ergodyczny tancuch Markowa. Na modele nakladamy jednak
dodatkowe warunki ograniczajgce. W badaniu analizujemy mianowicie systemy
spelniajace nastepujace warunki:

8 J. Kemény, J. Snell, Finite Markov Chains, Van Nostrand, New York 1960.
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* wiersze tabeli przej$é T sg niemalejace (staba monotoniczno$é w wierszach)
- oznacza to, ze w kazdej klasie kara® za spowodowanie wiekszej liczby szkéd
jest nie mniejsza niz kara za spowodowanie mniejszej liczby szkéd,;

e kolumny tabeli przej$é¢ T sg niemalejace (staba monotoniczno$é w kolum-
nach) — oznacza to, ze w kazdej klasie kara za spowodowanie takiej samej
liczby szk6éd w klasie gorszej nie moze by¢é mniejsza niz w klasie lepszej
(z wyjatkiem klasy najgorszej);

* systemy sg nieprzywiedlne (modelem systemu jest tancuch nieprzywiedlny)
- zaden z elementéw wektora stacjonarnego nie jest réwny zero;

* systemy sg ergodyczne (modelem systemu jest fancuch ergodyczny) — rozktad
stacjonarny nie zalezy od klasy startowe;j.

Systemy takie nazywamy dalej systemami dopuszczalnymi. Jest to rozszerzenie
definicji systemu sprawiedliwego w sensie przej$é miedzy klasami'?, polegajace
na zastosowaniu nieréwnosci nieostrych.

7. Sktadki

W celu obliczenia sktadek dla badanych systeméw wykorzystujemy asymp-
totyczne kryterium Norberga!!, ktére opiera sie na minimalizacji btedu $rednio-
kwadratowego oceny ubezpieczonego. W przypadku systeméw bonus-malus jest
to minimalizacja wartosci oczekiwanej kwadratu odchylenia sktadki stacjonarnej
od prawdziwej szkodowosci

< 2
Qb)= _[%(bi -A) (W u(A)dA— min.
0 J€
Minimalizacja powyzszego wyrazenia ze wzglgdu na b = [b, ] prowadzi do
uzyskania skladek Q-optymalnych netto (minimalizujacych blad $redniokwa-
dratowy oceny ubezpieczonych) wyrazonych jako!?

9 Kara rozumiana jest tu jako przejscie do gorszej klasy taryfowej, a nie jako kara finan-
sowa — na tym etapie abstrahujemy od wysokosci sktadek. Sktadki zostang wlgczone do ana-
lizy w dalszej czesci badania.

10 M. Podgérska, B. Cieslik, B. Kryszen, M. Niemiec, M. Topolewski, System bonus-malus
sprawiedliwy w sensie przejs¢ miedzy klasami, Instytut Ekonometrii SGH, Warszawa 2006.

11 R. Norberg, A credibility theory for automobile bonus systems, ,Scandinavian Actuarial
Journal” 1976, vol. 1976, s. 92-107.

12 Tbidem.
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[ 2e,(Myu(n)da
h =0
j o0 )
e (Mu(2)da
0
gdzie b/_ oznacza sktadke Q-optymalng w klasie j. Dla tak obliczonych sktadek
funkcja strat Q przyjmuje warto$¢'® (poniewaz wykorzystujemy tylko skltadki

Q-optymalne, oznaczenie Q (b) zastepujemy po prostu przez Q)

— 2 2 _ 2 2
Q=- eb’+EAN*=EN*-Y el’.
jeS jeS
Poniewaz dla okreslonego portfela ubezpieczonych (okreslonego rozktadu A)
wielkos¢ EA’ jest stala, miarg dokladnosci oceny ubezpieczonych przez system
o sktadkach Q-optymalnych moze by¢ warto$é

z el.b/.z,

jes
co pozwala poréwnaé doktadnosc ocen systemoéw o sktadkach Q-optymalnych
i réznych regutach przejscia dla okreslonego portfela ubezpieczonych.

Wazng wlasnoscig systeméw o sktadkach Q-optymalnych jest to, ze sg one
finansowo zbilansowane, czyli oczekiwana sktadka netto jest réwna $redniej
czestosci szkod

Ze/b/ =EA.

jeS

W dalszej czesci korzystamy tylko ze sktadek Q-optymalnych w ujeciu netto.

8. Wskaznik doktadnosci oceny ubezpieczonych

Bioragc pod uwage blad Sredniokwadratowy oceny ubezpieczonych przez
system o sktadkach Q-optymalnych (poniewaz wykorzystujemy tylko sktadki
Q-optymalne, zamiast oznaczenia Q (b) uzywamy Q)

Q=EA* Del’

jeS

13- M. Topolewski, System bonus-malus jako taricuch Markowa z wyptatami, praca doktor-
ska, Instytut Ekonometrii SGH, Warszawa 2002.
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i przyjmujac
EA*=Ql
oraz
Yeb’=Q2,
= i
otrzymujemy
Q=01 Q2

gdzie Q1 jest wartoScig statg dla okreslonego portfela ubezpieczonych (okre-
$lonego rozktadu A). Analizujgc dalej wartosci, jakie moze przyjmowaé Q2,
dochodzimy do wniosku, ze:

* dla ,systemu” najgorszego — o statej sktadce (brak zréznicowania sktadek)

b.=EA = Yeb’=E’A lub Q2=E’A;
] 1]

jeS
* dla ,systemu” najlepszego Q = 0 (doskonata ocena ubezpieczonych)

Q=0 = Yeb’=EA’ lub Q2=EA’=QL
jeS
W przypadku rzeczywistych systeméw bonus-malus o sktadkach Q-optymalnych
warto$¢ Q2 podlega zatem ograniczeniom

E’A< Z‘e/.b/.2 <EA’ lubréwnowaznie E?A<Q2<0Ql.
jeS
Powyzsze ograniczenie pozwala wyprowadzi¢ unormowang miar¢ doktadno-
$ci oceny ubezpieczonych przez system. Nasza unormowana miara doktadnosci
oceny ubezpieczonych przez system o sktadkach Q-optymalnych wynosi

Debi-EA 02-E'A
ON=2____ lubréwnowaznie QN=—"T"-——
EA*-E’A Q1-E’A
Miara QN przyjmuje warto$ci od 0 do 1 i wskazuje, gdzie lezy warto$§é¢ Q2
na odcinku pomiedzy swoja najmniejszg a najwickszg wartoscig dla systemu
bonus-malus o sktadkach Q-optymalnych i okreslonym rozktadzie 4.
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9. Charakterystyki systemu bonus-malus

Aby lepiej ocenié badane systemy i zilustrowac ich wtasnosci, wykorzystu-
jemy w dalszej cze¢Sci badania szereg typowych dla systeméw bonus-malus miar.
Sktadka stacjonarna'4
b, = Zbl.el.
jeS
to $rednia sktadka, jaka ptaca ubezpieczeni po osiagnieciu przez system stanu

stacjonarnego.
Wspoélezynnik zmiennosci sktadki stacjonarnej!®

X -bye
V _ jeS

b, b

e

pozwala okresli¢ stopien zréznicowania skladek w stanie stacjonarnym. Jest
jednocze$nie miarg niepewnos$ci ubezpieczonych co do tego, jakg sktadke bedg
placié. Z jednej strony wyzsza warto$¢ tego wspétczynnika Swiadczy o wiekszym
zréznicowaniu sktadek w portfelu, z drugiej strony zbyt duze zréznicowanie skta-
dek bedzie niekorzystne dla ubezpieczonych, gdyz wiaze si¢ z duzym stopniem
ryzyka. Przyjmuje si¢!®, ze wartosci tego wspodlczynnika powyzej 1 nie sa ko-
rzystne dla ubezpieczonych, i budzg watpliwosci nadzoru ubezpieczeniowego.

Unormowana sktadka stacjonarna (Relative Stationary Average Level — RSAL)!

b-b

RSAL=—¢ min
b ax - bmin

jest to unormowana miara pokazujaca umiejscowienie sktadki stacjonarnej po-
miedzy sktadkg minimalng i maksymalng. Moze by¢ traktowana jako wskaznik
surowosci systemu.

14 K. Loimaranta, Some Asymptotic Properties of Bonus Systems, ,ASTIN Bulletin” 1972,
vol. 6, part 3, s. 233-245.

15 J. Lemaire, Automobile Insurance..., op.cit.; J. Lemaire, Bonus-malus..., op.cit.

16 J. Lemaire, H. Zi, High deductibles instead of bonus-malus. Can it work?, ,Astin Bulle-
tin” 1994, vol. 24, no. 1, s. 75-86.

17 J. Lemaire, Automobile Insurance..., op.cit.; J. Lemaire, Bonus-malus..., op.cit.
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Elastycznos$¢ sktadki stacjonarnej'®

ab,

b b 2
AN=—e =2
n(A) FYREYIS

A

pokazuje, czy system proporcjonalnie zwieksza sktadke w stosunku do wzrostu
poziomu ryzyka mierzonego jako Srednia czestotliwo$é szkéd. Miara ta moze
by¢ traktowana jako wskaznik poprawnosci oceny ubezpieczonych o okreslonym
poziomie szkodowosci. Pozadane sg wartosci elastycznosci bliskie jednosci dla
mozliwie szerokiego przedzialu parametru A, cho¢ w praktyce systemy zwykle
wykazujg przebieg elastycznosci daleki od oczekiwanego.

Elastyczno$é catkowita'®

n=[nuda

jest elastyczno$cig skladki stacjonarnej wazong funkcjg gesto$ci prawdopodobien-
stwa rozktadu ubezpieczonych (funkcjg struktury ryzyka) i moze by¢ traktowana
jako syntetyczna miara poprawnosci oceny ubezpieczonych o réznej czestosci
szkéd dla portfela. Nalezy jednak pamietaé o tym, ze tendencje systemu do
ponadproporcjonalnego i mniej niz proporcjonalnego karania ubezpieczonych
(w sensie zmiany sktadki stacjonarnej) bedg sie przynajmniej czeSciowo znosily.

10. Optymalizacja regut przejscia

M. Marlock?® dokonat w 1985r. optymalizacji regul przejscia 6wczesnego
niemieckiego systemu bonus-malus dla rozktadu po 25 latach, stosujac - jak
pisze — ,heurystyczna procedure zblizong do podejscia opartego na kolejnych
iteracjach wykorzystywanego w maksymalizacji probleméw wypuktych”. Jak
ttumaczy autor, ,w procedurze tej kazdy kolejny element tabeli przejsé staje si¢

18 K. Loimaranta, op.cit.

19 N. De Pril, The Efficiency of a Bonus-Malus System, ,ASTIN Bulletin” 1978, vol. 10,
part 1, s. 59-72.

20 M. Marlock, op.cit.
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zmienng”, pozwalajac (przy odpowiednich warunkach) maksymalizowac Q2.
Autor nie przytacza jednak dowodu na to, ze opisany algorytm znajduje optimum
globalne. Ogranicza sie do stwierdzenia — ,good experience was made” (,otrzy-
mano dobre wyniki”). Zaznacza, ze z réznych punktéw startowych osiagano
to samo rozwigzanie (to samo rozwigzanie bylo wskazywane jako najlepsze).

W naszym badaniu rozwazamy przypadek asymptotyczny (stan stacjonarny
systemu), co ma wyeliminowaé konieczno$¢ przyjecia subiektywnych zatozen od-
no$nie do rozktadu tancucha Markowa. Wprowadzamy warunki monotonicznosci
zaréwno w wierszach, jak i w kolumnach tabeli systemu bonus-malus. Z naszych
doswiadczen wynika, ze brak warunku na monotoniczno$é¢ w kolumnach moze
prowadzi¢ do wskazania systemow, ktére nie mogg by¢ przyjete w rzeczywisto-
$ci. Z tych samych wzgledéw ograniczamy sie do systeméw nieprzywiedlnych
i ergodycznych. Systemy spelniajace wszystkie te zalozenia nazywamy dopusz-
czalnymi. Warto zauwazy¢, ze M. Marlock w swojej publikacji nie wprowadzit
warunku monotoniczno$ci w kolumnach, a jedynie w wierszach.

Tak postawiony problem optymalizacyjny stanowi przyktad zadania progra-
mowania catkowitoliczbowego wielu zmiennych przy nieliniowej funkcji celu,
w ktérym to problemie warunki ograniczajgce zalezg od wyniku optymalizacji
sgsiednich zmiennych — warunki monotoniczno$ci w wierszach i kolumnach.
Zmiennymi decyzyjnymi sg tu elementy 7, macierzy przej$¢ T. W celu znalezie-
nia rozwigzania kolejno dla kazdego elementu ¢;, macierzy przej$¢ T zmieniamy
jego wartos$ci, uwzgledniajgc warunki monotoniczno$ci oraz nieprzywiedlnosci
i ergodyczno$ci systemu. Dla kazdej mozliwej wartosci ¢;, obliczamy sktadki
Q-optymalne b i warto$¢ Q2. Wybieramy warto$¢ ¢, maksymalizujaca Q2. Po
optymalizacji wszystkich elementéw macierzy T procedure powtarzamy i po-
réwnujemy wyniki z poprzednig iteracja. Jezeli w dwéch kolejnych krokach
iteracyjnych algorytm wskaze to samo rozwigzanie, procedure przerywamy.

Przedstawiony algorytm stosujemy na dwa sposoby, dokonujgc zmian w ko-
lejnych wierszach i w kolejnych kolumnach. Sprawdzamy zbiezno$¢ algorytmu
do rozwigzania dla r6znych rozwigzan poczatkowych (rozpoczynajac od réznych
systemow dopuszczalnych).

W wiegkszosci przypadkéw znalezione rozwigzanie bylo takie samo nieza-
leznie od kierunku zmian w macierzy przej$¢ (w wierszach lub kolumnach)
i rozwigzania poczatkowego, ale w niektérych przypadkach wskazane przez
algorytm rozwigzania byly rézne. Wéwczas wybierano rozwigzanie odpowia-
dajgce wyzszej wartosci Q2. Dla kierunku poszukiwania w wierszach algorytm
potrzebowal zwykle mniej iteracji niz w kolumnach. Nalezy podkresli¢ fakt,
ze (tak jak u M. Marlocka) nie ma pewnosci, czy znalezione rozwigzanie jest
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globalnie optymalne, dlatego méwimy o rozwigzaniu wskazanym przez algo-
rytm. Warto rowniez dodaé, ze implementacja powyzszego algorytmu wigze sie
z duzym kosztem obliczeniowym, a to gtéwnie za sprawg trudnosci z wielokrot-
nym obliczaniem skladek i samego bezwarunkowego rozkladu stacjonarnego.
Zlozonos¢ algorytmu ro$nie wyktadniczo ze wzgledu na wielko$¢ rozpatrywanych
systemoéw, czyli liczbe klas (s) i maksymalng liczbg wyréznianych szkéd (g).

Tabela 2. Por6wnanie wynikéw dzialania algorytmu M. Marlocka (z lewej)
i proponowanego w badaniu (z prawej)

kilo 1 2 3+ kilo 1 2 3+
klasa 7 |1 2 5 klasa 7 1 3 5 7
201t 5 7 9 2011 6 7 9
312 6 8 10 312 6 8 10
4013 7 9 10 403 7 9 1
S la 7 9 11 514 8 10 11
6 |5 8 10 12 6 1s 8§ 10 11
716 9 11 12 716 9 11 12
8 |7 10 12 13 8 17 10 12 13
9 18 11 13 14 9 18 11 13 14
1019 12 13 15 1019 12 13 15
1110 13 14 16 1110 13 14 16
12111 14 15 16 12111 14 15 16
13112 15 16 16 13112 15 16 16
4113 16 16 16 4113 16 16 16
15114 16 16 16 15114 16 16 16
16115 16 16 16 16 115 16 16 16
Q  0,004863949 Q  0,004854348
Q1  0,0242 Q1  0,0242
02 0,019336051 Q2 0,019345652
ON  0,598020779 ON  0,598814204

Przedstawiono rozwigzania wskazane przez algorytm jako optymalne oraz warto$ci miar. Wyr6zniono
réznice w regulach przej$cia pomiedzy oboma rozwigzaniami.
Zrédlo: obliczenia wlasne.

W celu przetestowania algorytmu zastosowano go poczatkowo do powtérze-
nia badania wykonanego przez M. Marlocka, przyjmujac te same zatozenia co do
funkcji struktury ryzyka i rozktadu ubezpieczonych pomiedzy klasy. Por6wnanie
wynikéw przedstawiono w tabeli 2. Wskazuje ono, ze prezentowany przez nas
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algorytm znalazl rozwigzanie lepsze niz opisane w artykule M. Marlocka. Ob-
serwujemy nizszg warto$¢ btedu Sredniokwadratowego Q oraz wyzsze warto$ci
Q2 i unormowanego wskaznika QN. Moze to jednak wynika¢ z przyjetej doktad-
nosci obliczen lub niedoktadnego powtérzenia przez nas badania na podstawie
nie do konica precyzyjnego opisu prezentowanego przez M. Marlocka. Jednakze
na podstawie poréwnania wynikéw wnioskujemy, ze proponowany przez nas
algorytm, jako nie gorszy, moze zosta¢ wykorzystany do rozszerzenia badania
na rézne funkcje struktury portfela w stanie stacjonarnym.

11. Opis badania

Zaimplementowany algorytm znajdowania optymalnych regut przej$cia zostal
zastosowany do znalezienia systeméw Q-optymalnych oraz zweryfikowania ich
wlasno$ci w sensie zaproponowanych miar. Poczyniono przy tym kilka zatozen.

Przyjmujemy, ze struktura portfela ubezpieczonych (struktura $redniej cze-
stosci szkdd M) jest okreslona rozktadem odwrotnym gaussowskim. Rozpatrujemy
systemy o dziesieciu klasach wyrézniajace do trzech szkéd dla funkcji struktury
réznigcych sie parametrami (IG), aby zbadaé portfele od niskiej czestosci szkdd
i matej wariancji do wysokiej czestosci szkdd i wysokiej wariancji. Wyréznionych
zostalo dziewigé portfeli o parametrach, ktére moglyby byé zaobserwowane
w rzeczywistych rozktadach:

portfel sl portfel s2 portfel s3

w 0,05 W 0,05 I 0,05
0 0,01 0 0,05 0 0,15
portfel s4 portfel s5 portfel s6

w 0,15 W 0,15 I 0,15
0 0,01 0 0,05 0 0,15
portfel s7 portfel s8 portfel s9

m 0,3 7 0,3 w 0,3
0 0,01 0 0,05 0 0,15

Rozpatrujemy systemy réznej wielko$ci:
* réznag liczbe klas dla systeméw wyrézniajagcych do trzech szkéd dla funkcji
struktury IG (0,15; 0,05);
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e rézng liczbe szkéd wyrdznianych przez systemy o dziesieciu klasach i funkcji
struktury IG (0,15; 0,05).

12. Wyniki i wnioski

Systemy wskazane przez algorytm jako optymalne dla dziewieciu portfeli
réznigceych sie $rednig i wariancjg czestoSci szkéd zostaly przedstawione w ta-
beli 3. Optymalizacja regut przejscia dla réznych portfeli prowadzi do uzyskania
systemow skrajnie réznigcych si¢ od siebie. Najbardziej charakterystyczne sg
systemy otrzymane dla portfeli s3 o niskiej sredniej i wysokiej wariancji szkodo-
wosci oraz s7 o wysokiej $redniej i niskiej wariancji szkodowosci. W portfelu s3
prawie za kazda szkode ubezpieczony jest karany przesunieciem do najgorszej
klasy niezaleznie od tego, w ktoérej klasie sie znajduje.

Tabela 3. Systemy wskazane przez algorytm dla ré6znych portfeli

sl ©=005 0=001 s2 x=005 6=005 3 x=005 6=0,15
0 1 2 3+ 0 1 2 3+ 0 1 2 3+
1 2 4 6 1 3 8 10 1 5 10 10
1 4 6 7 1 8 10 10 1 10 10 10
2 6 7 7 2 8 10 10 2 10 10 10
36 7 8 310 10 10 310 10 10
4 7 8 8 4 10 10 10 4 10 10 10
5 7 8 9 5 10 10 10 5 10 10 10
6 8 9 9 6 10 10 10 6 10 10 10
7 9 9 10 7 10 10 10 7 10 10 10
8 9 10 10 8 10 10 10 8 10 10 10
9 10 10 10 9 10 10 10 9 10 10 10

s4 ©=0,15 0=001 s5 w=0,15 0=005 s6 u=015 0=0,15
0 1 2 3+ 0 1 2 3+ 0 1 2 3+
11 2 3 1 2 3 5 1 2 3 5
1 3 4 4 1 3 5 5 1 3 5 7
2 4 4 4 2 5 6 6 2 5 7 8
34 4 5 36 6 7 307 8 8
4 5 5 6 4 6 7 7 4 7 8 9
5 5 5 7 5 7 7 8 5 8 9 9
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5 5 6 8 6 7 8 8 6 8 9 10
6 6 6 9 7 8 7 10 10
6 6 6 10 8 9 10 8 10 10 10
7 8 8 10 9 10 10 10 9 10 10 10
s7 4=03 0=001 s8 u=03 0=005 s9 p=03 0=0,15
0 1 2 3+ 0 1 2 3+ 0 1 2 3+
11 1 2 11 2 3 11 2 4
1 2 2 3 1 3 3 4 1 4 5 5
2 2 2 4 2 3 4 4 2 5 5 5
2 2 2 5 3 4 4 5 3.5 6 6
2 2 2 6 4 5 5 6 4 6 6 7
2 2 2 7 5 5 5 7 5 6 7 7
2 2 2 8 5 5 6 8 6 7 7 8
2 2 2 9 6 6 6 9 7 8 8 9
2 2 2 10 6 6 7 10 8 8 9 10
2 3 310 7 8 8 10 9 10 10 10

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Natomiast w portfelu s7 kary sg najtagodniejsze, co w praktyce oznacza, ze
w wigkszosci klas za spowodowanie jednej szkody lub dwéch szkéd ubezpie-
czony dostaje nagrode w postaci przesuniecia do klasy lepszej. Zjawisko takie
obserwowane jest np. w systemie tajwanskim?!.

Analiza regutl przejécia systeméw pozwala wyciggnaé ostrozny wniosek, ze
wzrost wariancji liczby szkéd w portfelu o niskiej szkodowosci powoduje za-
ostrzenie regutl przej$cia systemoéw Q-optymalnych, natomiast wzrost czestos$ci
szk6d przy niskiej wariancji prowadzi do tagodzenia zasad przejscia systeméw
Q-optymalnych. Jak si¢ wydaje, jednoczesny wzrost Sredniej liczby szkdd i ich
wariancji nie prowadzi do wyraznie ukierunkowanych zmian w regutach przej-
Scia — systemy wskazane przez algorytm dla portfeli s1, s5, s9 sg dosy¢ podobne.
Jednoczesnie sg to systemy o regutach przejscia zblizonych do tych najczesciej
obserwowanych w rzeczywistos$ci. Reguly przej$cia stanowig réwniez o roz-
ktadzie stacjonarnym ubezpieczonych, ktory z kolei jest wykorzystywany do
obliczania wielu charakterystyk systemu. Nie nalezy réwniez zapominaé, ze
wlasnosci systemu sg definiowane nie tylko przez reguly przejscia, ale réwniez
przez skladki, a nastepstwem okreslenia przez algorytm odpowiednich regut
przej$cia jest odpowiadajgcy im wektor sktadek.

21 Zob. J. Lemaire, Bonus-malus..., op.cit.
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Charakterystyki systeméw wskazanych przez algorytm oraz sktadki zostaty
przedstawione w tabeli 4. Biorgc pod uwage charakterystyki systeméw, docho-
dzimy do wniosku, ze system s3, ktéry w Swietle regut przejscia wydawat sie
najsurowszy, z powodu malej rozpietosci sktadek oraz najnizszego wsréd bada-
nych systeméw wspoétczynnika zmiennosci sktadki stacjonarnej Vb, jest najtagod-
niejszy. I odwrotnie — najtagodniejszy w Swietle samych regut przejécia system
s7 jest najsurowszy przy wzieciu pod uwage wspétczynnika zmiennosci sktadki
stacjonarnej i rozpieto$ci sktadek (patrz takze tabela 6). Cze$¢ otrzymanych
systemOw charakteryzuje sie zbyt duza zmiennoscig sktadki stacjonarnej, ktéra
uniemozliwia ich rzeczywiste funkcjonowanie. Przyjmuje si¢, ze wspélczynnik
zmienno$ci sktadki stacjonarnej powinien by¢ nizszy od 1 lub nieznacznie go
przekraczaé??. W przypadku otrzymanych systemow tylko s2, s3, s6 i ewentu-
alnie s9 spelniajg ten warunek. System s3 charakteryzuje sie ponadto najbar-
dziej zréznicowanym rozkladem stacjonarnym ubezpieczonych, co przeklada
sie na stosunkowo wysoka warto$¢ wskaznika RSAL, podczas gdy dla innych
systeméw RSAL przyjmuje typowe niskie warto$ci, wskazujac na kumulacje
ubezpieczonych w klasie najlepszej. Najwyzsze wartosci elastycznosci catkowitej
osiggajg systemy o stosunkowo duzej czestosci i wariancji szkdd (patrz tabela 6),
z ktérych najlepiej pod tym wzgledem wypada system s9. Wiekszy wspotczynnik
zmiennosci liczby szkéd sprzyja bardziej proporcjonalnej ocenie ubezpieczonych.

Tabela 4. Charakterystyki i skladki dla system6éw wskazanych przez algorytm

sl
b% 7% 26% 49% 54% 73% 80% | 100% | 125% | 157% | 237%
b 0,032 | 0,116 | 0,222 | 0,243 | 0,333 | 0,363 | 0,453 | 0,568 | 0,713 | 1,074
e 0,93 | 0,031 | 0,006 | 0,007 | 0,004 | 0,006 | 0,005 | 0,004 | 0,004 | 0,002
n 0 VarA | VarK | Vbe | RSAL n Q Q1 Q2 ON
0,05 0,01 | 0,001 | 0,051 | 1,775 | 0,017 | 0,213 | 0,005 | 0,015 | 0,01 0,63
s2
b% 31% 54% 56% 86% 90% 95% | 100% | 106% | 139% | 147%
b 0,041 | 0,072 | 0,075 | 0,116 | 0,121 | 0,127 | 0,134 | 0,142 | 0,186 | 0,197
e 0,861 | 0,037 | 0,039 | 0,007 | 0,008 | 0,009 | 0,01 | 0,012 | 0,007 | 0,009
I 0 VarA | VarK | Vbe | RSAL n Q Ql Q2 QN
0,05 0,05 | 0,003 | 0,053 | 0,541 | 0,058 | 0,21 | 0,002 | 0,005 | 0,003 | 0,293
s3
b% 57% 74% 75% 77% 78% 98% | 100% | 102% | 104% | 106%

22 J. Lemaire, H. Zi, op.cit.
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b 0,045 | 0,059 | 0,06 | 0,061 | 0,062 | 0,078 | 0,079 | 0,081 | 0,083 | 0,084
e 0,776 | 0,036 | 0,038 | 0,041 | 0,043 | 0,011 | 0,012 | 0,013 | 0,014 | 0,015
n 0 VarA | VarK | Vbe | RSAL n Q Q1 Q2 ON

0,05 0,15 | 0,008 | 0,058 | 0,199 | 0,121 | 0,112 | 0,001 | 0,003 | 0,003 | 0,119
s4

b% 2% 20% | 29% 38% 65% 86% | 100% | 125% | 135% | 221%
b 0,059 | 0,551 | 0,803 | 1,077 | 1,818 | 2,425 | 2,809 | 3,508 | 3,804 | 6,212
e 0,945 | 0,009 | 0,009 | 0,016 | 0,009 | 0,004 | 0,002 | 0,001 | 0,001 | 0,004
I 0 VarA | VarK | Vbe | RSAL n Q Q1 Q2 QN

0,15 0,01 | 0,002 | 0,152 | 3,462 | 0,015 | 0,198 | 0,068 | 0,36 | 0,292 | 0,799
s5

b% 11% 25% 41% 58% 64% 79% | 100% | 137% | 197% | 285%
b 0,08 | 0,183 | 0,306 | 0,425 | 0,471 | 0,587 | 0,739 | 1,016 | 1,455 | 2,106
e 0,82 | 0,072 | 0,022 | 0,011 | 0,017 | 0,019 | 0,02 0,01 | 0,004 | 0,005
w 0 VarA | VarK | Vbe | RSAL n Q Q1 Q2 QN

0,15 0,05 | 0,008 | 0,158 | 1,491 | 0,035 | 0,344 | 0,017 | 0,09 | 0,073 | 0,741
s6

b% 26% 41% 58% 74% 79% 94% | 100% | 117% | 139% | 170%
b 0,108 | 0,171 | 0,241 | 0,309 | 0,328 | 0,39 | 0,416 | 0,484 | 0,579 | 0,706
e 0,79 | 0,093 | 0,026 | 0,01 | 0,014 | 0,01 | 0,016 | 0,015 | 0,013 | 0,014
m 0 VarA | VarK | Vbe | RSAL n Q Q1 Q2 ON

0,15 0,15 | 0,023 | 0,173 | 0,747 | 0,071 | 0,334 | 0,01 | 0,045 | 0,035 | 0,557
s7

b% 2% 43% 62% 75% 85% 93% | 100% | 106% | 110% | 266%
b 0,092 | 1,901 | 2,777 | 3,361 | 3,813 | 4,174 | 4,47 | 4,718 | 4,931 | 11,88
e 0,958 | 0,018 | 0,006 | 0,003 | 0,002 | 0,001 | 0,001 | 0,001 0 0,011
m 0 VarA | VarK | Vbe | RSAL n Q Q1 Q2 QN
0,3 0,01 | 0,003 | 0,303 | 4,385 | 0,018 | 0,158 | 0,969 | 2,79 | 1,821 | 0,641
s8

b% 5% 22% 31% 45% 67% 86% | 100% | 123% | 133% | 206%
b 0,129 | 0,607 | 0,858 | 1,251 | 1,882 | 2,393 | 2,793 | 3,441 | 3,726 | 5,753
e 0,887 | 0,024 | 0,027 | 0,022 | 0,017 | 0,007 | 0,003 | 0,003 | 0,002 | 0,008
w 0 VarA | VarK | Vbe | RSAL n Q Q1 Q2 ON
0,3 0,05 | 0,015 | 0,315 | 2,197 | 0,03 | 0,307 | 0,106 | 0,63 | 0,524 | 0,804
s9

b% 15% 37% | 48% 53% 63% 76% | 100% | 136% | 169% | 239%
b 0,163 | 0,399 | 0,518 | 0,57 0,68 | 0,826 | 1,083 | 1,473 | 1,834 | 2,586
e 0,818 | 0,021 | 0,014 | 0,023 | 0,031 | 0,04 | 0,026 | 0,011 | 0,004 | 0,012
o 0 VarA | VarK | Vbe | RSAL n Q Q1 Q2 QN
0,3 0,15 | 0,045 | 0,345 | 1,244 | 0,057 | 0,411 | 0,041 | 0,27 | 0,229 | 0,774

Zrédlo: obliczenia wlasne.
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W tabeli 4 sktadki b sg skladkami Q-optymalnymi. Sktadki procentowe b%
sg podane jedynie w celach zilustrowania rozpietosci sktadek dla otrzymanych
systemow 1 wyrazone jako procent sktadki w klasie 7, co jest subiektywnie przy-
jetym zalozeniem. Nie sg one uzywane do obliczania miar jakoSci systeméw.

W celu syntetycznego przedstawienia powyzszych wynikéw w tabeli 5 utwo-
rzono ranking systeméw wedlug unormowanego wskaznika QN (wyzsze wartosci
sg lepsze) wraz z niektérymi charakterystykami. Analizujgc warto$ci unormo-
wanej miary dokladnos$ci oceny ubezpieczonych QN (tabela 5), dostrzega sie
wyraznie, ze rézne portfele ubezpieczonych (rézniace sie¢ parametrami funkcji
struktury ryzyka) pozwalajg na rézng doktadnos$¢ oceny dla systemu o zadanych
rozmiarach (w tym przypadku dziesie¢ klas i trzy wyrézniane szkody).

Tabela 5. Ranking system6w wedlug wartosci QN oraz wartosci innych wskaznikéw

L 0 Q Q2 ON n Vb, RSAL
s8 0,3 0,05 0,1057 0,5243 0,8043 0,3070 2,1967 0,0304
s | 015 0,01 | 0,0678 | 0,2922 | 0,7990 | 0,1976 | 3,4620 | 0,0148
s9 0,3 0,15 0,0406 0,2294 0,7743 0,4109 1,2444 0,0567
s5 | 0,15 0,05 | 0,0175 | 0,0725 | 0,7413 | 0,3438 | 1,4913 | 0,0346
s7 0,3 0,01 0,9695 1,8205 0,6409 0,1581 4,3850 0,0177
sl | 0,05 0,01 | 0,0046 | 0,0104 | 0,6302 | 0,2132 | 1,7751 | 0,0173
s6 0,15 0,15 0,0100 0,0350 0,5575 0,3343 0,7466 0,0710
s2 | 0,05 0,05 | 0,0018 | 0,0032 | 0,2925 | 0,2100 | 0,5409 | 0,0578
s3 | 0,05 0,15 | 0,0007 | 0,0026 | 0,1192 | 0,1123 | 0,1993 | 0,1214

Zrédlo: obliczenia wlasne.

W tym rankingu system s3, ktéry najlepiej wypadat pod wzgledem wartosci
RSAL i rozdysponowania ubezpieczonych pomiedzy klasy w stanie stacjonarnym,
jest zdecydowanie najgorszy, osiggajac bardzo niskg wartos¢ QN. Generalnie
systemy wskazane przez algorytm wykazujg bardzo silne zréznicowanie pod
wzgledem mozliwosci oceny ubezpieczonych. Wida¢ tu pewna prawidtowosé.
Mianowicie, systemy s6, s2, s3 o stabych mozliwosciach oceny (niskie QN)
charakteryzujg si¢ akceptowalnymi wartoSciami wspétczynnika zmiennosci
sktadki stacjonarnej Vb,. Wyjatkiem jest tu system s9, ktéry przy wysokiej, ale
akceptowalnej wartosci Vb, ma dosy¢ wysoka warto$¢ ON.

Z kolei w tabeli 6 przedstawiono ranking systeméw wskazanych przez algo-
rytm wedtug ré6znych wskaznikéw.
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Tabela 6. Ranking systeméw wedlug wartosci roznych wskaznikéw - od wartosci
najwyzszych do najnizszych

Vb, RSAL n Q Q1 Q2 QN
s7 s3 s9 s7 s7 s7 s8
s4 s6 s5 s8 s8 s8 s4
s8 s2 s6 s4 s4 s4 s9
sl s9 s8 s9 s9 s9 s5
s5 s5 sl s5 s5 s5 s7
s9 s8 s2 s6 s6 s6 sl
s6 s7 s4 sl sl sl s6
s2 sl s7 s2 s2 s2 s2
s3 s4 s3 s3 s3 s3 s3

Q - nizsze wartos$ci sg lepsze; Q1 — wartos¢ stata zalezna od funkcji struktury ryzyka; Q2, QN — wyzsze
wartos$ci sg lepsze; n — preferowane wartosci bliskie 1, tu wyzsze warto$ci sa lepsze, poniewaz dla
wszystkich portfeli n < 1; Vb, — niskie wartosci §wiadcza o stabym zréznicowaniu skladek, wysokie
o silnym, preferowane sa wartosci bliskie 1.

Zrédto: obliczenia wlasne.

W tabeli 6 pokazano, ze dazenie do jak najlepszej (w $wietle btedu Srednio-
kwadratowego) oceny ubezpieczonych nie zapewnia innych dobrych wtasnosci
systemu. Poréwnanie kolejnosci systeméw wzgledem miar QN, RSAL, n wskazuje,
ze systemy lepsze pod jednym wzgledem sg gorsze, jesli chodzi o inne kryterium.
Waznym wnioskiem ptyngcym z tych rozwazan jest to, ze optymalizacja regut
przejécia systemu dazaca do minimalizacji btedu $redniokwadratowego nie
zapewnia innych pozadanych cech systemu, takich jak elastycznos¢, brak ku-
mulacji ubezpieczonych w najlepszej klasie czy odpowiednia zmienno$¢ sktadki
stacjonarnej. Obowigzuje tu raczej zasada ,co$ za coS$”.

W dalszej czesci badania rozwazamy wplyw liczby klas s oraz liczby wyré6z-
nianych przez system szkdéd ¢ na doktadno$é oceny ubezpieczonych mierzong
jako blad $redniokwadratowy, a wyrazong za pomocg unormowanej miary btedu
oceny QN. Wykorzystujemy tu portfel o ,umiarkowanych” parametrach, tzn.
funkcje struktury ryzyka IG (0,15; 0,05).

Skutki zwigkszania liczby klas w systemie wyrézniajagcym maksymalnie
trzy szkody przedstawiono w tabeli 7. Wnioski ptynace z obserwacji wartosSci
ON dla réznej liczby klas w systemie potwierdzaja intuicyjne przekonanie, ze
wieksza liczba klas w systemie pozwala na doktadniejszg ocene ubezpieczonych.
Dodanie kolejnej klasy powoduje spadek bledu $redniokwadratowego oceny Q
i wzrost unormowanej miary QN. Przy czym nalezy podkresli¢ fakt, ze prezen-
towane tu systemy sa systemami wskazanymi przez algorytm jako optymalne.
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W og6lnym przypadku nieoptymalny system o wickszej liczbie klas moze gorzej
oceniaé ubezpieczonych niz optymalny system o mniejszej liczbie klas. Dla in-

nych parametréw funkcji struktury otrzymano podobne wyniki.

Tabela 7. Systemy rézniace sie liczba klas, g = 3, A_IG (0,15; 0,05)

s 6 7 8 9 10 11
0,0250 0,0222 0,0202 0,0187 0,0175 0,0164
Q1 0,0900 0,0900 0,0900 0,0900 0,0900 0,0900
Q2 0,0650 0,0678 0,0698 0,0713 0,0725 0,0736
ON 0,6301 0,6715 0,7014 0,7231 0,7413 0,7569

Zrédlo: obliczenia wlasne.

Z kolei w tabeli 8 zilustrowano efekty zwiekszania liczby szk6d wyréznianych

przez system. Wykorzystano system o dziesieciu klasach.

Tabela 8. Systemy rézniace si¢ liczba wyréznianych szkéd, s =10, A_IG (0,15; 0,05)

q 1 2 3 4

Q 0,021 0,0182 0,0175 0,0173
Q1 0,09 0,09 0,09 0,09
Q2 0,069 0,0718 0,0725 0,0727
ON 0,6887 0,7306 0,7413 0,7432
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Zrédto: obliczenia wlasne.

Réwniez w tym przypadku wnioski sg zgodne z intuicjg. Zwiekszenie liczby
wyréznianych szkéd prowadzi do lepszej oceny ubezpieczonych, choé - jak sie
wydaje — kranicowy przyrost doktadnosci oceny szybko maleje wraz z kolejng
wyrézniang szkodag. Jest to spowodowane bardzo niskim prawdopodobienstwem
zgloszenia duzej liczby szkéd.

13. Podsumowanie

W badaniu podjeto probe optymalizacji regut przejscia systeméw bonus-ma-
lus o sktadkach Q-optymalnych. Badano systemy o réznej liczbie klas i réznej
liczbie wyréznianych szkdd dla réznych parametréw funkcji struktury ryzyka.
Zaproponowano nowg unormowang miare jakosci oceny ubezpieczonych przez
system. Otrzymane systemy analizowano za pomocg powszechnie uzywanych
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wskaznikéw. Badanie wykazalo m.in., Ze stosowanie regut przej$cia minimali-
zujacych btad $redniokwadratowy oceny ubezpieczonych nie gwarantuje innych
dobrych wtasnosci systemu (np. wektor sktadek, elastycznosé catkowita, wspot-
czynnik zmienno$ci sktadki stacjonarnej). Minimalizacja bledu $redniokwadra-
towego Q moze prowadzi¢ do systemu nieakceptowanego ze wzgledu na inne
kryteria. Jako$¢ otrzymanych w ten sposéb systeméw w znacznym stopniu
zalezy od funkcji struktury ryzyka w portfelu i nie wydaje sie, aby stosowanie
regut przej$cia zapewniajacych jak najmniejszy btad Sredniokwadratowy oceny
ubezpieczonych Q bylo pozadane dla wszystkich portfeli, niezaleznie od funkcji
struktury ryzyka. Ostatecznie nic nie wskazuje na to, aby minimalizacja Q pozwo-
lifa ,zautomatyzowac” i zobiektywizowaé proces budowy systemu bonus-malus.

Jako kierunki dalszych badan mozna wskazaé¢ optymalizacje regut przejscia
przy skltadkach obliczanych wedlug innych kryteriéw, w tym przy sktadkach
okreslonych przez decydenta, oraz optymalizacje regut przej$cia wzgledem
innych charakterystyk systemu bonus-malus.
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L

Optimisation of transition rules of bonus-malus
system with Q-optimal premiums

Summary

Bonus-malus systems are used to differentiate premiums ex post in the risk assess-
ment process in the vehicle insurance. While the tools of system analysis and premium
calculation criteria are well-described in the literature, relatively little attention has
been given to the optimisation of transition rules between classes of the bonus-malus
system. The problem appears to be particularly interesting from the viewpoint of system
design. The possibility of building a system that meets the specified optimality crite-
rion in advance seems to be desirable. In this paper, we try to optimise the transition
rules of bonus-malus systems of different sizes for insured portfolios characterised
by the function of the risk structure of various parameters. We try to check whether
the optimisation of transition rules can improve and objectify the process of building
the bonus-malus system, and whether the aim to create a bonus-malus system with
good statistical properties conforms with the desired market utility performance of
the system.

Keywords: bonus-malus system, transition rules, optimisation, automobile insu-
rance



