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Immunizacja ryzyka stopy procentowej
ubezpieczycieli zyciowych'

Streszczenie

W pracy zostanie przedstawiona nieré6wno$¢ immunizacyjna dla losowych stru-
mieni aktywow i zobowigzan oraz struktury stép procentowych. Zostang zaprezen-
towane wyniki dotyczace poréwnania tej nieréwnos$ci z innymi nieréwnos$ciami
immunizacyjnymi oraz jej zastosowan w pewnych modelach stép procentowych.
W przypadku skltadek netto oszacowanie oczekiwanych zmian nadwyzki portfela
wynikajace z tej nieréwnosci jest illoczynem dwéch czynnikéw, z ktérych jeden za-
lezy wyltacznie od zmian stép procentowych, drugi za$ od struktury portfela. Drugi
czynnik moze by¢ zatem traktowany jako miara ryzyka stop procentowych. W pracy
zostang podane wzory pozwalajgce w prosty sposob oblicza¢ wartosci tej miary dla
portfeli ztozonych z popularnych produktéw ubezpieczen zyciowych, m.in. termino-
wego ubezpieczenia na zycie lub dozycie, odroczonego terminowego ubezpieczenia
na zycie oraz renty terminowej.

Stowa kluczowe: immunizacja, ryzyko stopy procentowej, ubezpieczenia zyciowe

1. Wstep

Immunizacja, czyli uodpornienie portfela na zmiany stép procentowych, jest
istotnym zagadnieniem w dziatalnosci r6znych instytucji finansowych. Pierwsze
prace dotyczace immunizacji napisali m.in. F. Macaulay?, ktéry wprowadzit
uzywane do dzi$ pojecie czasu trwania instrumentu finansowego (ang. duration),

1 Autorka tekstu chciataby podziekowaé Panu Profesorowi Lestawowi Gajkowi za cenne
uwagi dotyczace badanej tematyki.

2 ER. Macaulay, Some Theoretical Problems Suggested by the Movements of Interest Rates,
Bond Yields, and Stock Prices in the U.S. Since 1856, National Bureau of Economic Research,
New York 1938.
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P. Samuelson?, ktéry analizowat ryzyko stopy procentowej w sektorze banko-
wym, oraz F. Redington*, ktéry badat zagadnienie immunizacji w dzialalnos$ci
ubezpieczycieli.

Wazng pracg w konteks$cie ogélnej teorii immunizacji jest artykut G. Fonga
i O. Vasicka’. Podano w nim dolne ograniczenie dla AV, tj. zmiany wartosci
biezacej portfela inwestycyjnego w chwili H, przy zalozeniu, ze czas trwania
aktywoOw i czas trwania zobowigzan jest taki sam. Ograniczenie to bylo iloczy-
nem M’ aktyw6w oraz czynnika zaleznego od zmian w czasie intensywnosci
stép procentowych. Jezeli M* # 0, to podejscie G. Fonga i O. Vasicka dopuszcza
scenariusze, w ktorych wielko$¢ AV, jest ujemna na skutek zaburzef stép pro-
centowych. Doskonata immunizacja jest natomiast osiggana dla réwnoleglych
przesunied intensywno$ci oprocentowania®.

W podejsciu S.K. Nawalkhi i D.R. Chambersa’ nie musi zachodzié réwnosé
czasOéw trwania aktywow i zobowigzan, przez co ich model wydaje sie ogdl-
niejszy. Jako miara ryzyka stopy procentowej zostata zaproponowana wielkosé
M-Absolute. Wyprowadzono oszacowanie dla AV, , bedace iloczynem M-Absolute
i wielkos$ci zaleznej od zaburzen stép procentowych. Modele G. Fonga i O. Vasicka
oraz S.K. Nawalkhi i D.R. Chambersa mozna stosowac jedynie w sytuacji, gdy
wystepuje pojedyncze zobowigzanie. Autoréw tych interesowata stabilizacja
wyniku inwestycji, ktéry mozna traktowaé jako zobowigzanie?.

Immunizacja strumienia zobowigzan byla badana m.in. przez L. Gajka i in-
nych®. Wyprowadzili oni nier6wno$¢ immunizacyjng na podstawie nieréwnosci

3 PA. Samuelson, The Effect of Interest Rate Increases on the Banking System, ,American
Economic Review” 1945, vol. 55, s. 16-27.

4 FEM. Redington, Review of principles of life-office valuations, ,Journal of the Institute of
Actuaries” 1952, vol. 78, s. 286-315.

5 G. Fong, O. Vasicek, A Risk Minimization Strategy for Portfolio Immunization, ,Journal
of Finance” 1984, vol. 39, s. 1541-1546.

6 Przez doskonalg immunizacje rozumiemy tu sytuacje, gdy zmiany stép procentowych
nie powoduja, ze AV, jest ujemna. Zob. takze: Financial Economics: With Applications to In-
vestments, Insurance and Pensions, red. H.H. Panjer, The Actuarial Foundation, Schamburg
1998; L. Fisher, R.L. Weil, Copying with the Risk of Interest Rate Fluctuations: Return to Bond-
holders from Naive and Optimal Strategies, ,Journal of Business” 1971, vol. 44, s. 410-431.

7 S.K. Nawalkha, D.R. Chambers, An Improved Immunization Strategy: M-absolute, ,Fi-
nancial Analysts Journal” 1996, September—October, s. 69-76.

8 W pewnej klasie nielosowych zaburzen stop procentowych immunizacja wielu zobowig-
zan jest réwnowazna immunizacji tych zobowigzan oddzielnie. Zob. E.S.W. Shiu, Immuniza-
tion of multiple liabilities, ,Insurance: Mathematics and Economics” 1988, vol. 7, s. 219-224.

9 L. Gajek, K. Ostaszewski, H.-J. Zwiesler, A Primer on Duration, Convexity and Immuni-
zation, ,Journal of Actuarial Practice” 2005, vol. 12, s. 59-82.
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Cauchy’ego-Schwarza. Nier6wnos$¢ podana w pracy L. Gajka i E. Krajewskiej'?
jest wzmocnieniem oraz uogdlnieniem ich wyniku na przypadek, gdy stopy
procentowe, aktywa i zobowigzania sa losowe.

WprowadZmy nastepujace oznaczenia: niech {Al,...,An} oraz {Ll""’Ln}
oznaczaja strumienie ptatno$ci odpowiednio z aktywéw i zobowigzan, zapada-
jacych w chwilach 0<¢ <...<t . Zaktadamy, ze w chwili 1 = H warto$¢ biezaca
Sin nadwyzki S,=A-L jest obliczana przy uzyciu funkcji dyskontujacej,
odpowiadajacej bazowej strukturze stép procentowych (TSIR). Dla dowolnego
je {1,...,71} niech v, oznacza warto$¢ obecng w chwili =0 jednostki pienigz-
nej ptatnej w chwili 7, obliczong przy TSIR. Wtedy s, , =a, , —l].,H, gdzie

V. V.
a,=A —L oraz l = L, —- . Warto$¢ biezaca V,, portfela w chwili H jest dana
‘ v v

WzZorem

Interesuje nas to, w jakim stopniu powyzsza wielko§¢ moze ulec zmianie
na skutek zmian TSIR. Niech v'l., dla je {1,...,11}, oznacza warto$¢ obecng
w chwili =0 jednostki pieni¢znej ptatnej w chwili ¢, obliczong przy zaburzo-

V'
nej strukturze stép procentowych. Wtedy S'].’H = S;‘ v% oznacza biezgca warto$é
H

nadwyzki S. w chwili = H przy zaburzonej strukturze stép procentowych oraz

AV, =>s 1 o)
j=1

1

v .
gdzie f, = V—H—]—l dla kazdego je {1,...,11}. Poniewaz AV, jest zmienng

1
H j

losowa, mozna szukaé¢ dolnego ograniczenia dla jej wartosci oczekiwanej.
W pracy przyjmujemy techniczne zalozenie, ze dla dowolnego je {1,...,11},
f;‘ L A, oraz L sa zmiennymi losowymi okre$lonymi na przestrzeni probabili-
stycznej (Q,F ,P) oraz majg skonczone drugie momenty, co nie ma istotnego
wplywu na mozliwo$é stosowania modelu w praktyce.

10 L. Gajek, E. Krajewska, A new immunization inequality for random streams of assets, li-
abilities and interest rates, ,Insurance: Mathematics and Economics” 2013, vol. 53, s. 624-631.
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W pracy L. Gajka i E. Krajewskiej!! zostala udowodniona nastepujgca $red-
niokwadratowa nieréwno$¢ immunizacyjna

1

EAV, >—EV, -iEfjH — (s, ) (£,), 2
j=1

gdzie Sy Z(SI,H""’SVL,H)' fH =(f1’H,...,fn'H) oraz

Lz(y)z\/ilE[yi_%zleyij dla y=(y,,....5,)- 3)

W przeciwienstwie do modeli G. Fonga i O. Vasicka oraz S.K. Nawalkhi
i D.R. Chambersa, zmiany stop procentowych sg tu mierzone jedynie w mo-
mentach zapadalnosci wptywow i wyplywow z portfela. W konsekwencji wplyw
krétkoterminowych zaburzenn w TSIR jest zredukowany.

Nieréwno$¢ (2) moze by¢é przydatnym narzedziem w zarzadzaniu ryzykiem
stopy procentowej. W kolejnych punktach niniejszego artykutu podano wzory,
ktére pozwalajg efektywnie ja stosowaé. W punkcie drugim podano wzory!'?
na miare [ (fﬂ) w trzech modelach stép procentowych: R.C. Mertona, O. Va-
sicka i logarytmicznie normalnym. Wyniki uzyskane w pracy dotycza obliczania
miary [* (SH). W kolejnym punkcie wyprowadzono wzér na I? (sH) dla pro-
duktéw ubezpieczen zyciowych oraz podano szczegblne postacie nieréwnosci
Sredniokwadratowej dla niektérych z nich.

2. Sredniokwadratowa nieréwno$¢ immunizacyjna

Ryzyko stopy procentowej portfela aktywéw i zobowigzan ma dwa zrédia.
Pierwszym z nich jest ryzyko zwigzane ze zmiennoscig stép procentowych,
na ktére zarzadzajacy portfelem na ogél nie majg wptywu. Drugie za$ to ryzyko
zwigzane ze strukturg portfela, ktére mozna kontrolowaé. Koncepcja faktorial-
nego szacowania wielkosci AV, , stosowana juz m.in. przez G. Fonga i O. Va-
sicka!?, S.K. Nawalkhe¢ i D.R. Chambersa'4, a takze L. Gajka, K. Ostaszewskiego

11 Tbidem.

12 Podane wzory zostaly wyprowadzone w: ibidem.
13- G. Fong, O. Vasicek, op.cit.

14 S K. Nawalkha, D.R. Chambers, op.cit.



Immunizacja ryzyka stopy procentowej ubezpieczycieli zyciowych 43

i H.-J. Zwieslera, pozwala powigzac¢ te dwa rodzaje ryzyka ze sobg tak, by
moc kontrolowaé jedno niezaleznie od wielkosci drugiego. Istotg jest podanie
dolnego ograniczenia dla AV, , w ktérym wyodrebnione sg czynniki ryzyka
stopy procentowej portfela — zalezny wylacznie od zmian stép procentowych
i zalezny wylacznie od struktury portfela. Dzigki temu zamiast bezpos$redniej
immunizacji AV, mozna rozwaza¢ maksymalizacj¢ jej dolnego oszacowania
wzgledem struktury portfela. Ponizej podano nowg nieréwno$¢ immunizacyjna,
ktéra umozliwia takie podejscie do problemu ryzyka stopy procentowe;j.
Zauwazmy, ze

AV, =V',=V, zzlts'i.H_lei,H zzltsi,H'fi.H’ “)
= i= i=

1

<

Vu

gdzie f;‘,H =———-1dlakazdego j e {1,...,1/1}. W ponizszym twierdzeniu podane

<
Iy
<l

]

zostato dolne ograniczenie wielkosci EAV,.

Twierdzenie 2.1. Oznaczmy s, = (SIH,...,an) oraz f = (le,fn H). Zacho-
dzi nier6wnosé
1 n
EAV, >~ EV, -z}Efi_H — (s, ) L2 (£,), (5)
i

2
gdzie LZ(Y)=\/§E(}’,-—%Z?IE}’,] dla yz(yl,...,yn).

Dowdd mozna znalezé w pracy L. Gajka i E. Krajewskiej'®.

Poréwnanie nieréwnosci (5) z nieréwno$ciami G. Fonga i O. Vasicka, S.K. Na-
walkhi i D.R. Chambersa oraz L. Gajka, K. Ostaszewskiego i H.-J. Zwieslera
mozna znalez¢ w pracy L. Gajka i E. Krajewskiej'”.

W celu uproszczenia zapisu w dalszej cze$ci bedziemy pomijaé¢ indeks H
i, o ile nie bedzie powiedziane inaczej, zaktadamy, ze H=0.

Podamy teraz posta¢ miary L’ (f ) w trzech znanych modelach stép procen-
towych:

Is L. Gajek, K. Ostaszewski, H.-J. Zwiesler, op.cit.
16 L. Gajek, E. Krajewska, op.cit.
17 Tbidem.
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1. Model Mertona

Niech i , a, o beda liczbami dodatnimi, W, za$ oznacza standardowy pro-
ces Wienera. Zalézmy, ze biezaca intensywno$¢ oprocentowania i'(t) , L€ [O,T ]
jest dana wzorem

i'(t)=i0+at+ow. (6)

Powyzszy model zostal wprowadzony przez R.C. Mertona!s.
Zalézmy, ze intensywnos$¢ oprocentowania po zaburzeniach stép procento-
wych jest dana wzorem (6). Wéwczas

. 2
-2it —at’ +621‘.3J
] ] 3 ]

. exp(
2 _
L (f) - Zt V;'z

1 (7)
1 1 il

. 2 2.3
_l " exp(—loti—gatl. +gO' l‘].]

n| — V.
j=1 j

Dow6d mozna znalezé w pracy L. Gajka i E. Krajewskiej'®.

2. Model Vasicka

Niech a, b, o beda liczbami dodatnimi, W za$ oznacza standardowy proces
Wienera. Zalézmy, ze biezgca intensywnos$¢ oprocentowania i'(t), te [O,T ] jest
silnym rozwigzaniem stochastycznego réwnania rézniczkowego

di'(t)=(a=bi'(t))de +odw,. ®)

18 R.C. Merton, Theory of rational option pricing, ,The Bell Journal Economics and Man-
agement Science” 1973, vol. 4, s. 141-183. Wiecej szczeg6léw na temat modelu R.C. Mertona
oraz jego zastosowan w finansach i ubezpieczeniach mozna znalezé w ksigzce: M. Musiela,
M. Rutkowski, Martingale Methods in Financial Modelling, Springer, Heidelberg 2007.

19 L. Gajek, E. Krajewska, op.cit.
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Model ten zostal zaproponowany przez O. Vasicka?®.
Zalézmy, ze intensywno$¢ oprocentowania po zaburzeniach stép procento-
wych jest silnym rozwigzaniem réwnania (8). Wowczas

) exp(—Zn(O,ti)Ei'(O)— Z] - 2%1}. +20° ;’ n’ (u,t].)duJ

pi- |3 2

j=1 v

8]
N[ —

,(9)

gdzie n(u,t) = [l—exp(—b(t—u)ﬂ/b. Dowéd mozna znalezé w pracy L. Gajka
i E. Krajewskiej?'.

3. Model logarytmicznie normalny
. , \ . : S .
Niech zaburzone stopy procentowe r',...,7' beda niezaleznymi zmiennymi
losowymi. Zat6zmy, ze dla kazdego k=1,...,n zmienna losowa 1+r', ma rozktad
logarytmicznie normalny z parametrami skali i ksztattu odpowiednio g, i o,
tzn. jej funkcja gestosci jest dana wzorem

0, x<0,

—(lnx—uk)2

fle)=) 1o |
_xo'k\/g 20';

x>0.

Dla rozktadu zadanego powyzsza funkcjg gestosci warto$é oczekiwana wynosi

exp(uk + %’fj , wariancja za$ (exp(af)— l)exp(Zuk +0',f) .

20 Q. Vasicek, An equilibrium characterization of the term structure, ,Journal of Financial
Economics” 1977, vol. 5, s. 177-188.
21 L. Gajek, E. Krajewska, op.cit.
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Jezeli po zaburzeniach TSIR stopy procentowe spetniajg zatozenia modelu
logarytmicznie normalnego, to

LZ(f)z i%ﬁexp(Z(oﬁ —uk))—%{ivi.lj!exp(%az —ukn . (10

=t V; k=l j=1

Dowd6d mozna znalezé w pracy L. Gajka i E. Krajewskiej??.

3. Przyktady zastosowania w przypadku produktow
ubezpieczen zyciowych

W tym rozdziale zostang podane zastosowania twierdzenia 2.1 w przypadku
wybranych produktéw ubezpieczen zyciowych. Wykorzystamy nastepujace
oznaczenia?*:

* x oznacza wiek osoby ubezpieczanej w chwili zawierania umowy;

* K oznacza liczbe pelnych lat zycia pozostalych ubezpieczonemu;

* ,p, oznacza prawdopodobiefistwo, ze osoba w wieku x przezyje ¢ lat;

* q, oznacza prawdopodobienstwo, ze osoba w wieku x umrze w ciggu ¢ lat.
Bedziemy rozwazaé ubezpieczenia terminowe na okres n lat. Niech t=j-1
dla j e{l,...,n+1} oraz:

* I 2 0 oznacza skladke wptacang przez ubezpieczonego w momencie g dla
1 =0;

* B 20 oznacza $wiadczenie wyptacane w chwili 7, dla kazdego j=2,...,n+1,

kazdego j=1,...,n, o ile dozyt on do tego momentu oraz II

jezeli ubezpieczony umart w okresie (ZH,IJ oraz B =0;
* G, 20 oznacza S$wiadczenie wyptacane w chwili 7, dla kazdego j=2,...,n+1,
o ile ubezpieczony dozyt do tego momentu oraz G, =0.
Sktadki netto sg tak obliczone, aby EV =0, dlatego nieréwno$¢ (5) uprasz-
cza sie do postaci

EAV > ]2 (s)LZ(f) . (11)

22 Ibidem.
23 Por. np. L. Gajek, K. Ostaszewski, Financial Risk Management for Pension Plans, Else-
vier, Amsterdam 2004.
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Dolne ograniczenie EAV jest tu iloczynem dwéch wielkosci — Lz(s), zaleznej
jedynie od struktury produktu, oraz I? (f ), zaleznej od zmian st6p procentowych.

Twierdzenie 3.1. Dla produktu ze strumieniem sktadek {H/} oraz strumie-
niami $wiadczen {B/.} oraz {Gi} zachodzi wzér

LZ(S)Z\/ni((Hf_Gi)z Vi P BV P, 'qx+i—2) : (12)

j=1
Dowdd. Zauwazmy, ze dla kazdego j=1,...,n+1 mamy

Hl.v/. —G].vl., j—1<K+1, 13)
s =
! —B/.v]., j—1=K+1.

Wowczas

2

Es?

(H].vl.—Gl.vi.)zP(j—l<K+1)+(—Bl.vl.) P(j-1=K+1)

(H/V;' - G/‘Vj )2 bt (_B/'V/ )2 D2 Pe b

dla kazdego j=1,...,n+1. Po zastosowaniu powyzszych obliczen do wzoru

n+l
r (s)= ’zESf otrzymujemy teze. |
j=1

3.1. Terminowe ubezpieczenie na zycie ptatne na koniec roku smierci

W tego typu ubezpieczeniu $wiadczenie jest wyptacane na koniec roku $mierci
ubezpieczonego, jezeli umrze on w okresie objetym umowa.

Whiosek 3.1. Jezeli I” (f ) < M dla pewnej liczby M > 0, to dla opisanego wyzej
ubezpieczenia zachodzi nieréwnosé

N 2,2 2 .2
EAV 2-M \/Z P, (Hl_vj +B v, ~qx+l__1) : (14)

j=1

Dowdd. Skorzystamy z twierdzenia 3.1 z zerowym strumieniem {G}_} . Wtedy
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I
—_
w
N—
1

2,2 2,2
HI i 11px+Bivi .i*pr.qu*Z)

=

n+l

2.2
\/2 v, '/—1px+Z;4B;' VitiaPo 4y,
i

N

=

1
n
2,2, 2,2
H 1Py + ZB,‘+1V;+1 VP D
j=1

2,2
\/ 1P, ( +B/+1V/+1 'qx+,‘—1)'
i=1

Z zalozenia i nieréwnosci (11) wynika teza. [ ]
Szczegblnym przypadkiem rozwazanego produktu ubezpieczeniowego jest
kontrakt ze statymi sktadkami.
Whiosek 3.2. Zat6zmy, ze =11, dla j=2,...,noraz Il =0.Jezeli I’ (f) <M
dla pewnej liczby M > 0, to dla terminowego ubezpieczenia na zycie ze statymi

sktadkami zachodzi nieré6wno$¢

n ?B.+v.+~.fp q...
EAV=-M [¥ p DX N v+ B v

1P zn " i i1Vir Dot
j= e
j=1 "] 1—1px

Dowdéd. Skoro Z:_:Esl, =0, to

l_[l + zz(nlvi ’ i—lp BI j - Zp qx+/ 2) Bn+lvn+1 ) n—lpx .qx+n—1 =0.
j=

Z powyzszego rOwnania mamy, ze

"B
= z,:1 Vi o Py D
1 zn :
j:lvi ' i—lpx

Po wstawieniu powyzszego wzoru do nieréwnosci (14) otrzymujemy teze. H®

3.2. Ubezpieczenie na dozycie

W ubezpieczeniu na dozycie $wiadczenie w wysokoséci G | jednostek pie-
nieznych jest wyplacane na koniec roku 7, o ile ubezpieczony przezyt n lat.
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Whiosek 3.3. Jezeli I” (f) < M dla pewnej liczby M >0, to dla ubezpieczenia
na dozycie zachodzi nieréwnosé

EAV > —M\/z v p+G vi - b, . (15)
j=1

Dowdd. Skorzystamy z twierdzenia 3.1 z zerowym strumieniem {B},} oraz takim
strumieniem {Gi }, ze G =0 dla j<n+1. Wtedy

LZ(S)z\/ﬁ((Hj_Gi)ZVf.ilpx)z\/znz LA 2 R 2

j=1 j=1

Z zalozenia i nieréwnoS$ci (11) wynika teza. [ ]
Ponownie dla statych sktadek uzyskujemy szczegélny przypadek powyzszego
wyniku.
Whniosek 3.4. Zal6zmy, ze =11, dla j=2,...,n oraz I1_ =0.Jezeli I’ (f) <M
dla pewnej liczby M >0, to dla ubezpieczenia na dozycie ze stalymi sktadkami
zachodzi nieréwno$é

G
EAVZ—M M ZV ,1p + n+1 n+1 npx‘

J—liilp =

Dowdd. Skorzystamy z réwnania Z:l Es = 0 w celu obliczenia IT,. Mamy:

ZH1V,' Py _Gn+1vn+1 WP = 0.

j=1
Stad

1 2 GV P

1 Zn '
j=1 Vi ' /'—lp x
Po zastosowaniu powyzszego wzoru w nieréwnosci (15) otrzymujemy teze. ®
3.3. Ubezpieczenie na zycie i dozycie
Ten typ ubezpieczenia jest polaczeniem dwéch poprzednich. Swiadczenie jest

wypltacane na koniec roku $mierci, jezeli ubezpieczony umrze w ciagu n lat ob-
jetych umowa, lub na koniec roku #, jezeli ubezpieczony przezyje ten okres.
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Whiosek 3.5. Jezeli I* (f ) < M dla pewnej liczby M > 0, to dla ubezpieczenia
na zycie i dozycie zachodzi nieréwnosc

EAV > —M\/Z D, (H2v2 +B v qxﬂ__1)+c;2 P, (16)
j=1

n+l n+1 n

Dowdd. Skorzystamy z twierdzenia 3.1 z takim strumieniem {Gj}, ze G =0
dla j<n+1. Wtedy

n+l
LZ(S) = \/ZHZ ; ]lp +Gn+1 n+l npx+zB2 2 lsz'qx+j—2

j=1

j=1

n
_ 2,2 2 .2 2 2
- '\/2 j-1 px (H]V] + Bj+1vj+1 qx+j—1) + GrH—ler—l n px :

j=1

n
_ 2.2 2
- \/ZH/'V/' i—lp Gn+1 n+l npx+2 j+1 ,+1 ,1p qxﬂl

Z zatozenia i nieréwnosci (11) wynika teza. [ ]

Podobnie jak dla poprzednich kontraktéw ubezpieczeniowych, w przypadku
stalych sktadek mamy szczeg6lnag wersje nieréwnosci immunizacyjne;j.
Wnhniosek 3.6. Zal6zmy, ze H/ =11, dla j=2,...,n oraz n =0. Jezeli I? (f) <M

dla pewnej liczby M > 0, to dla ubezpieczenia na zycie i dozycie ze statymi sktad-
kami zachodzi nieré6wno$¢

2

n
Z_B.v.-.p~q,+Gv~p
> j=1""j+1 j+1 j-14"x x+j-1 n+tl n+l ntx n 2
EAV > -M 5 AR
],=1V].'pr

N[ =

2 2

Z +1 ]+1 j- lp qx+/ 1 Gn+lvn+1 ' npx
. P . n+l
Dowdd. Skorzystamy z réwnania Z ,Es; =0. Mamy
j=
n+l

anv; Py~ 2 iVi i—2px'qx+;'-z_G Vor =0.

n+l" n+l npx

Z powyzszego rOwnania mamy, ze
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n
I = ijlBj+lvj+1 ’ j—lpx .qxﬂ’—l +Gn+lvn+1 ' npx

1 zn
V...
j=1"j ]—lpx

Po wstawieniu powyzszego wzoru do nieréwnosci (16) otrzymujemy teze. H

3.4. Odroczone terminowe ubezpieczenie na zycie

Niech 1<m<n. W tego typu ubezpieczeniu $wiadczenie jest wyptacane
na koniec roku $mierci ubezpieczonego, jednak nie wcze$niej niz m lat od
chwili zawarcia umowy.

Whiosek 3.7. Jezeli Lz(f) <M dla pewnej liczby M >0, to dla opisanego
wyzej ubezpieczenia zachodzi nier6wnosé

n

2.2 " 22
EAVZ_M\/ZH/'V/' Pt Z B,‘V,‘ RV M (17)

j=1 j=m+l

Dowdd. Skorzystamy z twierdzenia 3.1 z zerowym strumieniem {Gi} oraz takim
strumieniem {B}.}, ze B,=0 dla j <m. Wtedy

£(s)

n+l
[l e )

=1

n n+l
2.2 2.2
\/ZH/V,‘ Pt Z B/ Vit 2P 9o

j=1 j=m+1

Z zalozenia i nieréwnosci (11) wynika teza. [ |
Szczegblnym przypadkiem rozwazanego produktu ubezpieczeniowego jest
kontrakt, w ktérym sktadki sg ptacone tylko przez pierwsze m lat oraz sg stale.
Whniosek 3.8. Zatézmy, ze 1'[]. =II, dla j=2,.,m oraz 1'[/_ =0 dla
j=m+1,..,n+1.Jezeli I’ (f) <M dla pewnej liczby M >0, to dla terminowego
ubezpieczenia na zycie ze stalymi sktadkami zachodzi nier6wnos¢

2

n+l
E Buv. - p.-q m n+l
j=ml o j2Ex Txkj-2 2 2,2
EAV 2-M E vie Pt E B]_ Vi P,
j=1

2V
j=1"j J’*lpx

j=m+1
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m n+l
Dowdd. Skoro ZZIIESI. =0, to EHIVI. Y Bl.v]. ol = 0.
j=1

j=m+l

Z powyzszego rOwnania mamy, ze

ZVHI B
0 = Sz 7Y 2P i
1 zm :
j=1 V/' ' iflp x

Po wstawieniu powyzszego wzoru do nieréwnosci (17) otrzymujemy teze. ®

3.5. Renta terminowa ptatna z dotu

Ten typ ubezpieczenia rentowego gwarantuje wyptate $wiadczenia na koniec
kazdego roku do $mierci ubezpieczonego, jednak nie dtuzej niz przez n lat.

Whiosek 3.9. Jezeli I (f) <M dla pewnej liczby M >0, to dla opisanego
wyzej ubezpieczenia rentowego zachodzi nieréwnosé

2 N 2 2 2 2
EAVZ—M\/HIJrZ(H/.—Gi) Ve p +GIV (18)

n+l n+l n
j=2

Dowdd. Teza wynika z zatozenia, nieréwnosci (11) oraz twierdzenia 3.1 z zero-
wym strumieniem {Bi}. Istotnie,

£(s)

\/f(nf - Gz‘)z viap,

j=1

n 2
Jnf+z(nf—6,) Vo p Gl
j=2

|
Szczegblnym przypadkiem terminowego ubezpieczenia rentowego jest renta
o statych wyptatach kupiona za jednorazowg sktadke netto (JSN).
Whniosek 3.10. Zat6zmy, ze I1.=0 dla j=2,...,n+1 oraz G =G dla
j=2,...,n+1. Jezeli I/ (f ) <M dla pewnej liczby M >0, to dla renty terminowej
ze stalymi wyplatami zachodzi nieré6wnosé

2
n+l n+l
EAV >2-MG [Zv}.'i_lpx] +Zv}.2'l._1px'
j=2 j=2
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Dowdd. Jednorazowa sktadka netto w tym ubezpieczeniu wynosi

n+l
JSN=GY v p.. (19)

j=2

Dla JSN i stalego strumienia $wiadczen nieréwno$¢ (18) przyjmuje postac

n+l
2 2 2
EAVZ—M\/JSN +G YV ..

j=2

Po wstawieniu wzoru (19) do powyzszej nieréwnosci otrzymujemy teze. ]

3.6. Odroczona renta terminowa

Ten typ ubezpieczenia rentowego gwarantuje wyplate $wiadczenia na koniec
kazdego roku do $mierci ubezpieczonego, jednak nie wczesniej niz m lat od
momentu zakupu polisy i nie dtuzej niz przez n—m lat.

Whniosek 3.11. Jezeli Lz(f ) <M dla pewnej liczby M >0, to dla opisanego
wyzej ubezpieczenia rentowego zachodzi nieréwnosé

n+l

EAV>-M \/i(nivi )2 pt 2 (-G )2 Vb, (20)

j=1 j=m+1

Dowdd. Skorzystamy z twierdzenia 3.1 z zerowym strumieniem {B]_} oraz stru-
mieniem {G/_}, dla ktérego G =0 dla j<m. Wtedy

n+l
r (s) \/Z(Hi -G, )2 Vi D,

j=1

/

Teza wynika z zalozenia i nieréwnosci (11). [ ]

n+l

(H,‘V,‘)z TPt Z (H;‘ _G/)Z V,‘z by

j=m+l

M=

1l
—_

Szczegblnym przypadkiem rozwazanego ubezpieczenia rentowego jest takie
ubezpieczenie, w ktérym sktadki sg stale i ptacone przez pierwsze m lat trwania
polisy oraz $§wiadczenia wyptacane ubezpieczonemu sg statle.

Whniosek 3.12. Zal6zmy, ze =1 dla j=2,...,m oraz I, =0 dla
j=m+l,...,n+1 oraz G =G dla j=m+1,...,n+1. Jezeli Lz(f) <M dla pewnej
liczby M >0, to dla odroczonej renty terminowej ze statymi wyptatami zachodzi
nieré6wnos¢
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2n+1

n+l
j=m+l ] llp
= ZV Pt 2V
2171 e 1p j=1 j=m+l1

Dowdd. Z zalozonego warunku EV =0 mamy, ze

EAV >2-MG

m n+l

Stad
n+l
Zi:m-ﬂ V;' ) /'—lpx
m
2/=1Vi ' pr

Po skorzystaniu z zatozen i powyzszych obliczen nieréwnos$é (20) przyjmuje

=G

postad
n+l
2/ m+1 l Ilp 2 <
EAV>-M || G=— L == Zv Db, +G ZV
Z]_l i /1p j=1 j=m+1
Po przeksztalceniach otrzymujemy teze. [

4. Nierébwnosci immunizacyjne a praktyka ubezpieczeniowa

Nieréwnos$ci immunizacyjne mogg by¢ przydatnym narzedziem w zarzadza-
niu ryzykiem stopy procentowej. W szczegdélnosci warto podkresli¢ mozliwosci ich
stosowania w $wietle regulacji prawnych dotyczacych wyptacalnosci zaktadéw
ubezpieczen. Zgodnie z dyrektywa Solvency 11, firmy ubezpieczeniowe moga
konstruowa¢ modele wewnetrzne do obliczania kapitalowego wymogu wypta-
calno$ci. Ograniczenia immunizacyjne moga by¢ w nich uzyte bezpos$rednio.

W przeciwienstwie do wielu znanych w literaturze miar ryzyka stopy procen-
towej, miara L (s) mierzy ryzyko w jednostce pienieznej. W konsekwencji takze
dolne ograniczenie wynikajace z nieréwnosci (11) jest wyrazone w jednostce
pienieznej. Wyniki zaprezentowane w punktach drugim i trzecim pozwalajag
w relatywnie prosty sposéb obliczaé konkretne wartosci tego ograniczenia w przy-
padku produktéw ubezpieczen zyciowych w trzech modelach stép procentowych.
Moga one znalez¢ zastosowanie m.in. w budowaniu buforéw kapitatowych dla
ubezpieczycieli zyciowych.
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5. Podsumowanie

W pracy badano zastosowanie $redniokwadratowej nieréwnos$ci immuni-
zacyjnej, udowodnionej w pracy L. Gajka i E. Krajewskiej?*, dla portfela ubez-
pieczen zyciowych. W przypadku finansowania netto nieré6wnos¢ ta ma postaé
faktorialng, tzn. jej prawa strona jest iloczynem, w ktérym kazdy z czynnikéw
zalezy tylko od jednego rodzaju ryzyka — zwigzanego albo ze zmienno$cig stop
procentowych, albo ze strukturg portfela. Czynnik zalezny od struktury port-
fela, I’ (s) moze by¢ traktowany jako miara ryzyka stopy procentowej portfela
ubezpieczyciela. Wz6r (12) podany w punkcie trzecim niniejszego artykutu po-
zwala w prosty sposéb obliczy¢ jej warto$é dla portfeli ztozonych z produktéw
ubezpieczen zyciowych. Dla niektérych produktéw, m.in. terminowego ubez-
pieczenia na zycie i dozycie oraz renty terminowej, podano szczegdlne postacie
$redniokwadratowej nieréwnos$ci immunizacyjnej.

Zaprezentowane w pracy wyniki pokazuja, ze nieréwno$c¢ (5) oraz wynika-
jaca z niej miara L’ (s) mogg by¢ przydatne zaréwno w teorii, jak i w praktyce
ubezpieczeniowe].
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Interest rate risk immunisation for life insurers

Summary

This paper investigates some applications of immunisation inequality introduced
by Gajek, Krajewska (2013) for life insurers’ portfolios. When net insurance premiums
are considered, a lower bound given by this inequality is a product of two terms. One of
them, I* (s) might be treated as a measure of interest rate risk. In the paper, formulas
for I (s) are given for life insurance products, such as term life insurance, pure en-
dowment, temporary life annuity.
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