Monika Kosko

Wydzial Informatyki i Ekonomii
Wyzsza Szkota Informatyki i Ekonomii w Olsztynie

MARTA KWIECIEN, JOANNA STEMPINSKA

Wydzial Matematyki i Informatyki
Uniwersytet Warminsko-Mazurski w Olsztynie

Identyfikacja punktéw zwrotnych
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z wykorzystaniem modeli Markowa

1. Wstep

Lanicuch Markowa jest procesem stochastycznym, ktérego biezacy stan jest
uzalezniony wylacznie od stanu poprzedniego tego procesu. Modele budowane
na idei tancuchéw Markowa sg stosowane do modelowania proceséw, ktére
charakteryzujg sie¢ pewnymi okresami (stanami), a zachowanie si¢ tych proceséw
jest opisywane za pomocg prawdopodobienstwa przej$cia z jednego stanu do
drugiego. Cykliczne fluktuacje zjawisk ekonomicznych moga by¢ przedmiotem
analizy przy zastosowaniu modeli przetacznikowych Markowa, ktére pozwa-
laja na modelowanie gwaltownych i stopniowych zmian pozioméw zmiennych
ekonomicznych, co objawia si¢ zmiang parametru modelu przetagcznikowego
jednoczeénie ze zmiang stanu. Fazy cyklu koniunkturalnego mozna traktowaé
wlasnie jako takie okresy, ktore w terminologii tancuchéw Markowa nazywa
sie stanami lub rezimami. Zadaniem modeli opartych na tancuchu Markowa
jest identyfikacja standw, ich charakterystyka oraz charakterystyka momentéw
przejs$cia pomiedzy stanami.

Artykut prezentuje podstawowe pojecia zwigzane z cyklem koniunkturalnym,
opisuje idee modeli przelgcznikowych typu Markowa (MS) oraz przedstawia
probe identyfikacji faz cykli koniunkturalnych na podstawie szeregéw produktu
krajowego brutto dla wybranych krajow.
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2. Cykl koniunkturalny oraz punkty zwrotne cyklu

Zmienne makroekonomiczne uzywane do opisu aktywnosci gospodarczej
podlegaja nieustannym fluktuacjom. Pomimo iz intensywno$¢ zmian w kolejnych
okresach charakteryzuje sie r6znym nasileniem, mozna zauwazy¢, ze podlegaja
one pewnym prawidlowosciom cyklicznym. W gospodarkach wolnorynkowych
obserwuje sie nieréwnomierny wzrost gospodarczy, ktéry odznacza sie waha-
niami wielko$ci produkcji (realnego PKB') wokét dtugookresowego trendu
wzrostu gospodarczego. Odchylenia od trendu powtarzajg si¢ cyklicznie i moga
mie¢ fagodny lub bardziej gwaltowny przebieg. Powtarzalno$¢ wahan powoduje,
ze mozna zaobserwowaé wystepowanie w nich pewnych regularnosci, zwanych
cyklami koniunkturalnymi?. Wyréznia sie cztery podstawowe fazy cyklu3:

1) kryzys (lub recesje w zaleznosci od skali spadku produkcji),

2) depresje (lub dno kryzysu),

3) ozywienie gospodarcze,

4) wysoka koniunkture, zwang tez rozkwitem gospodarczym (lub ekspansja).

Istotnym pojeciem w teorii cykli gospodarczych sg tzw. punkty zwrotne, czyli
momenty, w ktérych wielko$¢ produkcji osigga ekstremum lokalne*. Badanie
punktéw zwrotnych jest bardzo wazne ze wzgledu na powigzania wielkos$ci
produkcji z innymi procesami w gospodarce. W tym celu obserwuje sie zmienne
ekonomiczne, ktére podlegajg wahaniom wcze$niej lub w tym samym czasie co
wielko$¢ produkcji. Sg to zmienne ekonomiczne o tzw. pro- lub antycyklicznym
przebiegu.

1 Produkt krajowy brutto (PKB) — stanowi miare wielko$ci produkcji wytworzonej przez
czynniki wytworcze zlokalizowane na terytorium danego kraju, niezaleznie od tego, kto jest
ich wlascicielem. Wskaznik PKB uwazany jest za miernik potencjalu danej gospodarki, na-
tomiast PKB w przeliczeniu na 1 mieszkanca wskazuje na poziom zycia i zadowolenia prze-
cietnego mieszkanca danego kraju.

2 Za tzw. definicje klasyczng cyklu koniunkturalnego uznaje sie nastepujgca mysl
A.F. Burnsa i W.C. Mitchella: ,Cykle koniunkturalne sa pewnego rodzaju fluktuacjami ob-
serwowanymi w ogélnej dziatalnosci gospodarczej narodéw, ktére organizujg swoja prace
gléwnie w formie przedsigbiorstw obliczonych na zysk. Cykl sktada si¢ z wystepujacej mniej
wiecej w tym samym czasie w licznych dziedzinach dzialalnosci gospodarczej ekspansji,
po ktorej nastepuje podobnie powszechna recesja, okres kurczenia sie dzialalno$ci i potem
ozywienia przechodzacego w faze ekspansji kolejnego cyklu; ta sekwencja zmian powtarza
sig, ale nie periodycznie - pod wzgledem dtugosci cykle koniunkturalne wahajg sie od ponad
jednego roku do 10 lub 12 lat”. A.F. Burns, W.C. Mitchell, Measuring Business Cycles, NBER,
New York 1946.

3 M. Nasitowski, System rynkowy, Wydawnictwo Key Text, Warszawa 2001, s. 379.

4 Maksimum bgdZ minimum na wykresie cyklu.
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W rozwinietych gospodarkach wolnorynkowych w drugiej polowie XX w.
pojawily sie czynniki stabilizujgce koniunkture gospodarcza, takie jak szybki po-
step technologiczny, szybko$¢ przeplywu informacji, wzrost wydatkéw na dobra
konsumpcyjne, stosunkowo tatwa dostepnosé kredytu, polityka stabilizacyjna.
Powyzsze czynniki powodujg, ze zmniejsza si¢ amplituda wahan — wydtuza sie
faza ekspansji, a faza recesji ulega skroceniu. Na skutek tego cykl traci swojg
regularnosé, a miejsce klasycznych cykli gospodarczych (8-10 lat) zaczely zaj-
mowac cykle krotsze (3—4 lata). Na cykl w danym kraju oddziatuje réwniez wiele
czynnikéw zewnetrznych, tj. np. przeptyw kapitatéw, zmiany kurséw walut,
polityka handlowa, zmiany technologiczne, kleski zywiolowe oraz wahania
cen surowcow. Pomimo ostabienia regularnosci cyklu nie moze byé¢ on wyeli-
minowany catkowicie, poniewaz jest nieodtagczng cechg gospodarki rynkowe;.
Zagadnieniem podziatu cyklu koniunkturalnego zajmowato sie wielu autoréw.
W literaturze czesto spotyka sie koncepcje cyklu czterofazowego, ale mozna
réwniez spotkac¢ koncepcje dwufazowego lub tréjfazowego podziatu cyklu.
W koncepcji tréjfazowej M.K. Evansa’® kryterium wyznaczania faz cyklu stanowi
relacja rzeczywistego tempa wzrostu do trendu. W pierwszej fazie wystepuje
wzrost w tempie wyzszym, niz wynika to z trendu, w fazie drugiej w tempie
zblizonym do trendu, natomiast w fazie trzeciej (w fazie spadku) w tempie
nizszym od trendu.

3. tancuch Markowa. Przetgcznikowy model typu Markowa (MS)

Lanicuch Markowa® jest procesem stochastycznym, w ktérym zachowanie
procesu w okresie biezacym ¢ zalezy wylacznie od jego zachowania w okresie
poprzednim ¢—1. Przy zalozeniu, Ze proces ten moze przyjmowac pewne stany
S8y 508, prawdopodobienistwa warunkowe przejscia tego procesu ze stanu
i do stanu j w jednym kroku mozna zapisa¢ w postaci:

P(st:j

s, =1 ) =p, (t) , (D

dla i,je { 1,2,...,7},

5 M.K. Evans, Macroeconomic activity. Theory forecasting and control, New York 1970.
6 Nazwa fancuchy Markowa pochodzi od nazwiska rosyjskiego matematyka A. Markowa
(1856-1922), ktéry w 1906 1. zapoczatkowat badania nad tymi procesami.
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woéwczas proces ten nazywa sie tancuchem Markowa I rzedu, przy zalozeniu
p; >0 . Warto$¢ r okresla liczbe stanéw (rezimoéw) tancucha s € { 1,2,...,1’} .
W badaniach nad cyklem koniunkturalnym stany tancucha Markowa sg zwykle
odpowiednikami faz cyklu koniunkturalnego.

Prawdopodobienstwa warunkowe p; (t) jednorodnego” tanicucha Markowa
tworzg macierz prawdopodobiefistw przejScia P o wymiarach » x r.

Dla ergodycznego?® taficucha Markowa mozna wyznaczy¢ tzw. oczekiwany
czas powrotu do stanu i ze wzoru postaci:

N1
m(z) = 2)
pii
oraz tzw. oczekiwany czas trwania tafcucha w i-tym stanie, ktéry dany jest
nastepujacym wzorem:

d(i)=—1—. 3)
I-p ii
Na podstawie makrodanych (danych zagregowanych do postaci obserwo-
wanych zmian struktury wedlug stanéw) mozemy zatozy¢, ze Y, (l‘) sg ocenami
nieznanych prawdopodobienistw dla i e { 1,2,...,1*} . Dla ocen parametréw
tancucha Markowa jest wykorzystywana zalezno$¢ jednorodnego tancucha
Markowa wyrazona wzorem:

Y=Y P, “)

gdzie macierz P jest macierzg prawdopodobienstw przejscia.
Zalezno$¢ (4) mozna traktowaé jako model ekonometryczny postaci®:

i (Z)zz;yi (t=1)p,+u, (1) )

przy czym: Zy yi(t)zl,

i=1

7 Lancuch Markowa jest jednorodny, jezeli prawdopodobiefistwa przej$cia procesu mie-
dzy stanami w jednym kroku p;(#) sa stale w czasie i niezalezne od czasu trwania procesu.

8 FLancuch Markowa jest ergodyczny, jezeli w dlugim okresie czasu prawdopodobienstwa
p;; dlakazdej pary i, j sa zbiezne do wartosci prawdopodobiefistwa bezwarunkowego T (nie-
zaleznie od czasu).

9 J. Stawicki, Wykorzystanie taricuchéw Markowa w analizie rynkéw kapitatowych, Wy-
dawnictwo UMK, Torun 2004, s. 28.
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gdzie parametrami strukturalnymi sg nieznane prawdopodobiefnstwa przej$cia
pidla i,je { 1,2,...,7} niezalezne od czasu ¢ i spelniajace warunki: p,20 oraz
2;1 p,=1, dla macierzy P = [pil. ]i,je{l,Z,u.,r) .
Oszacowane wartosci p;; — parametrow strukturalnych modelu (5) - pokazuja
prawdopodobienistwa przej$cia tancucha pomiedzy stanami, ktore sg z géry
okreslone warto$ciowo. Przelgcznikowe modele typu Markowa stanowig bardziej
rozbudowang strukture opisujgcg zachowanie sie badanego procesu, opartg
na idei tancuchéw Markowa, ktéra nie wymaga tego, aby stany byly okreslone.
Jednym z zatozen modeli przetacznikowych jest to, ze stany nie sg bezposrednio
obserwowalne. Estymacja modelu przetgcznikowego typu Markowa pozwala
na wyznaczenie warto$ci wybranych parametréw procesu w danym stanie (Srednia,
stala modelu, odchylenie standardowe) oraz wyznaczenie prawdopodobienstw
znalezienia sie procesu w stanie w danym momencie w czasie.
Jednoréwnaniowy przelagcznikowy model typu Markowa MS (Markov switch-
ing) dla szeregu czasowego v, z rzedem opdznienia p oraz liczbg stanéw r dany
jest wzorem:

Y, —u(st) =aq, (yt_1 —y(sz_l))+...+ap (yt_p —,u(sl_l))+£z 6)
e, ~ NID(0,0°(s,)).

gdzie:

o, ,...,ap — parametry autoregresji,
a, (sl) - wyraz wolny,

u — warto$¢ oczekiwana procesu Y,

0’ — wariancja sktadnika losowego modelu danego wzorem (6),

a, (st), M(S,): o’ (st) — parametry podlegajace przetaczeniom miedzy stanami.
Elementy zbioru {sl,sz,...,sr} sg realizacjami nieobserwowalnej zmiennej S,
ktéra posiada wtasno$¢ Markowa I rzedu, co mozna zapisa¢ wzorem (1). Prawdo-
podobienistwa p, (t) tworzg macierz prawdopodobienstw przejscia P. Zgodnie
z zalozeniami koncepcji modeli przetacznikowych stan s, w momencie 7 nie jest
bezposrednio obserwowalny. Nieobserwowalnym procesem, ktéry przetacza
sie miedzy r stanami zgodnie z procesem Markowa I rzedu, jest w zaleznosci
od rodzaju modelu warto$¢ oczekiwana “,, stata o, lub wariancja sktadnika
losowego 0'82, mozliwe sg tez rOwnoczesne przelgczenia parametréw miedzy
Stanami.
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4. Zastosowanie przetgcznikowego modelu typu Markowa (MS)
w analizie i prognozowaniu cyklu koniunkturalnego

W niniejszym artykule wykorzystano strukture tanicuchéw modeli przetacz-
nikowych do okreslenia faz oraz punktéw zwrotnych cykli koniunkturalnych
wybranych krajow oraz zaprognozowania punktéw zwrotnych cyklu na podsta-
wie szeregdw PKB. W czesci artykutu dotyczacej opracowania empirycznego
przedstawiono przyklad zastosowania modeli przetacznikowych typu Markowa
(MS). W badaniu wykorzystano jako miare aktywnosSci gospodarczej szeregi
PKB w ujeciu kwartalnym. Dane pochodza z okresu od I kwartalu 1960r. do
IT kwartatu 2014 r. w zaleznos$ci od analizowanego kraju. Z uwagi na potrzebe
uzywania dlugich szeregéw obserwacji do badania wykorzystano dane z naj-
dtuzszych dostepnych okreséw, stad czesto sg one rézne dla réznych panstw.
Analizg objeto nastepujace kraje: 1) kraje cztonkowskie strefy euro: Austrie,
Belgie, Finlandie, Francje, Hiszpani¢, Holandig, Irlandi¢, Luksemburg, Niemcy,
Wilochy, Stowenig, oraz 2) Polske, Czechy, Estonie, Stowacje, Wegry, Wielkg
Brytanie, Danie, Norwegie, Portugalie, Szwecje, Szwajcarie, Turcje i Rosje.
W celu sprowadzenia szeregéw do stacjonarno$ci wyznaczono logarytmiczne
stopy zwrotu'® R, .

Model przelacznikowy typu Markowa (MS) nie wymaga warto$ciowego okre-
Slenia stanéw, poniewaz stany te podlegajg estymacji co do parametréw takich
jak warto$¢ oczekiwana czy odchylenie standardowe procesu w danym stanie.
Dla szeregéw stop zwrotu PKB analizowanych panstw (LN_RPKB) oszacowano
modele przetacznikowe z dwoma stanami MSMH (2)'! oraz modele przetgcz-
nikowe z trzema stanami MSMH (3). Model MSMH (2) zaktada podziat cyklu
na dwie fazy — ekspansji i recesji. Model z trzema stanami MSMH (3) z jedno-
czesnym przelaczeniem procesu w $redniej i odchyleniu standardowym dzieli
cykl na trzy fazy: tagodnego wzrostu, spadku oraz silnego wzrostu PKB. Wyniki
estymacji wybranych modeli przedstawiono w tabelach 1 i 2. Modele te zostaly
wybrane jako przyktady modeli odpowiednio z dwoma i trzema stanami, majace
najlepsze kryteria informacyjne oraz najwyzsze prawdopodobienstwa pozosta-
wania procesu w stanach.

10 Logarytmiczna stopa zwrotu dana jest wzorem InR, , = ln(PKBl )—ln(PKBH).
11 Przeprowadzono estymacj¢ dla modeli z przetaczeniem w $redniej oraz w odchyleniu
standardowym, wyboru modelu dokonano na podstawie warto$ci wspétczynnika logarytmu

najwiekszej wiarygodnosci log L.
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Wybrane modele przedstawione w tabelach 1 i 2 majg stosunkowo wysokie
warto$ci prawdopodobiefistw pozostania procesu w stanie ( p, ), co pokazuje, ze
wyréznione stany mozna traktowac jak stosunkowo trwate okresy, ktére moga
reprezentowaé fazy cyklu koniunkturalnego.

Wyniki estymacji modeli MSMH (2) pokazuja, ze w fazie ekspansji odchylenia
standardowe ksztaltujg sie na wyzszym poziomie w poréwnaniu z odchyleniami
standardowymi w fazie recesji. Przyktadowo, dla Estonii $rednia stopa zwrotu
PKB w fazie wzrostu wynosi 0,69%, odchylenie standardowe — 2,54%, natomiast
w fazie spadku $rednia ta wynosi —0,02%, odchylenie standardowe - 0,29%.

Do bardziej szczegbétowego oméwienia wybrano model MSMH (3) dla Polski
z uwagi na wyzsza warto$¢ wskaznika najwickszej wiarygodnosci logL. Wyniki
w tabeli 1 dla modelu MSMH (3) pokazuja, ze:

* stan 1 to stan tagodnego spadku PKB ($rednia wynosi —0,04%) oraz stosun-
kowo niewielkiego zréznicowania (odchylenie standardowe wynosi 0,11%);

* stan 2 to stan silnego wzrostu PKB (Srednia wynosi 0,35%) oraz zwickszonego
zréznicowania (odchylenie standardowe wynosi 0,28%);

* stan 3 to stan silnego spadku PKB ($rednia wynosi —-0,45%) oraz zwigkszo-
nego zréznicowania (odchylenie standardowe wynosi 0,26%);

Wielkosci prawdopodobienstw przej$cia pomiedzy stanami taficucha modelu
MSMH (3) pokazuja, ze:

* proces, bedac w stanie 1, w kolejnym kwartale pozostanie w nim z prawdo-
podobiefistwem p =0,7970 lub przejdzie do stanu 3 z prawdopodobieii-
stwem p, =0,2030;

* proces, bedgc w stanie 2, w kolejnym kwartale pozostanie w nim z prawdo-
podobiefstwem p,, =0,8065 lub przejdzie do stanu 1 z prawdopodobien-
stwem p,, =0,1935;

* proces, bedac w stanie 3, w kolejnym kwartale pozostanie w nim z prawdo-
podobienstwem p,, =0,7223 lub przejdzie do stanu 2 z prawdopodobien-
stwem p,, =0,2769.

Wykres 1 prezentuje szereg polskiego PKB, szereg stop zwrotu PKB oraz
linie pokazujaca, w ktérym ze stanéw w danym momencie znajduje si¢ szereg
stop zwrotu PKB (LN_RPKB), na podstawie modelu MSMH (3).
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Analizujac wielkosci $redniego oczekiwanego czasu trwania procesu w trzech
stanach na podstawie modelu MSMH (3), mozna zauwazy¢, ze:
— proces w 1 stanie przebywat $rednio 4,93 kwartalu (d, = 4,93);
— proces w 2 stanie przebywat $rednio 5,17 kwartalu;
— proces w 3 stanie przebywal Srednio 3,61 kwartatu.

W zwigzku z tym mozna wnioskowad, iz proces PKB w 2014r. znajdowat sie
w stanie 2. Po przebywaniu w stanie 2 przez 5 kwartaléw powinien przej$¢ do
stanu 1 (spadek dynamiki PKB), co wynika z analizy macierzy prawdopodobienstw
przej$cia P (tabela 1), ktéra pokazuje, ze proces ze stanu 2 przechodzi do stanu
1- p,, =0,1935. W stanie 1 natomiast proces przebywa $rednio 5 kwartatéw,
po czym powinien przej$¢ do stanu 3 (silny spadek — p,, =0,2030 ). Prognoza
sformutowana na podstawie modelu przetgcznikowego MSMH (3) cyklu koni-
unkturalnego w Polsce pokazuje, ze w III kwartale 2014r. PKB powinno si¢
znalez¢é w stanie 1.

5. Podsumowanie

Artykutl przedstawia metode identyfikacji faz cyklu koniunkturalnego oraz
prognoze punktéw zwrotnych cyklu na podstawie szeregu PKB w okresie od
I kwartatu 1960r. do IT kwartatu 2014 r. Prezentowang metodg sg modele oparte
na ideologii tancuchéw Markowa. Identyfikacja trzech faz cyklu z ich wykorzy-
staniem (recesja, szybki wzrost, umiarkowany wzrost) jest oparta na podziale
fazy cyklu koniunkturalnego prowadzonego przez M.K. Evansa'?. W przypadku
modeli przetagcznikowych typu Markowa (MS) stany nie musza by¢ okreslane,
poniewaz nie sg one bezposrednio obserwowalne, a model szacuje prawdopodo-
bienstwa znalezienia si¢ procesu w stanie w danym momencie. Wybrany model
przelacznikowy MSMH (3) zbudowany dla szeregu polskiego PKB zidentyfikowat
trzy fazy cyklu (fagodny spadek, silny spadek, silny wzrost PKB). Proces w kaz-
dym ze stanéw jest stosunkowo stabilny — model przedstawia wysokie prawdo-
podobiefistwa trwania procesu w stanie. Prognoza punktéw zwrotnych cyklu
na podstawie tego modelu pokazuje, ze w I i IV kwartale 2014 r. proces bedzie
przebywal w stanie 1, nastepnie powinien przej$¢ do stanu 3 oraz w kolejnym
okresie (IT kwartale 2016r.) do stanu 2. W celu rozbudowania struktury modelu
przetacznikowego MS (wieloréwnaniowy model MS-VAR) w kolejnych etapach

12 M.K. Evans, op.cit.
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badan otrzymane wyniki mogg by¢ poszerzone o wyniki uzyskane z modeli MS
dla innych szeregéw makroekonomicznych wykazujacych cechy cyklicznosci.
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Use of the Markov switching models for identification of
turning points in the business cycles of selected countries

Summary: The article presents an example of application of the Markov switching
models (MS) to identify phases and turning points in the business cycles of selected
countries, including Poland. Models are calculated on the basis of GDP series. The
Markov switching models constitute a more developed structure of Markov chains.
In the MS models it is not necessary to determine states (regimes), because they are
unobservable. However, based on the value of the transition probabilities between
the states, moments of transition between states and the time of being in the states
can be predicted. With regard to business cycles, the states of the process match the
phases of the business cycle. The Markov switching model identifies these states and
allows to calculate the most important statistic values such as the mean and variance
(in states) and to forecast turning points of business cycles.

Keywords: business cycle, turning points of business cycle, Markov chains, Markov
switching models



