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Stochastyczne modelowanie intensywnosci zgonow
na przyktadzie Polski

Streszczenie

W artykule zostang przedstawione rozne sposoby stochastycznego modelowania pol-
skiej intensywnodci zgonow. Zaprezentowane zostang dwa, popularne w ostatnich latach
podejscia: model Lee-Cartera oraz model Renshaw-Habermana. Za pomocg powyzszych
modeli mozna uchwycic efekt starzenia sie populacji zwigzany zarowno z latami kalenda-
rzowymi, jak i z generacjq (kohortg), do ktérej nalezg badane osoby. Zaletq tych modeli
jest rowniez moZliwosé ekstrapolacji poszczegolnych oszacowanych sktadnikow. Pozwala to
na stworzenie dla Polski prognoz intensywnosci zgonow. W artykule zostanie réwniez za-
prezentowane porownanie powyzszych modeli oszacowanych na podstawie polskich danych
oraz analiza dalszego trwania Zycia. Badania zostaly przeprowadzone dla obu plci.

1. Wstep

W krajach wysoko rozwinietych bardzo wyraznie widaé¢ proces wydluzania sie
wieku obywateli. Z punktu widzenia ludzi (z oczywistych powodéw) jest to zjawi-
sko pozadane, lecz niesie ze soba rowniez wiele probleméw natury spolteczno-gos-
podarczej. Systemy emerytalny oraz stuzby zdrowia wymagaja coraz wiekszych
nakladéw finansowych, aby zapewnié¢ bezpieczenstwo starzejacej sie populacji.
Pienigdze na te cele sa pozyskiwane z obowiazkowych skladek. W tej sytuacji
w naturalny sposéb pojawia sie pytanie: jak okresli¢ wysokos¢ takiej sktadki?
Problem ten jest nierozerwalnie zwiazany z dtugoscia zycia ubezpieczonego, dla-
tego tak istotne jest znalezienie efektywnego (trafnego) sposobu prognozowania
dalszego trwania zycia.

W literaturze mozna znalezé bardzo wiele réznych podejéé do modelowania
umieralnoéci oraz dalszego trwania zycia. Sa to metody zaréwno analityczne,
jak i oparte na tablicach trwania zycia. Do najstarszych i najprostszych metod
analitycznych mozna zaliczy¢ sposoby modelowania umieralnosci zaproponowane
przez de Moivre’a, Weibulla, Gompertza lub Makehama. W modelach tych (dwa
ostatnie) natezenie zgonéw p ma postaé funkcji wyktadniczej:

e prawo de Moivre’a:
1
My = w— t’
e prawo Weibulla:
Mt = A- tn7
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e prawo Gompertza:
e = A- Bt?

e prawo Makehama:
Ht = c + A- Btv

gdzie A, B, C sa parametrami modelu, w jest wiekiem granicznym, t za$ oznacza
czas. Korzenie szacowania umieralnoéci metoda tablic trwania zycia siggaja XVII
wieku. Metoda w pewnym rozszerzeniu jest stosowana do dzisiaj np. przez Gtoéwny
Urzad Statystyczny.

Praca zawiera opis metody prognozowania przecigtnego dalszego trwania zycia
majacej swoje poczatki w pracach Lee i Cartera (LC). Jest to metoda o charak-
terze stochastycznym. Liczba zgondéw jest w tym przypadku modelowana rozkta-
dem Poissona. Model ten, w przeciwienstwie do poprzednich, nie tylko opisuje
spadek umieralnosci zwiazany z wiekiem i rokiem kalendarzowym, ale réwniez
uwzglednia w pewnym stopniu wplyw faktu przynalezenia do konkretnego poko-
lenia (tzw. efekt kohortowy). W dalszej czesci zostanie réwniez oméwiony mo-
del Renshaw-Habermana (RH), ktory jest pewnym rozszerzeniem modelu Lee-
-Cartera.

2. Modele LC i RH oraz ich estymacja

2.1. Dane oraz réwnania bilansujgce

Rozwazamy wspdlczynniki umieralnosci mieszkancéw Polski, bez podziatu na
kobiety i mezczyzn. Wykorzystamy dane o wielkoéci populacji, liczbie zgondéw
oraz urodzen zgromadzone w ,Human Mortality Database”. Przy tworzeniu mo-
delu bierzemy pod uwage dane roczne, poczawszy od 1960 roku. Wprowadzmy
nastepujace oznaczenia: fi;; — intenswnos¢ umieralnosci, P,; — liczba ludno$ci
w wieku x na poczatku roku kalendarzowego t, B; — liczba urodzen w roku t,
D, — liczba zgonéw os6b w wieku x w roku kalendarzowym ¢, I,; — saldo mi-
gracji oséb w wieku x w roku kalendarzowym ¢, ¢t =1,2,..., 7,2 =0, 1, ..., Tax-
Zalézmy, ze natezenie zgonéw jest state w ciggu catego roku kalendarzowego t
oraz saldo emigracji jest rbwnomiernie roztozone (van Imhoff, 1990). Przy tych
zalozeniach rownania bilansowe sg nastepujacej postaci:

Poy = [1 —exp (—po)] - [Br + Log] /1oye,
dla x = 0;

Px,t = Pxfl,tfl - €Xp (_Nx,t) + [1 — exXp (_ﬂz,t)] : Ix,t/#az,ta
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dla 0 < x < Tmax;

mea)ut = [meaxflytfl + PImathfl] - €Xp (7/‘I’xmaX7t) +
+ [1 — eXp (_/’Livmamt)] : Il’rﬂa)ht/uxmaxvt’

dla £ = rmax.
Powyzsze réwnania sa nieliniowe ze wzgledu na pu, dlatego do wyznaczenie
intensywnosci zgonéw wykorzystamy metody numeryczne.

2.2. Klasyczny model Lee-Cartera

Lee oraz Carter w swojej pionierskiej pracy modeluja logarytm rocznego
wspolczynnika umieralnosci mg; (roczny wspélezynniki zgonéw oséb w wieku
x w roku kalendarzowym t) jako nastepujaca funkcje:

ln(mx,t) =y + ﬁm -kt + Exty

gdzie:

®* my; — roczne wspoélczynniki natezenia zgondw,

® «, — $rednie wzgledem czasu poziomy umieralnosci, estymowane w nastepu-
jacy sposob: &, = %;ln(mm),

® ; — opisuje zmiany poziomow umieralnosci w czasie,

e 3, — modyfikacja wartodci k; w zaleznoéci od wieku z,

® &, — niezalezne zmienne losowe o $redniej zero oraz statej wariancji.

Uwzglednia sie réwniez warunki zapewniajace identyfikacje modelu:

Z/ﬂt:(), Zﬁr:l
t T

Lee oraz Carter (1992) w swojej pracy do estymacji parametréw modelu za-
proponowali metode odwotujaca sie do rozktadu wartosci osobliwych macierzy
(SVD). Minusem tej oryginalnie zastosowanej metody jest przyjecie zalozenia
o homoskedastycznoéci sktadnika losowego e, . Zalozenie to jednak nie ma po-
twierdzenia w badaniach empirycznych — natezenie zgonéw w starszych wiekowo
grupach podlega wigkszym zmianom, niz to ma miejsce w grupach mtodych oséb
(Brouhns, Denuit, Vermunt, 2002). W literaturze mozna znalezé rézne sposoby
na rozwiazanie tego problemu (Brouhns, Denuit, Vermunt, 2002; Koissi, Shapiro,
2006). Jedna z proponowanych metod wykorzystywanych przy estymacji parame-
tréw modelu Lee-Cartera jest wazona metoda najmniejszych kwadratéw. W tej
pracy zostanie jednakze zastosowana estymacja metoda najwiekszej wiarogodno-
$ci. Metoda ta opiera sie na zalozeniu, ze liczba zgonéw oséb w wieku x i roku
kalendarzowym t posiada rozktad Poissona, tzn.

D, ¢ ~ Poisson(my 1By 1),
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gdzie:

mx,t = eXP(dx + ﬁx’%t)v
E,; — centralna liczba oséb narazana na ryzyko zgonu.

Istota tej metody jest maksymalizowanie funkcji wiarogodnosci (dokladnie
logarytmu funkcji wiarogodnosci). Maksymalizowana funkcja w tym przypadku
ma postac:

InL =33 [DysIn(mgEyt) — Eppexplag + Beke) —In(Dyy)!] .
Tt

W réwnaniu wystepuje iloczyn szacowanych sktadnikow 3, k, przez co nie
jestedmy w stanie ich oszacowa¢ standardowymi metodami. Jednym z alterna-
tywnych sposobéw rozwiazania tego problemu jest zastosowanie podejscia itera-
cyjnego. W kazdym kroku iteracyjnym szacowany jest jeden z parametréw (przy
niezmienionych wartosciach pozostalych — wezesniej oszacowanych — parametréw)
zgodnie z ogblng zasada:

Gu+l _ v _ OL°/08

L7062
Dla konkretnych parametréw wyrazenie to przyjmuje postaé:
Av+1 Zz zt=D3,
© e DN
° Av-‘,—l Z Dat— zth U
Zt zt(ﬁv) ’
o [l Z Dwt D,
BN

Procedura jest stopowana w momencie, gdy przyrost wartosci funkcji wiarogod-
nosci nie przewyzsza jakiej$ niskiej, z géry narzuconej wartosci (przy szacowaniu
parametréw dla polskich danych zostala przyjeta wartoéé 10~7). Jednym z naj-
wazniejszych powoddw, dla ktérych model zostal stworzony i oszacowany, jest
mozliwoé¢ dokonania na jego podstawie prognoz. Do tego konieczna jest ekstra-
polacja k;, parametru opisujacego zmiany w umieralnoéci w czasie. Zaltézmy, ze
k¢ ma charakter bladzenia losowego z dryfem, tzn. x; = ky_1 + ¢ + &, gdzie
& sa niezaleznymi sktadnikami losowymi o jednakowych rozkladach normalnych
N(0,0?). Estymacja parametréw c oraz o2 zostala przeprowadzona analogicz-
nie jak w pracach Li, Lee, Tuljapurkara (2004) i Bijaka, Wieckowskiej (2008).
Estymatory powyzszych parametrow majg postac:

¢ = (kr —m)/(T = 1)

oraz

T
—1/ Z Ht—ﬁt_l—é)Q.
t=2
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Majac powyzsze oszacowania, mozemy dokonaé ekstrapolacji parametru x na

chwile T+ s:
T+s

Krys =Ky + (6+sc-n)-s+0- Z &,
T=T+1

gdzie n ma rozklad normalny N(0,1),
scxo/\/(T—1)

jest za$ bledem oszacowania statej c.

2.3. Model Renshaw-Habermana

Model ten jest rozszerzeniem klasycznego modelu Lee-Cartera. Zawiera do-
datkowy skladnik G.v:—., ktory ma za zadanie jeszcze lepiej uchwycié¢ efekt ko-
hortowy. Model ten mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

ln(Tﬁx\,t) =y + ﬁgvm + ﬂ;},ﬁt-

Podobnie jak w modelu Lee-Cartera zaktada sie dodatkowo warunki identyfi-
kujace model:

« SH=1
- Ya-1

Za autorami modelu (Renshaw, Haberman, 2006) przyjmujemy dodatkowo, ze
estymatory powyzszego modelu wyliczane sa w nastepujacy sposob:

/\ ~U
~ 1 ~ Z —_ th 60
* 7zv+ ="+ i = (ﬂzt) )
z=t—x
~ v+1 ~ v D v
b 60 :60 ZZ S 'ytttga
D -
° Av—l—l E Dot — tl@;z
ESEACHE
~ o+l A Z Dyi—DZ, i
o BT =B Ra e
> Dk

Przeprowadzone badania (Plat, 2009; Renshaw, Haberman, 2006) pokazuja, ze
parametry kohortowe sa o wiele istotniejsze dla danych dotyczacych umieralnosci
w starszych grupach wiekowych.
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3. Wyniki oszacowan oraz prognozy

Na rysunku 1 przedstawione sa estymatory parametru o, dla kobiet i mez-
czyzn.

Rysunek 1. Wykres estymatoréw parametru o
Gk, - pordwnanie

fernale

= =r=rtnale : : : : : : : : e

. : : : ;
i 10 20 30 40 50 =in] 70 a0 a0 100
wiek

Nietrudno zauwazy¢ w mlodych wiekowo grupach (od 0 do 2 lat) wyzsze
wartosci wspélczynnika «. Zwiazane jest to z wysoka Smiertelnoscia wéréd nowo-
rodkéw. Wyraznie widaé takze, ze od 50 roku zycia intensywnos¢ zgonéw wérdd
mezczyzn, wraz z kolejnymi latami, jest coraz wyzsza. Na rysunku 2 znajduja
sie wykresy estymatorow parametréw k. Ksztalty obu wykresow sa bardzo po-
dobne, z widoczna malejaca tendencja. Parametr x, tak jak to bylo powiedziane
wczesniej, opisuje zmiany umieralnoéci w czasie. Odnoénie do polskich danych
mozemy wnioskowaé, ze umieralnos¢ w Polsce w kolejnych latach maleje. Jest to
efekt bardzo dynamicznego postepu, jaki dokonuje sie w dziedzinie medycyny.

Poczawszy od 1990 r., krzywe maja wyglad zblizony do funkcji prostej, co
sugerowaloby wykorzystanie regresji liniowej do ekstrapolacji parametru . Na
rysunku 4 znajduje sie wynik zastosowania regresji liniowej do danych wyestymo-
wanych w modelu Lee-Cartera. Wykres reszt wskazuje na mozliwosé wystepowa-
nia autokorelacji sktadnika losowego.
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Rysunek 2. Wykres estymatoréw parametréw x w modelu LC
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Rysunek 3. Wykres estymatoréw parametréw x w modelu HR
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Rysunek 4. Wykresy regresji liniowej oraz reszt (x z modelu LC)

10 T T T T T T T T T
wspdtczynnik kappa
— linear
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residuals
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Wystepowanie autokorelacji potwierdzaja réwniez przeprowadzone testy (ry-
sunek 5), dlatego ekstrapolujac parametr k w rozwazanych modelach, zakladamy,
ze jest to proces bladzenia losowego z dryfem.

Rysunek 5. Wynik testu LM na autokorelacje rzedu 1

Model 1: Estymacja EMNE, wykorzystane obserwacje 1990-2010 (N = 21)
Zmienna zalezna (¥): ogon

wapbiczynnik bigd standardowy t-5tudenta wartoi3d p

const 94,3086 3,98240 23,68 1,458-015 *#**
time -2,80520 0,0960893 -29,19 3,01e-017 #**

Sredn.aryt.zm.zaleznej -20,70445 Cdch.stand.zm.zaleznej 17,59873

Suma kwadratdw reszt 135,0811 EBEigd standardowy reszt 2,666370
Wsp. determ. R-kwadrat 0,978193 Skorygowany R-kwadrat 0,977045
F{i, 19) 852,2682 WartosE p dla testu F 3,01e-17
Logarytm wiarygodnosci -49,34191 Eryt. inform. Akaike'a 102,6838
Eryt. bayes. Schwarza 104,7729 Kryt. Hannana-{uinna 103,1372

Autokorel.reszt — rhol ©0,532403 Stat. Durbina-Watsona 0,554977
Test LM na autokorelacjg rzgdu 1 -
Hipoteza zerowa: brak autokorelacji skladnika losowego

Statystyka testu: LMF = 18,7553
z wartoscig p = P(F(1,48) > 18,7553) = 7,53145e-005

Na rysunkach 6 i 7 znajduja sie wykresy estymatoréw pozostatych parame-
tréw: 5 (w modelu LC), #; (w modelu HR) oraz ;_, (w modelu HR). Interesujace
jest zachowanie sie parametru . Duze wahania wartosci tego wspétczynnika na
poczatku i na koncu wykresu wynikaja z tego, ze nie dysponujemy petng informa-
cja o zgonach w skrajnych kohortach. Na przyktad, nie wiemy, jak bedzie wygladat
rozklad zgonéw w kohorcie os6b urodzonych w 2005 r., bo te osoby nadal zyja.
Na wykresie mozna réwniez zauwazy¢ osobliwe (zmiana tendencji z malejacej
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na rosnaca) zachowanie sie parametru v w okresie 1940-1950, co zapewne jest
efektem zmian w polskiej populacji, jakie nastapity w czasie II wojny Swiatowej
oraz po jej zakonczeniu.

Rysunek 6. Wykres estymatoréw parametréw 3 w modelu LC
oraz (3; w modelu HR
B, -pordwnanie
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Rysunek 7. Wykres estymatora parametru ~;_, w modelu HR

Y5 - HR - pordwnanie
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Rysunek 8. Wykres wspétczynnikéw umieralnosci iy ¢ dla kobiet
i mezczyzn z Polski (lacznie)
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Do poréwnania oszacowanych modeli wykorzystano bayesowskie kryterium
informacyjne oraz kryterium informacyjne Akaikego:

2L KInN
BIC = -
¢ N TN
2L 2K
AIC = 222 4 2
¢ N TN

Otrzymane wyniki:
e LC:m—-BIC=AIC=11786, f - BIC = AIC = 13440,
e HR:m - BIC =AIC =11776,f — BIC = AIC = 13434,
sugerujg wybér modelu HR jako lepszego w stosunku do modelu LC.
Oszacowane parametry zostaly wykorzystane do stworzenia prognoz wspol-
czynnikéw umieralnosci oraz przecietnego dalszego trwania zycia (przekrojowego
oraz kohortowego). Przypuszczamy, ze podobnie jak w innych krajach wysoko
rozwinietych tak i w Polsce bedzie nastepowal spadek umieralnosci. Zmiany te
sa wyraznie widoczne na rysunku 8, ktéry zawiera wykresy logarytmoéw iz ;.
Najwiekszy spadek umieralnoéci jest widoczny w najmtodszej grupie wiekowej
(osoby do 20 roku zycia). Fakt ten mozna wyjasni¢ postepem, ktéry ma miejsce
w medycynie. Coraz wiecej choréb jest diagnozowanych juz u noworodkéw, co
umozliwia wczesne zastosowanie odpowiedniej terapii leczniczej. Spadek, choé
nie tak znaczacy, mozna rowniez zaobserwowaé¢ w grupie oséb po 60 roku zycia.
Czynnik medyczny takze w tym przypadku ma decydujace znaczenie. Powyzsze
wnioski potwierdza rowniez wykres prognozowanych prawdopodobienstw zgonow.

Rysunek 9. Wykres prawdopodobienstw zgonéw w grupie wiekowej
60-95 lat dla kobiet i mezczyzn z Polski (lacznie)

prawdopodobiefstwo zgonu w grupie wiekowsj B0 - 95 lat
023 T T T T T T

[=in] =] 70 7a 50 =) a0 95
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Na podstawie oszacowanego modelu mozna wyliczy¢ przecietne dalsze trwanie

zycia osoby zyjacej w Polsce.
Rysunek 10. Przekrojowe dalsze trwanie zycia noworodka
i osoby w wieku 65 lat

Przecigtne dalsze trwanie zycia - eP(0) - pordwnanie
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Rysunek 11. Kohortowe dalsze trwania zycia osoby w wieku 65 lat
dla kobiet i mezczyzn z Polski
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Obliczenia wskazuja na wyrazne wydtuzanie sie dtugosci zycia w Polsce. Prze-
cigtne przekrojowe dalsze trwanie zycia dla obu ptci w 1960 r. wynosito 62-65
lata, 50 lat p6zniej zas, w 2010 r., wzrosto do 7479 lat. Przeprowadzone analizy
przewiduja, ze w 2050 r. przecietna dilugosé zycia noworodka w Polsce bedzie
wynosi¢ 80 lat. Szczegbétowa prognoza jest zamieszczona na rysunku 10. Ostatni
vi—x Wykres zawiera informacje o kohortowym przecietnym dalszym trwaniu zycia
osoby w wieku 65 lat. Informacja taka moze by¢ szczegdlnie istotna w nawiazaniu
do aktualnych probleméw systemu emerytalnego w Polsce. Z wykresu wyraznie
wynika, jak bardzo podejécie przekrojowe (stosowane przez GUS) nie doszacowuje
przecietnego dalszego trwania zycia.

Powyzsze badania maja charakter wstepny. Kolejnym krokiem bedzie préba
ekstrapolacji parametru v opisujacego wplyw efektu kohortowego oraz wyznacze-
nie przedziatléw ufnosci dla prognozowanych wartosci wspotczynnikow i, ;.

Bibliografia

[1] Bijak J., Wieckowska B. (2008), Prognozowanie przecietnego dalszego trwania zycia
na podstawie modelu Lee-Cartera — wybrane zagadnienia, w: Statystyka aktuarialna
— teoria i praktyka, red. W. Ostasiewicz, WUE we Wroctawiu, Wroctaw, s. 9-27.



Stochastyczne modelowanie intensywnos$ci zgonéw na przykladzie Polski 213

[2] Bowers N. iin. (1997), Actuarial Mathematics, Society of Actuaries, USA Schaum-
bury.

[3] Brouhns N., Denuit M., Vermunt J. (2002), A Poisson log-bilinear regression appro-
ach to the construction of projected lifetables, ,Insurance: Mathematics and Econo-
mics”, vol. 31, s. 373-393.

[4] Imhoff E. van (1990), The exponential multidimensional demographic projection
model, ,,Mathematical Population Studies”, vol. 2, s. 171-182.

[6] Keilman N., Pham D. (2006), Prediction intervals for Lee-Carter-based mortality
forecasts, referat na Europejska Konferencje Ludnosciowa w Liverpoolu, czerwiec
2006.

[6] Koissi M.C., Shapiro A., Hognés G. (2006), Fvaluating and extendig the Lee-Carter
model for mortality forecasting: Bootstrap confidence interval, ,,Insurance: Mathe-
matics and Economics”, vol. 38, s. 1-20.

[7] Lee R., Carter L. (1992), Modeling and Forecasting U.S. Mortality, ,Journal of the
American Statistical Association”, vol. 87, s. 659-671.

[8] Li N., Lee R., Tuljapurkar S. (2004), Using the Lee-Carter method to forcast mor-
tality for populations with limited data, ,,International Statistical Review”, vol. 72,
s. 19-36.

[9] Plat R. (2009), On stochastic mortality modeling, ,Insurance: Mathematics and
Economics”, vol. 45, s. 393-404.

[10] Renshaw A.E., Haberman S. (2006), A cohort-based extension to the Lee-Carter
model for mortality reduction factors, ,Insurance: Mathematics and Economics”,
vol. 38, s. 556-570.

*okk

Stochastic modeling the mortality in Poland

Abstract

In this work I’ll consider different ways of modeling mortality in Poland. I’ll present
two approaches (popular in recent years): Lee-Carter model and Renshaw-Haberman
model. With these models, we can capture the age-period effects and cohort effect of
an aging population. The advantage is also the possibility of extrapolating the estimated
components. This allows to create projections of Polish mortality. At the time of speech
L’ll make a comparison of these models for Polish data and I'll examine life expectancy.
The study will make for both sexes.
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