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i wartosci pojedynczej szkody

Streszczenie

W literaturze dotyczqcej metody zaufania (ang. credibility method ) oraz wyceny skladki
na podstawie historii szkodowej ubezpieczonego (ang. experience rating) rozpatruje sie za-
zwyczaj modele stochastycznej niezaleznosci liczby szkod i wartosci pojedynczej szkody.
W niniejszym artykule rozwazony zostanie natomiast model stochastycznej zaleinosci
liczby szkod 1 wartosci pojedynczej szkody w populacji ubezpieczonych jednorodnych pod
wzgledem charakterystyk obserwowalnych. W artykule obliczona zostanie sktadka zaufania
dla lgcznej wartosci szkdod na podstawie liczby szkdd, a takze zaproponowana zostanie re-
gresja pomocnicza pozwalajgca na przetestowanie w prosty sposob, czy parametry ryzyka
rozktadow liczby szkod 1 wartosci pojedynczej szkody sq stochastycznie zaleine. Rozpa-
trzone zostang ponadto przykladowe modele stochastycznej zaleznosci liczby szkdd i war-
tosci pojedynczej szkody, a takze uzyskane zostang dla nich wielkosci skladek zaufania
1 teoretyczne warto$ci parametrow w regresji pomocnicze;.

1. Wstep

W ubezpieczeniach komunikacyjnych czesto stosowana postacia sktadki netto
jest predyktor liczby szkdd przemnozony przez populacyjna wartos¢ oczekiwana
wartosci pojedynczej szkody. Jest to dobre przyblizenie ryzyka zwiazanego z dana
polisa w przypadku, gdy liczba szkdd i wartosé pojedynczej szkody sa stochastycz-
nie niezalezne. Nalezaloby sie jednak zastanowié, czy w rzeczywistosci nie moze
pojawi¢ sie jaka$ zaleznos¢ miedzy owymi zmiennymi, co powodowatoby, ze stan-
dardowo stosowana formuta obliczania sktadki bedzie niepoprawna. Przyktadem
sytuacji, w ktérej zalozenie o niezaleznodci liczby i wartosci pojedynczych szkéd
bedzie ztamane, jest czesto cytowany model jazdy po miescie oraz model jazdy
po autostradzie. Rozwazmy kierowcow jezdzacych po miescie oraz kierowcéw po-
ruszajacych sie gléwnie po autostradach — mozna sie zapewne spodziewadl, ze
pierwszy typ kierowcéw ze wzgledu na wieksze natezenie ruchu w miastach oraz
Srednio nizsza osiagana predko$é bedzie ponosié¢ szkody czesciej, ale prawdopo-
dobnie beda to szkody o $rednio mniejszej wartosci niz w przypadku drugiego
typu kierowcow. Sugerowaloby to wystepowanie ujemnej korelacji miedzy liczba
i wartoscia pojedynczych szkdéd, a jednocze$nie oznaczaloby, ze standardowa po-
sta¢ sktadki nie bedzie w tym przypadku prawidlowa. Takze pewne badania em-
piryczne (por. np. Pinquet, 1997) potwierdzaja, ze zalozenie o stochastycznej
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niezaleznodci liczby szkdéd i wartodci pojedynczej szkody w populacji kierowcodw
moze w praktyce nie by¢ spelnione.

W literaturze teoretycznej poéwieconej kalkulacji sktadki dla tacznej wartosci
szkéd na podstawie liczby i/lub wartosci szkéd za pomoca metody zaufania (ang.
credibility method) rozpatruje sie przede wszystkim modele stochastycznej nieza-
leznosci liczby szkod i wartoscei pojedynczej szkody (por. np. Goulet i in., 2006;
Frees, 2003; Sawicka, 2011), rozszerzone ewentualnie o wystepowanie sktadnika
regresyjnego w warunkowych wartosciach oczekiwanych rozktadéw (por. Frangos,
Vrontos, 2001). Otto (2004) i Szprengiel (2007) zaproponowali modele opisujace
pewne szczegdlne formy zaleznosci parametréw ryzyka rozktadu liczby i wartosci
pojedynczej szkody, jednak w ich podejsciu brakowato bardziej ogblnego spojrze-
nia na te wazna z praktycznego punktu widzenia kwestie. Wielowymiarowy model
zaufania umozliwiajacy jednoczesne obliczenie sktadki dla wektora skorelowanych
ze soba zmiennych losowych mozna znalezé w monografii Bithlmanna i Gislera
(2005). Podobny, choé¢ nieco bardziej ogélny model zostal zaproponowany przez
Englunda i in. (2008) — w modelu tym kazda z modelowanych zmiennych zalezy od
nieznanego parametru ryzyka, ktéry moze zmienia¢ si¢ w czasie. Jednakze w obu
podanych przyktadach gtéwnym celem jest estymacja sktadki dla wektora zmien-
nych przy uwzglednieniu wszystkich dostepnych informacji. W zadnym z tych
artykuléw natomiast nie zostata podana postaé sktadki dla tacznej wartosci szkdd
obliczona na podstawie liczby szkéd w przypadku ogdlnej zaleznosci miedzy liczba
a wartoscia pojedynczej szkody. Z praktycznego punktu widzenia warto rozwazy¢
obliczenie sktadki na podstawie tylko liczby szkdéd z nastepujacych powodow:

1) Ze wzgledu na czesto wydluzony proces likwidacji szkéd dane dotyczace
ostatecznych wartosci szkéd danego kierowcy moga pojawiaé si¢ ze znacznym
opOznieniem, w zwiazku z czym obliczenie predyktora na podstawie liczby szkdéd
moze by¢ duzo wygodniejszym rozwigzaniem.

2) W typowych portfelach znaczna liczba kierowcéw nie ponosi w trakcie
trwania polisy zadnej szkody, co powoduje, ze rozklad liczby i wartosci szkdd
maja punkt skupienia w zerze. W konsekwencji ubezpieczyciel dysponuje zazwy-
czaj stosunkowo niewielka liczba obserwacji o wiekszej od 0 wartosci pojedynczej
szkody, co moze spowodowad, ze estymatory nieznanych parametréw i w konse-
kwencji takze sama sktadka beda miaty wysoka wariancje.

3) Zgodnie z Sawicka (2011), w przypadku, gdy posiadamy informacje za-
réwno o liczbie, jak i o wartosciach szkdd, a ponadto spelnione jest zalozenie
o niezalezno$ci tych zmiennych, najefektywniejszym sposobem obliczania sktadki
jest predykcja oparta zaréwno na liczbie, jak i na tacznych wartosciach szkod.
Ten sposéb predykeji prowadzi jednak do stosunkowo bardziej zlozonej postaci
skladki, a ponadto wiaze sie z wigksza liczba nieznanych parametréw, ktére nalezy
wyestymowagd.
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4) W sytuacji, gdy mamy do czynienia z portfelem ubezpieczonych o skonczo-
nej historii szkodowej i spelnione jest zalozenie o niezaleznosci liczby i wartosci
pojedynczych szkdd, nie mozna w przypadku ogdlnym wskazaé, czy lepszym spo-
sobem predykcji tacznej wartodci szkéd jest predykcja oparta tylko na liczbie,
czy tez tylko na wartosci szkéd (por. Sawicka, 2011). Przykladowo, gdy rozklad
wartosci pojedynczej szkody nie jest zréznicowany miedzy ubezpieczonymi, lep-
szym sposobem predykcji jest predykcja oparta tylko na liczbie szkdd. Co istotne,
predykcja oparta na liczbie szkdéd pozwala znacznie ograniczy¢ liczbe nieznanych
parametréw koniecznych do estymacji, a ponadto nie pojawia sie w tym przy-
padku problem z niewielka liczba obserwacji.

Podstawowym celem niniejszego artykulu bedzie zatem znalezienie formuty
sktadki dla tacznej wartosci szkéd na podstawie liczby szkdd, ktéra bedzie prawi-
dtowa dla dowolnej formy zaleznosci miedzy liczba szkdd a wartoscig pojedynczej
szkody. W rozwazaniach skupimy sie na populacji ubezpieczonych nieréznigcych
sie pod wzgledem charakterystyk obserwowalnych, co oznacza, ze w obliczeniach
pominiety zostanie sktadnik regresyjny. W artykule zostanie ponadto zapropono-
wana regresja pomocnicza pozwalajaca na przetestowanie w prosty sposéb tego,
czy parametry ryzyka rozktadu liczby szkéd i wartosci pojedynczej szkody sa
zalezne, co ma kluczowe znaczenie dla postaci stosowanej sktadki. Sprawdzone
takze zostanie to, przy jakich zatozeniach sktadka w modelu ogélnym upraszcza
sie do postaci standardowo stosowanej w praktyce. W ostatniej czesdci artykulu
zostang rozpatrzone pewne przykiadowe formy zaleznosci parametréw ryzyka,
a takze zostana dla nich uzyskane postaci predyktoréw lacznej wartosci szkédd
oraz wartosci parametréw w zaproponowanej regresji pomocniczej.

2. Zalozenia modelu, podstawowe oznaczenia oraz parametry
rozkladow

Mamy zbiér danych zawierajacy informacje o liczbie szkéd wygenerowanych
przez M ubezpieczonych podczas T' okreséw. Oznaczmy przez N;; liczbe szkod
J-tego ubezpieczonego w t-tym okresie, przez Yj; warto$¢ k-tej szkody j-tego
ubezpieczonego w ¢-tym okresie. Niech X;; = ZkNQ Y+ 1 oznacza tgczng wartosc
szkod, jakie poniést j-ty ubezpieczony w t-tym okresie. Przyjmijmy ponadto na-
stepujace oznaczenia dla wektora zawierajacego informacje o wszystkich liczbach
szkod j-tego ubezpieczonego w kolejnych latach: N? = {NjJ Nj2 ... Njr },
dla wektora zawierajacego informacje o tacznych wartosciach szkéd j-tego ubez-
pieczonego w kolejnych latach: Xf = [ Xj1 X2 ... Xjr } oraz dla wektora
zawierajacego informacje o wszystkich warto$ciach pojedynczych szkéd j-tego

ubezpieczonego w kolejnych latach: Y]T = [ Yiig Yji2 .. Yj,T7Nj’T (przy
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czym T nie jest tutaj symbolem transpozycji, lecz symbolem ostatniego okresu
obserwacji).

Jak zatem widaé, taczna warto$é szkdd j-tego ubezpieczonego w t-tym okresie
zalezy od dwéch elementéw, ktére najczesciej uznaje sie za losowe, a mianowicie
— od liczby szkdd i od wartosci poszczegdlnych szkdéd. Co istotne, w praktyce
mozna zaobserwowaé, ze rozklady zaréwno liczby szkdd, jak i wartoéci pojedyn-
czej szkody roznia sie miedzy ubezpieczonymi. W zwiazku z tym w niniejszym
artykule przyjmiemy tradycyjne dla teorii zaufania zalozenia, zgodnie z kté-
rymi warunkowy rozklad lacznej wartosci szkéd danego ubezpieczonego zalezy
od dwéch parametréw ryzyka: A; i ©;, gdzie A; jest parametrem ryzyka wa-
runkowego rozkladu liczby szkéd, a ©; jest parametrem ryzyka warunkowego
rozktadu wartodci pojedynczej szkody. Przyjmiemy ponadto, ze owe parametry
ryzyka sa realizacjami pewnych zmiennych losowych oraz ze proces generowa-
nia szkdd sktada sie z dwbch etapdéw: na pierwszym etapie losowane sg wartosci
parametréw ryzyka dla danego ubezpieczonego, na drugim etapie ubezpieczeni
o ustalonych warto$ciach parametrow ryzyka generuja w kolejnych latach rézne
liczby szkdd o réznych wartosciach.

Zapiszmy powyzsze zalozenia w nieco bardziej formalny sposob:

A1) Rozklad tacznej wartosci szkéd j-tego ubezpieczonego zalezy od dwdoch
parametrow ryzyka: A; i ©;, j =1,..., M, gdzie A; jest parametrem ryzyka roz-
ktadu liczby szkéd, a ©; jest parametrem ryzyka rozktadu wartosci pojedynczej
szkody. Pary (A1,01), ..., (Aa, ©nr) sa wzajemnie niezalezne i pochodza z tego
samego rozktadu.

A2) Przy ustalonych wartosciach parametréw ryzyka A; i ©; liczby szkod
(Nj1,Nj2,...,Njr) oraz wartosci poszczeg6lnych szkdd (Yj1.1,Yj1.2, .., YJ-7T7N].’T)
j-tego ubezpieczonego w kolejnych okresach sg wzajemnie warunkowo niezalezne
i pochodza z tego samego rozktadu.

A3) Wektory (Al, O, N?,Y{), ce (AM, O, Nﬂ,Y?\ZI) sg wzajemnie bez-
warunkowo niezalezne.

Powyzsze zalozenia sa na razie doéé¢ ogdlnej natury i dotyczg samego procesu
generowania szkod. Aby przeprowadzi¢ dalsza analize, trzeba przyja¢ pewne bar-
dziej szczegdltowe zalozenia dotyczace momentow warunkowych rozktadow liczby
szkdd 1 wartosci pojedynczej szkody. Co wiecej, konieczne jest takze sformuto-
wanie ogdlnego sposobu zapisu dla mozliwych form zaleznosci parametréw ry-
zyka A; i ©;. Poniewaz w niniejszym artykule koncentrujemy si¢ na predykcji
tacznej wartodci szkdd, opierajac sie na predyktorze liczby szkdd, najwygodnie]j
bedzie przyjaé konwencje, zgodnie z ktéra zalezno$¢ miedzy parametrami ryzyka
bedzie uwzgledniana w momentach rozkladu parametru ryzyka wartosci poje-
dynczej szkody. Przyjmijmy zatem nastepujace zalozenia i oznaczenia bedace
uzupelnieniem zalozen A):
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B1) Warto$¢ oczekiwana i wariancja parametréw ryzyka A, Ao, ..., Ay wyno-
S78:

Var (A;|©;) = Var (A;) = a3.

B2) Warunkowa i bezwarunkowa warto$¢ oczekiwana oraz wariancja rozkladu
liczby szkdd sa réowne:

)
Var (Nj|Aj, ©;) = Var (Nj|A;) = 0% (A;),
E(Nj,) E
)

B3) Warunkowa i bezwarunkowa wartosé¢ oczekiwana rozkladu wartosci poje-
dynczej szkody wynosi:

E(YjirlAj,©;) = 6 =0 (A;),
E(Yjk) = E(9;),
gdzie © (+) jest oznaczeniem pewnej funkcji.

Jak zatem wida¢, dotychczas przyjete zalozenia dotyczace rozkladéw Y; 4 1.1 ©;
maja na razie niezbyt restrykcyjna postaé, co pozwala na zachowanie ogdlnosci
modelu. W praktyce czesto zaklada sig, ze parametr ©; jest jednowymiarowym
parametrem skali warunkowego rozktadu wartosci pojedynczej szkody, co impli-
kuje, ze warto$¢ oczekiwana jest liniowg, a wariancja kwadratowg funkcja ©;.
Poniewaz jednak w niniejszym artykule skupiamy sie na predykcji opartej na
liczbie szkdd, nie ma potrzeby przyjmowania zadnych zalozen na temat wariancji
warunkowego rozktadu wartosci pojedynczej szkody i przyjmiemy tylko raczej
standardowe zalozenie, ze O; (a takze Aj) jest jednowymiarowg zmienng losowa.

Warto w tym miejscu podkredli¢, ze zaleznosé miedzy parametrami ryzyka
moze by¢ modelowana na wiele sposobéw — parametr ©; moze by¢ opisany za
pomocg jakiej§ funkcji parametru Aj; parametry ryzyka A; i ©; moga takze
byé modelowane jako skorelowane ze soba zmienne losowe. Pewne przykladowe
formy zaleznosci zostana rozpatrzone w czwartej czeSci artykutu; do tego mo-
mentu w analizie zawartej w kolejnej czedci artykulu pozostaniemy przy zapisie
opartym w glownej mierze na momentach rozkladéw bez odwolywania si¢ do
konkretnych oznaczen, poniewaz pozwala to na wygodne analizowanie modelu
niezaleznie od tego, jaka postaé¢ przyjmie zalezno$é¢ miedzy parametrami ryzyka.
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3. Najlepszy liniowy predyktor lacznej wartosci szkéd oparty
na liczbie szkod

W tej czesci artykulu obliczony zostanie najlepszy — w sensie kwadratowej
funkcji straty — liniowy predyktor tacznej wartoséci szkéd w okresie T+ 1 na
podstawie dotychczasowych liczb szkéd. Poniewaz zakladamy, ze kazdy z ubez-
pieczonych ponosi szkody w sposob niezalezny od pozostalych, predyktor dla
j-tego ubezpieczonego bedzie oparty tylko na obserwacjach dotyczacych tegoz
ubezpieczonego. Co wigcej, mozna tatwo pokazaé, ze przy przyjetych zatozeniach
problem predykcji tacznej wartosci szkéd w okresie T+ 1 sprowadza sie do pro-
blemu predykcji E (X;741|Aj, ©;), ktéry mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

BLPO (X;71INT) = BLPO (B(X;1]4,0,)INT) =

T 2
=arg min E | (E(X;jr41|A;,0;) —djo — Z dj N -
d]',(),...,dj,T t=1
= arg min S (dj,07 ) dj,T) ’
dj,07"'7 3, T

gdzie S (+) to funkcja, ktérej minimum szukamy.

Twierdzenie 1. Przy zalozeniach A)-B) najlepszy liniowy predyktor lgcznej
warto$ci szkod w okresie T'+1 oparty na dotychczasowych liczbach szkod jest dany
nastepujgcym wzorem:

TCov (A;0;, A;) (W7

o (x. T\ _ ey T _E(A,
BLE (XJ’TJrl'NJ) E(AJGJ)+TVar(Aj)+E(Var(Nj,k|Aj)) N E(AJ)>’

gdzie:
1
szf§;N¢
t=

Dowdd. Aby znalezé rozwigzanie postawionego problemu optymalizacji, po-
liczmy pierwsze pochodne funkcji S (djo,...,d;r) po szukanych parametrach
dj70, ceey dj’TZ

85 (d],(); ceey dj,T) — —E 2 E (Xj7T+1 ’AJ’ @]) _ dj,() _ Z dj,th,t ,
8dj70 =1
S (d;o,

oy d; T
ir) _ —E 2| E(Xj141|Aj,05) —djo— Y djuNji | Njk|
ad; i, Pt

dlak=1,..,T.
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Po przyréwnaniu powyzszych pochodnych do 0 otrzymujemy nastepujacy uktad
rownan:

E(Xjri1) — Zdth
E (E (Xj1+1|A5,05) Njx) — djoE (N. ZthE N;jNjk) =0,

gdzie k = 1,...,T. Jesli pomnozymy pierwsze z réwnan przez E (NN} 1) i odejmiemy
je od drugiego rownania, otrzymamy nastepujacy uktad réwnan:

E (Xj141) Zdj B (Nji) =0,
Cov (E (Xj7T+1’Aj, @]) 7Nj,k) = Zdj,tCOV (Nj,t; Nj,k) y k= 1, ...,T.

Przy przyjetych zalozeniach A) i B) momenty i kowariancje zawarte w powyzszym
uktadzie réwnan mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob:

E(Xjr+1) = E(E(Xjr41]A4,05)) =
=E(EVr+1]A;,05) E (Yiri1£/A5,0;)) = E(A;0;),

E(Nj1) = E(Ay),

Cov (E (Xj1+1|A},0;), Njx) = E(Cov (A;0;, N;k|A;,0;)) +
+ Cov (E (A;0/[A;,0;) , E(Njk|Aj,©;)) = Cov (A;0;,A;),

COV (Nj,ta Nj,k) = E (COV (Nj,ta Nj7k|A]’)) —|— COV (E (Nj,t|Aj) ,E (N]7k|AJ)) =
= L=y B (Var (Nj¢[A ) + Var (A;) ,
gdzie I,y przyjmuje wartos¢ 1, gdy ¢ = k oraz 0 gdy t # k. Z przyjetych weze-
$niej zalozen wynika, ze warunkowa wariancja liczby szkdd jest stata w czasie dla

danego ubezpieczonego. W konsekwencji zachodzi d; 1 = ... = d; , a interesujacy
nas uktad réwnan mozna zapisa¢ nastepujaco:

Cov (Aj@j, AJ) = devk\/ar (A]) + dj’kE (Var (Nj}ﬂAj)) Jk=1,...,T.
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Na podstawie drugiego réwnania otrzymujemy nastepujace rozwigzanie dla d; x:

_ Cov (A;6;,4) 2)
TVar (A;) + E (Var (N, 1A;))”

djk

Po wstawieniu powyzszego wyniku do pierwszego réwnania uktadu réwnan otrzy-
mamy:
TCov (Aj@j, A])

% TVar (Aj) + E (Var (N x|A;)) (4A;) . (3)

0 =E(4;6;) -

5

Po wstawieniu obliczonych parametrow do predyktora i uporzadkowaniu uzysku-
jemy réwnanie (1). O

Jak zatem widaé, uzyskany predyktor jest do pewnego stopnia analogiczny
do standardowego predyktora tacznej wartosci szkdd opartego na liczbie szkdd,
a mianowicie jest to suma populacyjnej wartoéci oczekiwanej tacznej wartosci
szkod i elementu, ktéry ma za zadanie przybliza¢ odchylenie warunkowej wartosci
oczekiwanej liczby szkod j-tego ubezpieczonego od populacyjnej wartosci oczeki-
wanej liczby szkéd (]V ]T —-E (Aj)), przemnozonego przez pewna wage. Poniewaz
dokonujemy predykcji na podstawie liczby szkdd, érednia populacyjna tacznej
wartosci szkdd zawarta w predyktorze jest wiec korygowana o przyblizenie odchy-
lenia warunkowej wartosci oczekiwanej liczby szkdéd od bezwarunkowej wartosci
oczekiwanej, z pominieciem informacji o ewentualnych odchyleniach warunko-
wej wartosci oczekiwanej wartosci pojedynczej szkody od populacyjnej wartosci
oczekiwanej wartosci pojedynczej szkody (Y;T - F (@j)). Jednoczesnie nalezy
zauwazy¢, ze predyktor w modelu ogdlnej zaleznosci nie ma postaci typowej dla
sktadki zaufania, cho¢ oczywiécie w przypadku m.in. niezaleznoéci parametréw
ryzyka uprosci sie on do standardowej postaci wazonej sSredniej dwoch sktadnikdw
podawanej w literaturze.

4. Regresja pomocnicza

Rozwazmy teraz zagadnienie regresji liniowej, w ktérej zmienna zalezng jest
taczna wartoéé szkéd w okresie T, a zmienne niezalezne to predyktor liczby szkod
w okresie T oraz stata. Wyniki owej regresji pozwola bowiem na zapisanie predyk-
tora lacznej wartosci szkdd z twierdzenia 1 w bardziej interesujacej postaci, ktora
pozwoli na sformutowanie prostego sposobu na sprawdzenie, czy parametry ry-
zyka rozktadu liczby i wartosci pojedynczych szkéd sa stochastycznie zalezne. Na-
lezy tutaj podkresli¢, ze rozwazana regresja bedzie dotyczy¢ przekrojowej proby
M ubezpieczonych w okresie T, a dotychczas rozwazaliSmy predyktor lacznej
wartosci szkdéd w okresie T + 1. Zmiana okresu z T+ 1 na T ma znaczenie czysto
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techniczne (dzigki temu dysponujemy obserwacjami dla zmiennej zaleznej), nato-
miast wnioski wyciagniete na tej podstawie beda wiazace dla dowolnego okresu
obserwacji. Zanim obliczymy wartosci parametréw w zaproponowanej regresji
liniowej, podajmy bez dowodu twierdzenie dotyczace postaci predyktora liczby
szkéd w okresie T.

Twierdzenie 2. Przy zaloZeniach A)-B) najlepszy liniowy predyktor liczby
szkod w okresie T obliczony na podstawie dotychczasowej liczby szkod jest dany
nastepujgeym wzorem:

BLP (Njr[NJ 1) = (1= 25 ) A4 237 N] (4)
gdzie:
P (T —1)a} _ (T' = 1) Var (4;) ’ (5)
(T'=1)ai +s% (T —1)Var(A;) + E (Var (Nj|A;))
LTl sk _ E (Var (N 1|A;))

AN T (T —1)a% + s% (T —1) Var (Aj) + E(Var (N, x|A;)) (6)

Podana powyzej posta¢ predyktora to najlepszy liniowy predyktor wyprowa-
dzony przez Bithlmanna (1967) — w jego artykule mozna znalezé dowdd twierdze-
nia 2.

Zapiszmy takze dla porzadku postacé predyktora tacznej wartosci szkéd w okre-
sie T" w modelu ogdlnym:

BLPC (X;7|N] ) = E(4;0;) +
(T'—1) Cov (A6, Aj) (

@ 1) Var (A7) + E (Var (N/A,))

NITT-E(A). ()

Lemat 1. Przy zalozeniach A)-B) rozwigzaniem problemu regresji liniowej
postact:

oxg min, B | (X — A — 37 BLP (NyrINJ ™) )| = are min, 5 (50, 57)

sq parametry:

Cov (A0, 4;)

5 =E(4;0;) - Var (Ay) E (A;), (8)
o = s )

gdzie S (ﬁoo , ﬂlO) to funkcja, ktorej minimum szukamy.
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Dowdd. Policzmy pochodne z funkcji S (500 , B9 ) po szukanych parametrach:

05 (155 67)
I
9s (89.57)
L
~ B2 (x5 - 50 B (N ) PP ()]

~B|2(X;7 - 8§ - 57 BLP (N;r|NT1))],

Po przyréwnaniu powyzszych pochodnych do 0 otrzymujemy nastepujacy uktad
rownan:

E (XJ}T) - /BOO - 610 ‘B (BLP (ij’N?_l)) =0,
B (X BLP (N;z|NT=1)) - 6§ - E (BLP (N;r[NT~1)) +

_59.E [(BLP (Nﬂ\Nf‘l))Q] = 0.

Po odjeciu od réwnania drugiego pierwszego réwnania przemnozonego przez war-
tos¢ oczekiwang predyktora uzyskamy nastepujaca postaé¢ uktadu réwnan:

50~ B (X,1) - 60 B (BLP (N0 INI)).
Cov (X7, BLP (N;7[NT-1)) = 80 - Var (BLP (N;7[NT~1)).
Wobec tego szukane parametry beda réwne:
Cov (Xjr, BLP (N;r|NT~1))
Var (BLP (N;r[N] )

68 =E(X;r) - E(BLP (N;r[N] 1)), (10)

o Cov (Xj,T,BLP (vaT‘NJT_ID
br= Var (BLP (NJ,T’NJT_ID

(11)

Zastanéwmy si¢ zatem, ile wynosza wartosci momentow, wariancji i kowariancji
znajdujace sie w powyzszych wzorach. Zacznijmy od obliczenia wartosci oczeki-
wanej predyktora z wykorzystaniem zalozen B):

E(BLP (N;r[NT1)) =E((1- 25 ) A+ 25 IN7 1) =
= (1) A+ ATE(A]) = (1= ) A4 A= A =B (M),



Model stochastycznej zaleznosci liczby szkod i wartosci pojedynczej szkody 167

Aby obliczy¢ wariancje predyktora, ponownie skorzystamy z oznaczen przyjetych
w zalozeniach B):

Var (BLP (N;r|N] 1)) =

V(1 ) A SR < (10 v (971)
Tl o )
= (57)° [Var(Aj)—&-E( z_jVar (N4lA, )]

— () [Q2A+E (@_11)22 o3 (Aj)ﬂ — (57 |3

Warto w tym momencie zauwazy¢, ze definicje wagi 2]7\}_1 z réwnania (5) mozna
zapisaé réwnowaznie w nastepujacy sposob:

1
T_lsﬂ.

2
(IA 2 1 S?V
T—1 _ .
Zy T

Gdy wykorzystamy ten zapis w rownaniu na wariancje predyktora, otrzymamy
ostateczny wynik:

Var (BLP (Nj,T|NJT*1)) - (z}fﬂ)? [ai + 7 1_ 15?\7] _

—(zT_1)2 a?\ 2162 ~War (A 12
= \AN = 2N A_ZN ar (Aj). (12)

Pozostatych elementéw nie mozna obliczy¢ bez zalozenia konkretnej postaci za-
lezno$ci miedzy parametrami ryzyka A; i ©;, mozna jednak zapisa¢ je w nieco
wygodniejszej postaci. Warto$é oczekiwana tacznej wartosci szkéd mozemy zapi-
sa¢ w nastepujacy sposéb:

Natomiast kowariancje miedzy taczna wartoscia szkéd w okresie T' a predyktorem
liczby szkéd w okresie T mozna zapisaé nastepujaco:

Cov (X;r, BLP (N;r[NT~1)) = B (Cov (X0, BLP (N;r[NT 1) [A;,0;)) +

+Cov (E(X;7|A;,0;), B (BLP (N;r|N] 1) [A;,6;)) =
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=B (Cov (X, (1= 257 ) A+ 24N YA, 05) ) +
+Cov (4,0, B (1= 25 ) A+ 247 'N 1A, 0,) ) =

=28 'Cov (A;0;,A)). (13)
Po wstawieniu powyzszych wynikéw do réwnan (10) i (11) otrzymamy teze le-
matu. g

Na podstawie lematu 1 oraz réwnan (4)—(7) mozemy teraz sformulowaé twier-
dzenie opisujace zwigzek miedzy predyktorem lacznej wartosci szkéd w okresie T'
opartym na liczbach szkdéd a predyktorem liczby szkéd w okresie T.

Twierdzenie 3. Przy zaloZeniach A)-B) naglepszy liniowy predyktor lgcz-
nej wartosci szkod w okresie T oparty na dotychczasowych liczbach szkod mozna
zapisac nastepujgco:

BLPO (X;7|NT-1) = 6§ + 50 - BLP (N;r|NT~1), (14)
gdzie parametry 500 i /310 zostaty podane w lemacie 1, a postac predyktora
BLP (N; [N} )

zostata podana w twierdzeniu 2.

Dowdd. Na wstepie zapiszmy predyktor tacznej wartosci szkod z réwnania (7)
w nastepujacej postaci:

T-1
BLPO (X;7|NT ™) = djo + Z djsNjp =
t=
(T 1) Cov (A;©;, A))
(T— 1) Var( —|—E Var j,k‘Aj))

- Cov (A0, A;)
T — 1) Var (Aj) + E (Var (IV; x|A;))

=E(A4,0;) — E(4j) +

_l’_

N (15)
t=1
Bez trudu mozna zauwazy¢, ze korzystajac z definicji parametru ﬂ? z rOwnania
(9) oraz wagi z]:C, 1 2 réwnania (5), parametr d; 1 mozna zapisa¢ réwnowaznie
w nastgpujacy sposob:
Var (A;) Cov (A;©;,A;) 247!

djk = (T —1) Var (A;) + E (Var (N; 4|A;))  Var (A;) Sl ﬂl

Natomiast na podstawie réwnan (5), (8) i (9) parametr d;o mozna zapisa¢ na-
stepujaco:

dio = E(A;0;) — (T = 1) Var (A;) Cov (A;0;,A;)

(T'—1) Var (Aj) + E (Var (N x|A;))  Var(A;) E(Aj) =
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= B(A;0;) - BPE (A)) + (1= 257 BB (Ay) = 85 + (1= 25 71) BYE(Ay).

Po wstawieniu do réwnania (15) parametréw djo i d; i zapisanych jako funkcje
parametréw regresji liniowej otrzymamy teze twierdzenia. ([l

Na podstawie twierdzenia 2 mozemy zatem stwierdzié¢, ze w modelu ogdlnej
zaleznosci parametréow ryzyka predyktor tacznej wartosdci szkéd w okresie T jest
rowny predyktorowi liczby szkéd w okresie T przemnozonemu przez warto$é¢ pa-
rametru ﬁlo oraz powiekszonemu o stata wartosé ﬁg ; innymi slowy, predyktor
tacznej wartosci szkdd jest afiniczna funkcja predyktora liczby szkdéd. Oznacza
to, ze jesli liczba szkdd i warto$é pojedynczej szkody nie s stochastycznie nie-
zalezne, standardowo stosowana formuta sktadki moze nie by¢ poprawna. Warto
zauwazy¢, ze jeSli parametr ﬂg) przyjmie wartos¢ 0, predyktor tacznej wartosci
szko6d bedzie mozna zapisa¢ jako wazonag sume dwéch sktadnikéw przemnozona
przez odpowiednig stalg réwna 39, czyli optymalny liniowy predyktor bedzie miat
postaé sktadki zaufania. Jesliby dodatkowo parametr 39 byt réwny populacyjnej
wartosci oczekiwanej wartosci pojedynczej szkody, otrzymalibyémy standardowo
stosowana w praktyce postaé sktadki. Warto sie zatem zastanowi¢ nad tym, jakie
warunki musza by¢ spelnione, aby predyktor tacznej wartosci szkéd byt liniowsa
funkcja predyktora liczby szkéd oraz aby uproécit sie do postaci standardowo
stosowanej w praktyce.

Whiosek 1. 1) Jezeli spelniony bedzie warunek:

E(A2)  E(AZ6;)

E(A;)  E(A;6;)
predyktor lgcznej wartosci szkod oparty na liczbie szkod bedzie mial postac:
BLPO (X;r[NT~1) = 50 - BLP (N;r[NT ), (17)
gdzie:
E(A;0))
0 79
- 1
2) Jezeli zachodzi:
Cov (A?, @j) — 0, (19)
Cov (Aja @J) =0, (20)

predyktor lgcznej wartosci szkod oparty na liczbie szkdd uprosci sie do:

BLPO (X;7|N] ') =E(6,)- BLP (N;z|NJ "), (21)
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Jezeli wiec A; i ©; oraz A? i ©; sg ze soba nieskorelowane, standardowo
stosowana postaé sktadki jest poprawna. Warunki (19) i (20) sa spelnione, jezeli
parametry ryzyka A; i ©; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi lub w przypadku
jakiejs specyficznej formy zaleznodci.

W obliczu dotychczasowych rozwazan wydaje sie, ze dobrym sposobem na
sprawdzenie tego, czy parametry ryzyka A; i ©; sa od siebie zalezne, jest przete-
stowanie istotnosci statej w regresji liniowej postaci:

Xjr =5 + 80 BLP (N;r|NT 1) +e;, (22)
j=1,..,M,

gdzie €; to blad losowy. Jedli parametr B9 bedzie istotnie réznil si¢ od 0, bedzie
to $§wiadczylo o tym, iz parametry ryzyka A; i ©; sa od siebie zalezne. Bedzie
to takze znaczylo, ze nie nalezy stosowaé predyktora tacznej wartosci szkod da-
nego wzorem (21). Jednocze$nie parametr ﬂg nieistotnie rézniacy sie od 0 moze
oznaczaé, ze parametry ryzyka A; i ©; sa niezalezne lub ze w modelu wystepuje
pewna szczegdlna postaé zaleznosci parametréw ryzyka spelniajaca warunek (16).
Co jednak istotne, nawet jezeli ma miejsce druga mozliwosé, to i tak zgodnie
z wzorem (17) prawidlowa postacia predyktora tacznej wartosci szkod jest pre-
dyktor liczby szkdd przemnozony przez odpowiednia stala dana réwnaniem (18).
Wydaje sie ponadto, ze posta¢ warunku (16) jest na tyle specyficzna, ze raczej
rzadko bedzie on spelniony przez spotykane w praktyce rozktady, wobec czego
mozna mie¢ nadzieje, ze zerowanie sie parametru ﬁoo bedzie zazwyczaj réwno-
wazne z niezaleznoscig parametréw A; i ©;.

Zanim w kolejnej czesci artykulu zostana rozpatrzone przyktadowe formy za-
leznosci miedzy parametrami ryzyka, warto najpierw zastanowi¢ si¢ nad tym,
jakimi wlasno$ciami cechowal sie bedzie btad losowy w zaproponowanej regresji
liniowej (22). Nietrudno pokazaé, iz bedzie mial on zerowa warto$é oczekiwana:

Bley) = B(X0) — 0 — 60 B (BLP ()7 INI-1)) =

Cov (A;0;,A)) ~ Cov (4,0, 7))
Var (A;) Var (A;)
Brak autokorelacji btedu losowego wynika z faktu, ze laczne wartosci szkod

i predyktory liczby szkéd sa niezalezne dla réznych ubezpieczonych. Jezeli zas

chodzi o wariancje btedu losowego, to w przypadku ogélnej zaleznosci parametréw
ryzyka wynosi ona:

=E(A;0;) —E(A;0;) + E () E(A;) =0.

Var (g5) =
= B [Var (j, 4145, 0;) B (Nj|A;, ©;) + Var (Nje|A;, 05) [B (Y4145, 0;)]%] +

2
+ Var (A;0;) + (510 ) 2y Var (Aj) = 267z Cov (A0, A;) .
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Jesli skorzystamy z definicji 30 z réwnania (9) oraz z oznaczeh zawartych w za-
lozeniach B) otrzymamy réwnowazny, nieco prostszy zapis:

Var (¢5) = E | A; Var (Y12, ©5) + 0% (4,) [0 (45)] +

Cov (4,0, 45)° 74
Var (AJ) N

+ Var (AJ@]) —

Dalsze obliczenia sa niemozliwe bez przyjecia zalozen na temat postaci zalez-
noéci miedzy parametrami ryzyka A; i ©;. Poniewaz jednak w niniejszym arty-
kule zakltadamy, ze wszystkie momenty rozkltadow sg takie same dla wszystkich
ubezpieczonych, mozna bezpiecznie przyjacé, ze w regresji nie pojawi si¢ problem
heteroskedastycznosci.

7 powyzszych rozwazan wynika zatem, ze blad losowy w proponowanym réw-
naniu regresji jest homoskedastyczny, ma zerowg warto$¢ oczekiwana oraz nie jest
skorelowany z btedami losowymi dla innych obserwacji. Wydawaloby sie wiec, ze
odpowiednia metoda estymacji nieznanych parametréw BOO i B¢ moze byé¢ me-
toda najmniejszych kwadratéw (MNK). Jezeliby okazalo si¢ ponadto, ze blad
losowy ma rozkltad normalny, lub jesli liczebno$é préby bylaby wystarczajaca, do
testowania hipotezy zerowej o nieistotnosci stalej mozna by postuzyé sie trady-
cyjnie stosowanym w MNK testem istotnosci opartym na rozktadzie t-Studenta
lub na granicznym rozkladzie normalnym. Z analiz przeprowadzonych przez ze-
sp6t badawczy WNE UW pod kierunkiem W. Otto wynika jednak, ze rozklad
btedu losowego ma zdecydowanie grubszy prawy ogon niz rozklad normalny, co
w polgczeniu z wysokg wariancjg €; moze powodowac, ze tradycyjny sposéb esty-
magcji i testowania hipotez bedzie dawaé¢ nieprawidtowe wyniki. Zaproponowanie
odpowiedniejszych metod estymacji parametrow i testowania hipotez w regresji
pomocniczej (22) bedzie zatem stanowi¢ wazny kierunek dalszych badan. Réwnie
istotnym rozwinieciem niniejszego artykulu bedzie dotaczenie do modelu sktad-
nika regresyjnego, co znacznie zwiekszy elastyczno$¢ modelu i rozszerzy mozliwo-
$ci jego praktycznego zastosowania.

W kolejnej czedci artykulu zostana tymczasem zaproponowane pewne przy-
ktadowe formy zaleznoéci miedzy parametrami ryzyka. Dla kazdego z rozpatrywa-
nych modeli zostang obliczone teoretyczne wielkoéci parametrow ﬁoo i 610 W po-
mocniczej regresji liniowej, a takze zostanie przedstawiona postaé¢ predyktora
tacznej wartosci szkod.

5. Przyklady

W dwbéch pierwszych przykladach bedziemy zakladaé, ze parametr ryzyka
rozkltadu wartosci pojedynczej szkody jest pewng funkcja parametru ryzyka A;,
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majaca postac:
©; =0(Aj,¢5),

gdzie €; jest niezalezna od A; zmienng losowa o wartoéci oczekiwanej réwnej 0
(E(ej) = 0). W dwéch kolejnych przykladach przyjmowaé bedziemy zalozenia
na temat dwuwymiarowego lacznego rozktadu A; i ©;, dopuszczajac mozliwosé,
iz kowariancja miedzy tymi zmiennymi jest niezerowa. Nalezy zauwazy¢, ze w li-
teraturze mozna napotka¢ rézne modele dla rozkladu parametru ryzyka A; (np
Denuit i in., 2007, i wiele innych) lub, znacznie rzadziej, dla rozkladu parametru
©; (np. Frangos, Vrontos, 2001). Trudno jest jednak znalezé konkretne modele,
w ktérych analizowany bytby taczny rozktad wzajemnie zaleznych parametréw
Aj i ©; — jeden z nielicznych przykladéw stanowi praca Pinqueta (1997).

Przyktlad 1. Rozwazmy przypadek, gdy warunkowa warto$é oczekiwana war-
tosci pojedynczej szkody jest malejaca funkcja warunkowej wartosci oczekiwanej
liczby szkéd dang wzorem:

0;= % +mg + €5,
gdzie ¢; jest niezalezng od A; zmienng losowa o wartosci oczekiwanej réwnej 0
(E(ej) =0), amq > 01imy > 0 to nielosowe skalary. Zakladamy ponadto, ze
przynajmniej jeden z parametréw m; # 0, ¢ = 1,2. Podobng zaleznosé¢ rozpatry-
wal Szprengiel (2007). Oczywiscie, jezeli m; bedzie réwne 0, parametry ryzyka
beda niezalezne.

Zastanéwmy sie zatem nad tym, jak przyjecie powyzszej postaci zaleznosci
miedzy parametrami ryzyka wplynie na wartosci parametréw w regresji pomocni—
czej. Zacznijmy od parametru stojacego przy predyktorze hczby szkdd (ozn. ﬁ b
danego réwnaniem (9). Aby uzyska¢ warto$¢ parametru ﬁl , musimy obliczy¢
warto$¢ kowariancji miedzy A;0; i A; przy zatozonej postaci zaleznosci:

Cov (A;0;,A;) = E (A20;) — E(A;0,) E(A;) =

:E<Aj2~ (?-l—mz—i-é‘j)) —E(Aj <T+m2+€j>>E(Aj):
J J

=E (mlAj + mgAjQ) —E (m1 + mgAj) E (AJ) = moVar (A]) .

Wobec tego parametr Z 1 wyniesie:

VAR mQVa.I' (A])

LT Var(hy)
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Natomiast parametr stojacy przy stalej (ozn. AOZ 1) bedzie réwny:

Cov (4,0, A))

E(4j) =

=E (AJ (T/T\ljl + mo + €j>> —moE (AJ> =E (m1 + mgAj) —moE (AJ> =mj.

Jak zatem wida¢, w przypadku zalozonej postaci zaleznosci miedzy parame-
trami ryzyka parametr stojacy przy stalej bedzie rowny 0 tylko w przypadku, gdy
parametr mq bedzie rowny 0, co oznaczaloby brak zaleznoéci miedzy parametrami
ryzyka w ramach rozpatrywanego w niniejszym przyktadzie modelu.

Zobaczmy jeszcze, jaka postaé przyjmie predyktor tacznej wartosci szkod przy
zalozonej postaci zaleznosci. Po wstawieniu powyzej uzyskanych wynikéw do
wzoru (14) otrzymamy:

BLP?! (X1

Nf_l) =mq + (1 — z]:G_l) moE (A;) + z;{,_lmgﬁf_l =
= my +ms - BLP (Njr[NI71) .

Aby wiec uzyskaé¢ prawidlows postaé predyktora lacznej wartosci szkdd, powin-
nismy do pomnozonego przez warto$¢ meo predyktora liczby szkéd doda¢ wartosé
statyg m;.

Przyklad 2. Przyjmijmy teraz, ze warunkowa warto$é¢ oczekiwana wartosci
pojedynczej szkody jest nastepujaca rosnaca funkcjg warunkowej wartosci ocze-
kiwanej liczby szkod:

@j =n1 +n2Aj + €5
dla nielosowych ni,ne > 0 i przy zalozeniu, ze przynajmniej jeden parametr
n; # 0, 1 = 1,2; ¢; jest ponownie niezalezng od A; zmienng losowg o wartosci
oczekiwanej réwnej 0 (£ (¢;) = 0). Podobna posta¢ zaleznosci rozpatrywat Otto
(2004, s. 192). Dodajmy, ze dla ny = 0 parametry ryzyka beda niezalezne.

PrzejdZzmy do obliczenia parametréw w regresji pomocniczej. Aby uzyskaé
wartos$¢ parametru stojacego przy predyktorze liczby szkod (ozn. 6122), ponownie
bedziemy potrzebowaé¢ wartosci kowariancji miedzy A;0; i A;:

Cov (A0, A;) = E (A20;) — E(A;0,) E(A;) =
= B (A2 (m +maAj+¢5)) — BIA; (m +mad; + ) B (A;) =
= B (n1A] +noAd) — B (A +noA?) E(Ay) =
= niVar (A;) +np [E (A3) — B (A7) E(4;)].
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Jak zatem widaé, przy przyjetej postaci zaleznosci obliczenie parametréw re-
gresji oraz wartosci predyktora bedzie wymagalto znajomosci trzeciego momentu
zwyklego rozktadu parametru ryzyka A ;. Zdefiniujmy wartosc trzeciego momentu
zwyklego na podstawie nastepujacego oznaczenia dla trzeciego momentu central-
nego:

E((A; = A)°) = ps.
Aby obliczy¢ wartos¢ E (A?), skorzystamy z faktu, ze:
E((A;—4)*) =B (A3) =3B (A)) E (A2) +3(B(A)) E(A) — (B(A;)".
Wobec tego zachodzi nastepujaca réwnosé:
B (A3) = i+ 3Aa} + A

W konsekwencji, korzystajac z oznaczen B), kowariancje miedzy A;0; i A; mo-
zemy zapisa¢ w nastepujacy sposdb:

Cov (A0, A7) = n1a} +na (s + 3Aa} + A% — Aaf — A®) =
= nla?\ + no (ug + 2Aa?\) .

Parametr ${? wyniesie zatem:

2 2

N nias +n + 2Aa
Z2 — 1ZA 2(53 A):n1+2n2A+n2—'u§,
ap ap

parametr stojacy przy stalej BOZ2 bedzie zas rowny:
AOZQ = E(Aj (n1 + ngAj + Ej)) — <n1 + 2n9A + nQClLL;) A=
A

=niA + nga?\ +noA? — ngA — 2na A% — ngAM—z3 = nga?\ — n9A <A + ug) .
ap a

Jak zatem widaé, parametr AOZQ bedzie réwny 0, jezeli ng = 0, to jednak bedzie
oznaczalo, ze w ramach rozpatrywanego obecnie modelu parametry ryzyka sa
niezalezne. Parametr 3¢2 bedzie takze réwny 0, jezeli bedzie spetnione réwnanie:

A (A
= <+”§> —1.
ap \an a3}

Bez blizszej wiedzy na temat rozkladu parametru ryzyka A; nie da si¢ powie-
dzieé, kiedy rownanie to bedzie spelnione. Mozna je jednak zapisa¢ w nieco innej
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i bardziej interesujacej postaci. Zacznijmy od tego, ze A; jest nieujemng zmienng
losowa, wobec czego zachodzi dla niej nastepujaca nieréwnosc:

(& (A?))2 <E(A)E(A;). (23)

Na podstawie réwnania (16) warunek na zerowanie si¢ parametru 422 mozemy
zapisa¢ w nastepujacej postaci:

E (Af) _E (Af (n1 +na2Ay + 53'))
E(A;)  E(Aj(ni+nohj+e5))’

co mozna zapisaé¢ rownowaznie w nastepujacy sposob:

Ostatecznie dostaniemy zatem nastepujacy warunek na zerowanie sie parametru

przy stalej: )
(E(a2) =E(A})E(A,).

Oznacza to, ze parametr BOZ2 bedzie réwny 0, tylko jezeli nier6wnosé (23) bedzie
spelniona w formie réwnosci.

Na zakonczenie tej czesci zobaczmy, jaka postaé bedzie miat predyktor tacznej
wartosci szkdd przy przyjetych zalozeniach:

BLP? (X;rINT 1) = 32 + (1= 25 71) BE2E (Ay) + 24 ' BEANT ! =

= nsa3 — naA (A + ;‘5) + (125 (m +2npA + nQC’;;’) E(A))+
A A
+ ij\jfl (nl + 2noA + 77,2523> Nijl =
A

= 712(1?\ —n9A (A + Mg) + <n1 + 2n9A + no MS) BLP (Nj’T|N?71) .

ap ap

Przy przyjetej postaci zaleznosci predyktor tacznej wartosci szkod uzyskamy za-
tem, mnozac predyktor liczby szkdd przez wartosé

(m + 2noA + nz‘f)
ap
oraz dodajac do niego (zazwyczaj rézna od 0) warto$é

nga?\ — noA (A + N;) )
ap
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Przyktad 3. Zalézmy nastepnie, Ze parametry A; i ©; majg rozktad dwu-
wymiarowy dwupunktowy. Oznacza to zatem, ze parametry A; i ©; przyjmuja
z réznymi prawdopodobienstwami dwie warto$ci.

Tabela 1. Prawdopodobienstwa w rozkladzie
dwuwymiarowym dwupunktowym

P(©;=061) | P(©; =0,
P (A =\) P11 P12
P(A; = X2) P21 P22

Zalézmy, ze 05 > 01 oraz ze Ao > 1. Zaproponowany rozktad jest bardzo pro-
sty, ale w pewnych sytuacjach moze stanowi¢ wystarczajace przyblizenie opisywa-
nej rzeczywistoéci. Model ten stanowi rozszerzenie tradycyjnego jednowymiaro-
wego modelu good driver—bad driver, rozwazanego np. przez Lemaire’a (1995) lub
Denuita i in. (2007). Warto dodaé, ze w ramach tego modelu parametry ryzyka
A; i ©; moga by¢ zaréwno dodatnio, jak i ujemnie skorelowane. Parametry te
moga by¢ takze niezalezne, a poniewaz przypadek niezaleznosci jest w kontekscie
zaproponowanej regresji liniowej szczegdlnie interesujacy, zanim przejdziemy do
obliczenia parametréw w pomocniczej regresji liniowej, zastanéwmy sie nad tym,
kiedy parametry ryzyka pochodzace z zaproponowanego powyzej rozktadu beda
niezalezne. Z definicji niezaleznosci wynika, ze muszg byé¢ spelnione nastepujace
warunki:

P(8j = i, 0; = 0) = P(4; = X) - P (©; = )

dlai=1,2oraz k=1, 2.
Warunki te mozna zapisaé réwnowaznie przy pomocy prawdopodobienstw
Dik:
Pik = (pin + pi2) (P1k + P2k)

dlai=1,2oraz k=1,2.
Rozpatrzmy powyzsze réwnanie dla i = k = 1:

P11 = P1,1P1,1 + P1,1P2,1 + P1.2P1,1 + P1,2P2.1-
Roéwnanie to mozna zapisa¢ réwnowaznie w nastepujacy sposob:
DP1,1P2,2 +P1,1 = P1,1P1,1 + P1,1P2,1 + P1,2P1,1 + P1,2P2,1 + P1,1P2,2,
co prowadzi do nastepujacego réwnania:

P1,1p2,2 + P11 = P11 (P11 + D21 + D12 + p22) + p1ap2.
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Wobec tego warunek niezaleznosci dla ¢ = k = 1 ma nastepujaca postac:

P1,1pP2,2 = P1,2P2,1-

Nietrudno sprawdzi¢, ze dla pozostalych wartosci ¢ oraz k otrzymamy te sama
postaé¢ warunku.

PrzejdZzmy teraz do obliczenia parametréw w regresji pomocniczej (ozn.
i @Z 3). Zacznijmy ponownie od parametru stojacego przy predyktorze liczby szkéd
Alz3. Wartoé¢ kowariancji miedzy A;©; i A; w przypadku rozktadu dwuwymia-
rowego dwupunktowego wyniesie:

273
0

Cov (A0, A;) = E (A20;) — E(A;0,) E(A;) =
= M01p11 + Ni0ap1o + A301p21 + N30opo ot
— (Mb1p1,1 + Mb2ap12 + A2b1p21 + Xabopa) -
(A1 (p11 +p12) + A2 (P21 +p22)]

co po pewnych przeksztalceniach mozna zapisa¢ nastepujaco:
Cov (A;0;,A;) = (A2 — M) [A2 (p1,1 +p1.2) (O1p2,1 + Oap22) +
— A1 (p2,1 + p22) (01p1,1 + O2p12)]
lub réwnowaznie:
Cov (A;0;,A;) = (A2 — M1)* (pa1 + pa2) (B1p11 + Oap12) +
+ A2 (A2 = A1) (02 — 01) (p1,1p2,2 — P1,2P2,1) -

Jezeli parametry ryzyka A; i ©; beda niezalezne, ostatni fragment po lewej
stronie powyzszego réwnania bedzie oczywiscie réwny 0. Obliczmy jeszcze wartosé
wariancji A; przy przyjetych oznaczeniach i zatozeniach:

Var (Aj) = B (A2) = (E(A))” =
= )\% (P11 +p12) + )\g (P21 +p22) — [\ (P11 +p1,2) + A2 (P21 +p2,2)]2 )
co mozna uproéci¢ do nastepujacej postaci:
Var (A;) = (A2 — A1) (P11 +p12) (P21 + p22) -

Wobec tego parametr Bf?’ mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:
3= (2 = A1)

A2 (P11 + p1,2) (B1p21 + O2p22) — A1 (D21 + p22) (6111 + O2p12)] _
(A2 — A1)’ (P11 +p12) (P21 + Dp2.2)
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_ 1 Ay 01p2,1 + Oap22 A 01p11 + Oap1 2
A2 — A\ D21+ D22 P11+ D12

- (24)

1
YN

[A2E (©5]A; = A2) = ME(0;[A; = A1)].

Element w nawiasie jest zatem wazona réznica miedzy warunkowymi wartosciami
oczekiwanymi wartosci pojedynczej szkody E (0;|A; = A2) i E(©;|A; = A\1). Pa-
rametr 373 mozna zapisa¢ réwnowaznie w nastepujacy sposob:

zs (A= A1)% (pa1 + p22) (1p11 + O2p12)
P e (P11 + p1,2) (P21 + P2,2)
A2 (A2 = A1) (02 — 01) (P1ap22 — P12p21)
(A2 — A1)? (p1,1 +p12) (P21 +p22) B
~ O1p1a + Oapro A2 (02 — 01) (p11p22 — P12p21)
 p1a1tpie (A2 — A1) (P11 +p12) (P21 +D22)
A2 (02 — 01) (p1,1p2,2 — P12p2,1)
=B (0145 =)+ (A2 — A1) (1,1 +p1,2) (P21 +p22)

Widzimy zatem, ze w przypadku niezaleznosci parametrow ryzyka drugi ele-
ment sumy z powyzszego réwnania bedzie rowny 0, a parametr BIZ 3 bedzie réwny
warunkowej wartosci oczekiwanej parametru ryzyka ©;, pod warunkiem, Ze pa-
rametr A; jest rowny A\i;. W przypadku niezalezno$ci parametréw ryzyka A; i ©;
owa warunkowa warto$¢ oczekiwang mozna zapisa¢ nastepujaco:

E(0]A; = \y) = 01 (P11 +p12) (pr1+p21) +02(pr1+pi2)(pra+p22)
J J - -
P11+ D12

=01 (p1,1 +p2,1) +02(p12+p22) =E(O)).

Oznacza to, ze w przypadku, gdy parametry ryzyka beda niezalezne, parametr

BIZ 3 bedzie réwny bezwarunkowej wartoéci oczekiwanej wartosci pojedynczej szko-

dy, co oczywiscie jest zgodne z wynikami uzyskanymi w czesci 4 artykutu.
Obliczmy jeszcze warto$¢ parametru stojacego przy stalej w pomocniczej re-

gresji liniowej:

Cov (Aj@j, AJ)

3723 _ 0.) —
0 _E(A]@J) Var(A])

E(Aj) =

= M01p11+M10apra+Aab1p21+Xobapas— 73 [N (pr1 + p12) + Ao (pa1 + p22)] .-
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Na podstawie wartosci BIZ?’ z réwnania (24) otrzymamy nastepujaca postaé
parametru (73

azs _ A2A1 |Oipia +0api2 Oipa + bapay

O T X =M | pr1tpio DP2,1 + D22
Y
Y

[E(0)|A; = A1) —E(6;[A; = A\2)].

W przypadku, gdy parametry ryzyka A; i ©; sa niezalezne, zachodzi:

01 (p2,1 + p2,2) (P11 4+ p2,1) + 02 (P21 + p2.2) (P12 + P22
=601 (p11+p21) +02(pr2+p22) =E(OA =X\) =E(0;),

€O oznacza, ze parametr BOZ 3 bedzie réwny 0. Na podstawie postaci parametru Bf 3
z rOwnania (25) parametr ﬂOZ 3 w przypadku ogélnym mozna zapisaé¢ réwnowaznie
W nastepujacy sposob:

[323 _ A2 (92 - 91) D2,1P1,2 — P1,1P2,2
0 A2 — A (p1,1 4+ p1,2) (P21 + P22)

Jak zatem ponownie widaé, parametr 3023 bedzie réwny 0 w przypadku, gdy
P1,1P2,2 = P1,2D2,1, czyli gdy parametry ryzyka A; i ©; beda niezalezne.
Na zakonczenie zapiszmy jeszcze postac predyktora dla tacznej wartosci szkdd:

BLP? (X;7|NT™1) = 3% + (1 2471) BPR(A)) + 24 BE5NT ! =

A2t [91101,1 +0p12  bhip2a + 92102,2] n

T A=A | piatpie P2,1 + P22
1 0 0 0 0
n (1 B Z]:Z\;_1> A\ 1P2,1 + 02p22 At 1P1,1 + 02p12 E(A)) +
A2 — A P2,1 + P22 P11+ P12
1 0 0 0 0 _
+z]7\}_1 A\ 1P2,1 + 02p22 AL 1P1,1 + 02p12 N]T_l _
A2 — M P21 + P22 D11+ P12

XA | Oipiat+Op12 Oipaa + Oopas
= - +
Ay — A1

P11+ P12 D21 + P22
1 0 0 0 0
4 A 1P2,1 + 02p22 AL 1P1,1 + 02p12 . BLP (Nj,T\NJT_l)-
A2 — M P21 + D22 P11+ P12

Oczywiscie predyktor ten jest ponownie afiniczna funkcja predyktora liczby szkdd.
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Przyktad 4. Przyjmijmy wreszcie, ze parametry ryzyka A; i ©; majg dwu-
wymiarowy rozklad lognormalny, czyli zalézmy, ze A; i ©; to para dodatnich
zmiennych losowych, ktorych logarytmy naturalne maja dwuwymiarowy rozktad
normalny:

Aj >01i @j > 0,

log (Aj) | up w2 whe
ey | ([ [ = ))

W literaturze rozpatrywane byty modele, w ktérych parametr ryzyka A; miat
rozklad lognormalny (por. Denuit i in., 2007) i, co istotne, stanowilty czesto dobre
przyblizenie do rzeczywistych danych. Z tego powodu warto rozwazy¢ dwuwymia-
rowe rozszerzenie owych modeli. Nalezy wspomnieé, ze przyjecie wartosci wpyg = 0
bedzie oznaczalo, ze parametry ryzyka A; i ©; sa niezalezne. W przypadku, gdy
zachodzi wpe # 0, parametry ryzyka mogg by¢ zaréwno dodatnio, jak i ujemnie
skorelowane.

Tak jak dotychczas rozpocznijmy od obliczenia kowariancji miedzy A;0; 1 A;,
poniewaz jest ona niezbedna do uzyskania wartosci parametru stojacego w regresji
przy predyktorze liczby szkéd (ozn. BZ4):

Cov (A;0;,45) = B (A26,) — B(A;0,) E(A;) =

1
= exp <2uA + ug + 2w/2\ + iwé + 2wA9> +
1

1 1
— exp (uA + ue + iw?\ + iw% + wA9> exp (uA + 2w,2\> =

1
= exp (QuA + w/Q\) exp <u® + 2w(29> exp (wA@) [exp (w/Q\ + wAe) — 1} .
Wariancja parametru A; jest natomiast réwna:

Var (A;) = exp (ZuA + w%\) {exp (wi) - 1} ,

wobec czego parametr stojacy przy predyktorze liczby szkéd w regresji pomocni-
czej bedzie réwny:

exp (2up + w3) exp (ue) + %wé) exp (wpo) [exp (Wi +wre) — 1]

AZ4
pét = —

L exp (2up +w?) [exp (W) — 1] N

exp (Wi +wre) — 1
exp (w3) — 1
co w przypadku niezaleznosci parametréw uprosci sie oczywiscie do:

A 1
M7 —exp (e + 0B ) = E(6)).

)

Ly
=exp | ue + iw@ exp (wre)
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Parametr stojacy przy stalej (ozn. 3024) bedzie natomiast w przypadku ogdl-
nym rowny:

N 1 1
ﬁOZ4 = exp (uA + ug + 500/2\ + iw% +UJA@) +

1, exp (w3 +wre) — 1 < 1 2)_
exp <U@ + 2w@) exp (whe) exp (@3) — 1 exp (ua + oWA | =

— L o L 2 1 — exp (wpo)
= exp (uA + 2wA) exp (ue) + 2w@> exp (wA + wA@) W'

Nietrudno dostrzec, ze warunkiem zerowania sie parametru 5024 jest wpe = 0,
czyli warunek niezaleznosci parametrow ryzyka.
Zapiszmy jeszcze postaé predyktora tacznej wartosci szkdd:

BLP# (X0 |NT71) = 3" 4 (1 2471) BB (M) + 24 BEANT ! =

— Lo L 2 1 — exp (wpe)
= exp (uA + 2wA> exp <u® + 2w@) exp (wA + wA@) WJF

_ 1 exp (W} +wre) — 1
T-1 2 A
+ (1 — Zy ) exp (ue + 2w@> exp (wpo) oxp (@2) — 1 E(Aj) +
_ 1 exp (Wi +wre) — 1 o7
T-1 2 A T-1 _
+zy  exp <u® + 2w@) exp (wpe) exp (@2) — 1 N; =

1 —exp (wpro)

exp (w3) — 1 +

_ 1, 1, 2
= exp uA+2wA exp u@+2w@ exp (wp + wae

1 X 2 —
+exp <ue + 2w%) exp (whe) pe(:ﬁ(:{;/\f))l

Podsumowujac rozwazania zawarte w tej czedci artykutu, nalezy zauwazyc¢,
ze praktycznie we wszystkich rozpatrywanych modelach w przypadku zaleznosci
parametréw ryzyka predyktor lacznej wartosci szkdd okazal sie afiniczng funkcja
predyktora liczby szkéd. Wyjatek stanowi przyktad 3, ale nawet przy zatozeniach
w nim przyjetych warunek konieczny zerowania sie parametru przy statej w przy-
padku zaleznosci parametrow ryzyka raczej rzadko bedzie spelniony w praktyce.
Oznacza to, ze jezeli parametry ryzyka nie sa niezalezne, wartos¢ stalej w regresji
pomocniczej powinna istotnie r6zni¢ sie od 0. Stanowi to potwierdzenie wnioskéw
otrzymanych w czesci 4 artykutu.

Nalezy dodac, ze zaprezentowane powyzej modele nie wyczerpuja zbioru moz-
liwych form zaleznosci miedzy parametrami ryzyka, ale nie bylo to bynajmniej
celem niniejszego artykulu. Warto natomiast podkresli¢, ze zaproponowane mo-
dele zalezno$ci sg rozszerzeniem popularnych modeli jednowymiarowych, ktore
dobrze sprawdzaly sie w dotychczas przeprowadzonych badaniach empirycznych.

'pLp (NN ).
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6. Zakonczenie

W niniejszym artykule zostal obliczony najlepszy liniowy predyktor lacznej
wartosci szkéd na podstawie liczby szkéd w ogdlnym modelu stochastycznej za-
leznoéci liczby szkod i wartosci pojedynczych szkéd. Co ciekawe, okazalo sie, ze
predyktor ten jest afiniczna funkcja predyktora liczby szkdéd. Nastepnie zostata
zaproponowana regresja pomocnicza pozwalajaca na przetestowanie w prosty spo-
sOb tego, czy liczba i wartosci pojedynczych szkdd sa stochastycznie zalezne, co
z kolei oznaczatoby, ze nie nalezy stosowa¢ do predykeji tacznej wartosci szkdéd
predyktora liczby szkéd pomnozonego przez populacyjna warto$é¢ oczekiwana
wartosci pojedynczej szkody. W ostatniej czesci artykulu zostaly rozpatrzone
pewne przyktadowe formy zaleznosci miedzy parametrami ryzyka, a takze zostaty
dla nich obliczone teoretyczne wartosci parametréow w zaproponowanej regresji
liniowej oraz zostala uzyskana postaé¢ predyktora tacznej wartosci szkdd.
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Model of stochastic dependence between number
and amount of claims

Abstract

In the literature on credibility method and experience rating concerning calculation
of premium for total claim amount on the basis of frequency and/or severity component
one can usually find models based on assumption that number and amount of claims are
independent random variables. In this article we consider general model of stochastic
dependence between number and amount of claims and calculate in this general model
credibility premium for total claim amount on the basis of the number of claims. We
propose also simple linear regression which can serve to test whether number and amount
of claims are stochastically dependent. Finally, we present examples of specific forms
of dependence between number and amount of claims — for each exemplary model we
calculate credibility premium and present theoretical values of regression parameters.
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