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Odpornos¢ sktadki kwantylowej ze wzgledu
na zaburzenia rozktadu wielkosci pojedynczej szkody
w modelu ryzyka tacznego

Streszczenie

Artykul porusza problem kalkulacji skladki przez zaklad ubezpieczen za pomocg me-
tody kwantylowej przy zastosowaniu kolektywnego modelu ryzyka. W ustalonym modelu
matematycznym wyliczenie skladki wigze sie z bledami aproksymacyi wynikajgcymi z za-
stosowania jednej z wielu dostepnych metod aproksymacji {gcznego rozkladu szkod i za-
gadnieniem odpornosci skiadki na roinego rodzaju zaburzenia. W wyliczeniach uwzgled-
niono mozliwos¢ popetnienia réinych bledow w procesie kalkulacji skladki, wynikajgcych
z faktu, Ze zaklad ubezpieczeni nie dysponuje pelng wiedzq o charakterystykach procesu
szkodowego 1 jest zmuszony przyjmowacé o nim pewne zatozenia. Wrazliwos¢ otrzymywa-
nych wynikéw zostala zbadana ze wzgledu na zmiany wielkosci portfela ubezpieczeniowego,
rozktadow prawdopodobienstwa uzywanych do modelowania wielkosci pojedynczej szkody,
metody aproksymacyi, sity zaburzenia i rzedu kwantyla uzywanego do wyliczenia skiadki.

1. Wstep

Podstawa dzialalnosci zaktadu ubezpieczen to wyplata odszkodowan i Swiad-
czen ze srodkéw zgromadzonych w trakcie poboru sktadki. Relacja zebranych
skladek do wyplat okresla wynik operacyjny ubezpieczyciela. Analizujac obie te
wielko$ci, mozemy zauwazy¢, ze jedna z nich (szkody) jest w duzej mierze wiel-
koscia losowa, wielkoéé¢ zebranej sktadki zalezy natomiast w duzym stopniu od
zaktadu ubezpieczen. Losowo$é wyptacanych odszkodowan oznacza, ze mozliwe
jest zastosowanie narzedzi modelowania matematycznego. Przez proces szkodowo-
Sci rozumieé bedziemy taki proces stochastyczny, ktoérego realizacjami sa kolejne
wyplaty odszkodowan przez zaklad na rzecz ubezpieczonych. Proces szkodowosci
bywa zwykle dekomponowany na dwa wymiary, ktore sa analizowane oddzielnie
— liczba/czestos$é zglaszanych szkéd (ang. frequency) i ich wielko$é (ang. seve-
rity). Skladki sa najczesciej kalkulowane w taki sposob, ze aktuariusz lub dzial
wyceny produktéw majg pewne wyobrazenie i oczekiwania co do tego, w jaki
sposéb szkody beda sie pojawiaty dla okreslonych produktow ubezpieczeniowych,
i na podstawie tych oczekiwan dokonuja taryfikacji produktu. Oczywiste wydaje
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sie to, ze jesli oba wymiary procesu szkodowego podlegaja estymacji przez za-
ktad ubezpieczen, to mozliwe jest wystapienie btedéw, prowadzacych do sytuacji,
w ktorych pobrana sktadka jest niewystarczajaca do pokrycia zobowiazan z ty-
tutu roszczen ze strony ubezpieczonych. Sytuacje taka mozna okresli¢ w duzym
uproszczeniu jako niewyptacalnosé. Badanie wystarczalnoéci sktadki w kontekécie
btedéw popelnionych przy jej kalkulacji nazywamy badaniem odpornosci sktadki.
Przeprowadzenie analizy odpornosci sktadki przy zalozeniu okreslonych bledéw
popelnionych przy estymacji jest celem badawczym niniejszej pracy. Jako metode
badawcza przyjeto metode symulacyjna.

2. Wyniki podobnych badan

Przy przeprowadzaniu badania odpornosci sktadki korzystaliSmy z wielu na-
rzedzi rachunku prawdopodobienstwa, statystyki matematycznej i matematycznej
teorii ryzyka. Dziedzina ta byta obiektem czestych analiz w literaturze nauko-
wej. Szczegodlnie istotnym i czesto poruszanym zagadnieniem byta kwestia wy-
boru aproksymacji tacznego rozktadu szkéd, poniewaz wybodr konkretnej metody
aproksymacji ma znaczny wplyw na wielko$¢ sktadki, a w zwigzku z tym réwniez
na ewentualne wystapienie niewyptacalnosci zaktadu.

Oprécz najprostszej aproksymacji normalnej jest wiele innych metod aproksy-
macyjnych, w szczegdlnosci aproksymacja gamma oraz aproksymacja za pomoca
szeregu potegowego stopnia drugiego standardowej zmiennej normalnej (ozna-
czana dalej jako NP) (wiecej o tej metodzie aproksymacji zob. Ramsey, 1991).
Aproksymacja normalna najczesciej jest przytaczana w literaturze jako przyktad
relatywnie niskiej jakosci dopasowania przyblizonego rozktadu do danych rzeczy-
wistych (zob. Kaas, Goovaerts, Dhaene, Denuit, 2001). Réznice pomiedzy aprok-
symacjami gamma i NP byly niejednokrotnie przedmiotem sporéw w kwestii
lepszego odzwierciedlania danych i poswiecono im szereg publikacji naukowych.

Za aproksymacja gamma opowiadal si¢ m.in. amerykanski badacz i wykta-
dowca na Yale University — H. Seal. Staral sie on dowieé¢, ze aproksymacja za
pomocy szeregu potegowego standardowej zmiennej normalnej (stopnia zaréwno
drugiego, jak i trzeciego) zyskala niezastuzona reputacje metody relatywnie do-
brze przyblizajacej nieznany rozklad zmiennej i ze powinna zostaé zarzucona na
rzecz mniej skomplikowanej aproksymacji gamma — wiecej szczegblow na temat
jego badan mozna odnalezé w Seal (1977). Przewaga aproksymacji gamma byla
szczegllnie wyrazna przy modelowaniu prawdopodobienstwa osiagniecia przez
zmienna warto$ci oddalonych od wartosci oczekiwanej o ponad 4, 5 i 6 odchy-
len standardowych. Za aproksymacja NP z kolei opowiadali si¢ m.in. T. Pen-
tikdinen (1977), finski matematyk i aktuariusz, oraz C. Ramsay (1991), amery-
kanski uczony i wyktadowca na University of Nebrasca. W swoich pracach ukazali
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oni fakt przeszacowywania warto$ci prawdopodobienstw w prawym ogonie roz-
ktadu przez te aproksymacje, co wpltywa wprawdzie niekorzystnie na jej precyzje,
korzystnie jednak na odpornos¢ wyznaczonej za jej pomoca sktadki.

G. Berger pokazal w swoim opracowaniu, ze zastosowanie aproksymacji szere-
giem potegowym stopnia trzeciego standardowej zmiennej normalnej, mimo wigk-
szego stopnia skomplikowania, nie daje wyraznie lepszych wynikéw w poréwnaniu
do NP (zob. Berger, 1972).

RéZznym metodom aproksymacji tacznego rozktadu szkod poswiecili tez uwage
R. Kaas, holenderski specjalista od teorii ryzyka, ze wspétpracownikami w ksiazce
Modern Actuarial Risk Theory (2001) oraz Y. Chaubey wraz z J. Garrido oraz
S. Trudeau (1998), z grupa matematykéw z Concordia University w Montrealu.
Podobnie jak pozostali, pokazali oni staba jako$¢ aproksymacji normalnej i po-
rownywalna jako$¢ aproksymacji gamma i NP. Jest tez wiele innych, rzadziej
stosowanych w praktyce ubezpieczeniowej, metod aproksymacji. Chaubey przy-
woluje w swoim opracowaniu kilka z nich, jak np. aproksymacje Edgewortha,
Esschera, odwrotna gaussowska czy mieszang (gamma z odwrotna gaussowska)
(Chaubey, Garrido, Trudeau, 1998, s. 217-226). Wspomniane metody aproksy-
macji zastosowal w swoich badaniach réwniez matematyk holenderski R. Reij-
nen i jego wspélpracownicy (2005). Sa to jednak metody rzadko pojawiajace sie
w praktyce ubezpieczeniowej, nie zostaly wiec one zastosowane w niniejszej pracy.

W literaturze mozna tez odnalezé wyniki badan zaleznosci dopasowania roz-
ktadu od rzedu kwantyla. Polscy naukowcy, J. Iwanik i J. Nowicka-Zagrajek,
w swoim opracowaniu (2005) poréwnali sktadki w modelu ryzyka tacznego wyzna-
czone przy uzyciu aproksymacji gamma ze sktadkami wyznaczonymi na podstawie
rzeczywistych rozktadow w zaleznosci od przyjetego kwantyla. Jako$é aproksy-
macji okazuje si¢ bardzo dobra przy kwantylu rzedu 0,9; przy kwantylu rzedu
0,98 réznice wynikajace z zastosowania przyblizen aproksymacyjnych sa juz dosé
wyrazne.

3. Narzedzia analityczne i struktura modelu

Struktura modelu oraz uzyte narzedzia z zakresu rachunku prawdopodobien-
stwa i matematyki aktuarialnej zostaly omdéwione kolejno ponize;j.

1. Model jest jednookresowy, tzn. przedmiotem symulacji jest liczba i wielkos¢
szkéd wygenerowanych przez portfel identycznych polis ubezpieczeniowych
na przestrzeni jednej jednostki czasu. Efektem konicowym jest jednorazowe
poréwnanie tacznej wysymulowanej wielkosci szkéd z zebrang sktadka.

2. Sktadka jest kalkulowana metoda kwantylowa. Istota tej metody polega na
takim wyborze poziomu sktadki globalnej H dla catego portfela, by prawdopo-
dobienstwo przekroczenia sktadki przez tacznag wartoéé szkéd w portfelu byto
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odpowiednio male, np. wyniosto 1%. Na potrzeby badania wprowadzono sym-
bol B na oznaczenie zakladanego przez ubezpieczyciela poziomu bezpieczen-
stwa, czyli rzedu kwantyla uzywanego do kalkulacji sktadki. Zatem sktadka
kwantylowa jest to warto$¢ H spelniajaca zaleznosc¢:

P(W>H)=1-B,

gdzie W to zmienna losowa oznaczajaca taczna wartos¢ wyplaconych szkdd

w jednostce czasu.

3. Rozklad Poissona z parametrem 0,01! jest uzywany do modelowania liczby
szkéd zgloszonych przez pojedyncza polise. Charakterystyczng cecha rozktadu
Poissona, ktéra czyni go uzytecznym w procesach modelowania liczby zgla-
szanych szkdd, jest jego addytywnosé (tzn. dokonanie symulacji 1000 polis,
z ktorych kazda generuje liczbe szkdd zgodna z rozktadem Poissona o parame-
trze A, jest réwnoznaczne z dokonaniem pojedynczej symulacji dla zmiennej
losowej o rozkladzie Poissona z parametrem 1000 - \).

4. Uzycie rozktadu Poissona do modelowania liczby zgtaszanych szkdd implikuje
zastosowanie modelu ryzyka tacznego, tzn. dopuszcza sie¢ mozliwo$¢ wygene-
rowania przez jedna polise liczby szkdéd wiekszej niz jeden. W modelu ry-
zyka acznego rozklad zmiennej losowej W mozna okresli¢ poprzez wskazanie
rozkladéw odpowiadajacych odpowiednio za liczbe zglaszanych szkdéd i ich
wielkosé.

5. W zakresie wielkosci zglaszanych szkéd dopuszczono mozliwosé popelniania
przez zaktad trzech rodzajow bledéw, nazywanych réwniez zaburzeniami:

a) Zaburzenie typu I — towarzystwo ubezpieczeniowe posiada prawidlowa
i pelna wiedze na temat procesu szkodowego w okresie poprzedzajacym
okres symulacji i na tej podstawie dokonuje kalkulacji sktadki. W okresie,
ktorego ryzyko sktadka pokrywa, nastepuje jednak zmiana procesu szko-
dowego — wielkosci szkdd, ktore poprzednio byly realizacjami zmiennej
losowej o rozkladzie ¥, w okresie sktadkowym sa realizacjami zmiennej
losowej o rozkladzie mieszanym. Szkoda z prawdopodobienstwem 1 — &
pochodzi z rozkladu ¥, natomiast z prawdopodobiefistwem e pochodzi
z innego rozkladu Z. W modelu zalozono wystepowanie z prawdopodo-
biefistwem ¢ szk6éd pochodzacych z rozktadéw o znacznie wigkszej warian-
¢ji i silnej dodatniej sko$nosci. Parametr € bedzie okreslany jako natezenie
zaburzenia.

b) Zaburzenie typu II — towarzystwo ubezpieczeniowe posiada prawidlowa
informacje na temat dwdch pierwszych momentéw rozktadu wielkosci po-
jedynczej szkody?. Blednie zaklada jednak postaé funkcyjng ¥ rozkltadu

! Parametr dla rozktadu Poissona oznacza jednoczesnie jego warto$é oczekiwang.

2 Oznacza to, ze zaklad prawidlowo oszacowal wartoéé oczekiwana i wariancje tego roz-
ktadu.
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pojedynczej szkody. Szkoda bowiem z prawdopodobienstwem 1 pochodzi
z rozktadu =, ktéry przy calkowicie innej postaci funkcyjnej niz rozktad
¥ posiada identyczne z nim warto$¢ oczekiwana i wariancje. Do kalkulacji
sktadki zaklad wykorzystuje informacje o rozktadzie V.

¢) Zaburzenie typu III — podobnie jak w zaburzeniu typu II towarzystwo
ubezpieczeniowe posiada prawidlowa informacje na temat dwdch pierw-
szych momentéw rozktadu wielkosci pojedynczej szkody. Popelniany btad
dotyczy postaci funkcyjnej rozkladu, tzn. na podstawie informacji o dwéch
pierwszych momentach zaktad zaltozyl, ze szkody pochodza z ,czystego”
rozktadu ¥, podczas gdy rzeczywista natura procesu szkodowego jest taka,
ze szkody pochodza z rozkladu mieszanego zdefiniowanego poprzez czesto-
§ci 1 —¢ (rozklad W) i e (rozklad E), podobnie jak w zaburzeniu I. Sktadka
kalkulowana jest na podstawie znanych zakladowi ubezpieczen momentow
rozktadu mieszanego opisujacego wielko$¢ pojedynczej szkody.

6. Rozklady gléwne i zaburzajace.

W badaniu odpornosci sktadki ubezpieczeniowej jako rozktadéw glownych
zdecydowano sie uzyé¢ rozkladéw gamma, logarytmiczno-normalnego (LN)
oraz Weibulla. Do modelowania zaburzen wybrano rozklady Pareto, uogol-
niony Pareto (ang. Generalized Pareto — GP) i Burra. W dalszej czeSci pracy
rozklady te sa okredlane jako zaburzajace. Tabele 1 i 2 przedstawiaja para-
metry i momenty uzytych rozkltadéw?.

7. Ze wzgledu na fakt, ze taczna wartosé szkdd jest zmienna losows trudna do sta-
tystycznej analizy, przy ustalaniu wysokosci sktadki w symulacjach korzystano
z aproksymacji normalnej, aproksymacji rozkladem gamma i aproksymacji za
pomocy szeregu potegowego standardowej zmiennej normalnej (ang. normal
power — NP). Wykorzystanie tych aproksymacji, przy zalozeniu wiedzy za-
ktadu ubezpieczen na temat okreslonych parametréw procesu szkodowego,
pozwala na kalkulacje przyblizonej wartosci kwantyla zmiennej W, czyli kal-
kulacje sktadki dla portfela polis. Aproksymacje gamma i NP wykorzystuja

3 Na potrzeby pracy, chcac otrzymaé poréwnywalne wyniki dla trzech podstawowych roz-
ktadow, z ktorych pochodza szkody, przyjeto arbitralnie wartosé oczekiwang pojedynczej szkody
rowna 20 000 zl oraz jej wariancje réwna 4 000 000 (21)2. W celu uzyskania parametréow uzyto
metody momentéw. W przypadku dwuparametrowych rozktadéw estymacja parametréw wy-
magata rozwiazania uktadu dwéch réwnan z dwiema niewiadomymi. W przypadku rozktaddw
zaburzajacych postanowiono przyjaé istotnie wyzszg wariancje, taka by wplyw zaburzen byt
odczuwalny. Przy niezmienionej wartosci oczekiwanej wariancja zostala ustalona na poziomie
800 000 000 (z1)?. Ze wzgledu na to, ze rozklad Burra i rozktad GP sg tréjparametrowymi
uogOlnieniami rozktadu Pareto, aby je w pewien spos6b zréznicowaé, postanowiono zmienié ich
sko$nosé. Skosnosé rozktadu Burra ustalono na poziomie o 25% nizszym niz dla rozktadu Pareto,
a dla rozktadu GP na poziomie o 25% wyzszym.
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informacje o momentach trzech pierwszych rzedéw, aproksymacja normalna
wykorzystuje informacje o momentach dwéch pierwszych rzedéw?.
Po uwzglednieniu réznych mozliwych wielkosci portfela i poziomoéw bezpieczen-
stwa w tabeli 3 zestawiono parametry opisujace model symulacyjny.

Tabela 1. Parametry rozkladéw uzytych w modelu

Rozktad Parametry

Gamma, a = 100 B = 0,005

LN = 9,8985 0?2 =0,01

Weibulla c=3,2012-10-53 7 = 12,1534

Pareto A = 60 000 0=4

Burra A =36 975,42 T =0,9172 0 =5,4067
GP a = —0,2682 b = 14 092,9377 c = 741,9607

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Tabela 2. Warto$ci momentéw rozkltadéw uzytych w modelu

Momenty
Rozkiad War'tosc Wariancja Skosnoéé
oczekiwana
Gamma 20 000 4 000 000 0,200
LN 20 000 4 000 000 0,301
Weibulla 20 000 4 000 000 0,156
Pareto 20 000 800 000 000 7,071
Burra 20 000 800 000 000 5,303
GP 20 000 800 000 000 8,839

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Do osiggniecia celu badawczego pracy niezbedne bylo wygenerowanie liczb
losowych stanowigcych realizacje rozkladéw opisujacych liczbe i wielkosé zgla-
szanych szkéd. W przypadku rozktadu Poissona stworzono tabele, w ktérej kolej-
nym wartoéciom przyjmowanym przez zmienng losowa przyporzadkowano praw-
dopodobienistwa ich wystapienia, a nastepnie dokonano ich kumulacji. Generujac
wielkosci pojedynczych szkdd, skorzystano z faktu, iz dla dowolnego rozkladu
ciagtego o dystrybuancie F' zmienna losowa V = F(Y) ma rozklad jednostajny
na odcinku [0, 1]. Losowe wielkosci szkdd otrzymano wiec poprzez odwracanie
dystrybuant poszczegdlnych rozktadow.

4 Aproksymacja normalna wykorzystuje centralne twierdzenie graniczne, aproksymacja
gamma zaklada, ze rozkltad tacznej wielkosci szkdd jest rozktadem przesunigtym gamma, aprok-
symacja NP postuluje standaryzacje zmiennej W, a nastepnie przyblizenie jej kwantyla poprzez
rozwiniecie w szereg potegowy. Szczegbétowe informacje na temat aproksymacji patrz: Serfling,
1991, s. 36-39; Ramsay, 1991.
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Tabela 3. Parametry modelu symulacyjnego

Rodzaj zaburzenia Typ I Typ 11 Typ III

Rozklad gléwny Gamma LN Weibulla | Pareto

Rozklad zaburzajacy Pareto GP Burra

Metoda aproksymacji normalna Gamma NP

Sita zaburzenia 0%* 1% 5% 10% | 100%**
Poziom 98% 99% 99,5%

bezpieczenstwa

Wielko$¢ portfela 500 1000 5000

* Przeprowadzono réwniez symulacje, w ktérych zatozono prawidtowg wiedze zakladu o pro-
cesie szkodowym. Symulacje takie umozliwily oceneg jakosci metod aproksymacyjnych.
** Zaburzenie na poziomie 100% odpowiada przypadkowi zaburzenia typu II.

Zrédto: opracowanie wlasne.

Pojedyncza symulacja w badaniu oznaczata przeprowadzenie 100 000 losowan
wartosci dla wszystkich modelowanych zmiennych losowych dla jednego ustalo-
nego zestawu parametréw, zgodnie z danymi z tabeli 3. Pojedyncze losowanie jest
okreslane mianem iteracji. Kolejnym krokiem bylo obliczenie wartosci oczekiwa-
nej i wariancji rzeczywistego procesu szkodowego. Nastepnie dokonywano za po-
mocg przyrownania zatozonych i teoretycznych momentéw estymacji parametrow
rozktadu rozpoznawanego przez ubezpieczyciela i odpowiedniej przy danej aprok-
symacji sktadki globalnej. Zaburzenia zostaly zaimplementowane w taki sposéb,
ze dla kazdej szkody generowano liczbe losows, ktéra decydowata o tym, czy
szkoda bedzie pochodzi¢ z rozkladu gléwnego, czy zaburzajacego®, a nastepnie
niezaleznie losowano wielkos¢ szkody poprzez metode odwracania dystrybuanty.
W dalszej kolejnosci sume wszystkich zasztych szkéd poréwnywano ze sktadka H
i w przypadku niewystarczalnosci sktadki stan ten byl rejestrowany przez kod
programu wraz z informacja o wielkoéci nadwyzki zgtoszonych szkéd ponad ze-
brana skladke.

4. Mierniki odpornosci

Wynik pojedynczej symulacji sktada sie z trzech elementéw: informacji o licz-
bie przypadkow, kiedy wystapita niewyptacalnosé, éredniej wartodci nadwyzki
zgloszonych szkéd ponad pobrang sktadke i zaobserwowanej wariancji nadwyzki
szkéd ponad zebrana sktadke. Na bazie tych informacji opracowano mierniki,
ktore dalej postuza nam do oceny odpornosci sktadki. Miernikami tymi sa:

® Zmienng losows jednostajng interpretowano po prostu jako prawdopodobienstwo.
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1. Prawdopodobienistwo niewyptacalnosci.
Niech dla danej symulacji t oznacza liczbe tych iteracji sposrod 100 000, w kto-
rych nastgpita niewyptacalnoéé¢ zaktadu, czyli taczna wielko$é szkdd przekro-
czylta zebrane sktadki; prawdopodobienstwo niewyplacalnosci zarejestrowane
dla ustalonej symulacji to wielkoS¢:

t
100000

q:

2. Wspodtezynnik T

Jako wspotezynnik T oznaczamy dla ustalonej symulacji stosunek dwéch wiel-
kosci. W liczniku umieszczamy réznice miedzy wielkoscia otrzymanego praw-
dopodobienstwa niewyplacalnosci a zakladanym przez towarzystwo maksy-
malnym prawdopodobienistwem niewyptacalnosci. W mianowniku zas§ umiesz-
czamy warto$¢ maksymalnego, akceptowanego przez zaklad prawdopodobien-
stwa niewyplacalnosci. Stosunek ten wyrazamy procentowo. Korzystajac
z wprowadzonych oznaczen, mozemy zapisac:

_q-(1-B)

T = -1 .
1§ 00%

Im wyzsza jest warto$é T, tym skladka jest mniej odporna na odpowiedni typ
zaburzenia. Przyjecie przez wspoélczynnik 1" wartoéci rownej zero interpretu-
jemy jako fakt zarejestrowania maksymalnego dopuszczanego przez towarzy-
stwo prawdopodobienstwa niewyptacalnosci. Przyjecie przez wspétczynnik T
wartosci mniejszej od 0 oznacza, ze cel ubezpieczyciela w zakresie utrzyma-
nia prawdopodobienstwa niewyplacalnosci na odpowiednio niskim poziomie
zostal zrealizowany.
3. Liczba standéw niewyptacalnodci.

Interpretacja prawdopodobienstwa niewyplacalnosci moze by¢ nieco skompli-
kowana, gdyz fakt, ze przy zalozonym poziomie bezpieczenstwa 99% (czyli
zakltad godzi sie na l-procentowe prawdopodobienstwo niewyptacalnosci, co
odpowiada wystapieniu niewyptacalnosci 1000 na 100 000 iteracji) niewypla-
calnos¢ nastgpita w 1010 przypadkach, z jednej strony moze oznaczaé niewla-
Sciwe skalkulowanie sktadki, a z drugiej — moze wynika¢ z losowosci procesu
szkodowego. Aby uwzgledni¢ w analizie te druga mozliwo$¢, skorzystano z teo-
rii testéw statystycznych, by zbadac to, czy liczba iteracji, w ktérych nastapita
niewyplacalno$¢ zaktadu, jest istotnie statystycznie wyzsza od liczby, ktora
akceptuje zaktad ubezpieczen przy danym poziomie bezpieczenstwa. W przy-
padku istotnej réznicy dla danej symulacji méwimy o wystapieniu stanu nie-
wyptacalnosci. W toku analizy wynikdéw informacja o liczbie stanéw niewypta-
calnodci bedzie zawsze dotyczyla liczby tak stwierdzonych statystycznie istot-
nych stanéw wyptacalnosci. Badanie wystapienia stanu niewyptacalnosci jest
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przeprowadzane nastepujaco. Niech H oznacza wielkosé sktadki dla ustalonej
symulacji, a Wy, oznacza wielko$¢ zagregowanych szkéd zarejestrowanych
dla pojedynczej iteracji. Jako ¢ oznaczamy liczbe iteracji (sposréd 100 000
przeprowadzonych), dla ktérych zachodzi Wy, > H. Jezeli zachodzi § > g+,
zaobserwowana frakcja niewyptacalnoéci nalezy do zdefiniowanego obszaru
krytycznego O, to stwierdzamy statystycznie istotne wystapienie stanu nie-
wyptacalnosci. Lewy kraniec obszaru krytycznego, oznaczony jako §*, mozna
obliczyé w nastepujacy sposéb®:

(1 — B)-100000 + u1_q - /100000 - B - (1 — B)
100 000 ’

gdzie u1_, oznacza kwantyl standardowego rozkladu normalnego, a « jest
poziomem istotnosci uzytym do testu. Wartosé g+ dla poziomu istotnosci
réownego 1% wynosi przykladowo: 0,55% dla poziomu bezpieczenstwa 99,5%;
1,07% dla poziomu bezpieczenstwa 99% i 2,10% dla poziomu bezpieczenstwa
98%.
4. Srednia warto$é¢ nadwyzki szkéd.

Miernik ten oznacza $rednig wartos¢ nadwyzki zgloszonych szkéd W ponad
zebrang sktadke H. Wielkoéé ta dla ustalonej symulacji bedzie oznaczana
en (H) i dana jest wzorem

qx =

Zﬁ\; i
N
gdzie N oznacza liczbe iteracji, w ktérych nastapilta niewyptacalno$é zaktadu,
a z kolejne realizacje nadwyzki tacznej wartosci szkdod ponad wartosé zgro-
madzonych sktadek w przypadku, gdy nastapita niewyptacalnosé.

5. Wspodlezynnik R.
Wielko$é e, (H) jest miernikiem wyrazonym w sposéb absolutny. W praktyce
ubezpieczeniowej réwnie istotne moze by¢ stwierdzenie, jak wielki byt niedo-
boér zebranej sktadki w stosunku do zgloszonej sumy szkod. Wspdlezynnik
R dla ustalonej symulacji definiujemy zatem jako stosunek sSredniej wartosci
nadwyzki szkéd do wielkoéci pobranej sktadki:

(H)

en
R=—-+
H

5 Wzér wynika stad, ze stan niewyptacalnosci zaktadu potraktowano jako realizacje dwu-
stanowe]j zmiennej losowej @, ktéra z pewnym prawdopodobienstwem ¢ przyjmuje wartosé 1
odpowiadajaca wystapieniu niewyptacalnosci, z prawdopodobienistwem 1 — g przyjmuje za$ war-
tosé 0, co odpowiada wyplacalnosci. Aby zweryfikowaé hipoteze, ze parametr g jest wyzszy
od poziomu akceptowanego przez zaklad 1 — B, nalezy zweryfikowaé odpowiednia hipoteze,
positkujac sie estymatorem prawdopodobienstwa zaktadu, otrzymanym na podstawie 100 000
iteracji, jako statystyka testujaca. Ze wzgledu na duza liczbe niezaleznych realizacji rozktad g

: D . . .. . g(1—q)
mozna przyblizy¢ rozktadem normalnym o wartosci oczekiwanej q i wariancji {55500 -

en (H) =

- 100%.
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Badano réwniez zmienno$é nadwyzki szkdd ponad zgromadzona sktadke, jed-
nak analiza ta nie przyniosta interesujacych wnioskdw.

5. Analiza odpornosci sktadki

5.1. Symulacje pozbawione zaburzen

Pierwszym etapem analizy byto przeprowadzenie symulacji bez zaburzen pro-
cesu szkodowego, ktére mialo poméc w postawieniu wstepnych hipotez badaw-
czych do dalszej weryfikacji oraz stuzy¢ jako punkt odniesienia przy badaniu
symulacji z zaburzeniami. Przeprowadzono 81 symulacji dla trzech réznych: wiel-
kosci portfela, wartoéci poziomu bezpieczenstwa, rozktadow wielkosci pojedynczej
szkody oraz metod aproksymacji.

Badanie liczby stanéw niewyptacalnosci jednoznacznie wykazato stabos¢ aprok
symacji normalnej. Istotny stan niewyplacalnosci wystapil we wszystkich 27 sy-
mulacjach przeprowadzonych przy tej metodzie aproksymacji (dla poréwnania dla
aproksymacji gamma i NP bylo to odpowiednio 12 i 9 stanéw). Stabosé aproksy-
macji normalnej potwierdza rowniez poréwnanie wspotczynnika T, przedstawione

w tabeli 4.

Tabela 4. Wsp6lczynnik T dla symulacji bez zaburzen

Wspétezynnik T dla symulacji bez zaburzen
Poziom bezpieczenstwa i wielkosé portfela

Aproksy- | Rozklad

macja glowny 98,00% 99,00% 99,50%
500 | 1000 | 5000 [ 500 | 1000 | 5000 500 1000

gamma 54% | 39% 74% | 60% 132% | 93%

Normalna LN 51% | 37% 76% | 53% 128% 89%
Weibulla | 48% | 35% 73% | 66% 130% 88%

gamma -1% 1% —1% 2% -9% —5%

Gamma LN -2% 5% 7% 3% 7% | =11%

Weibulla | 2% | —-1% 7% -3% —6% 1%

gamma -8% | 1% -1% | 3% 2% —5%

NP LN 7% 1% 1% —5% 2% —8%
Weibulla | —5% | —-1% 0% —-8% -11% | —4%

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Przyktadowo, warto$é 54% w lewym gérnym rogu tabeli oznacza, ze w przy-
padku symulacji bez zaburzen, gdy rozkladem gléwnym jest rozklad gamma,
portfel zawiera 500 polis, a towarzystwo ubezpieczeniowe zalozylo poziom bez-
pieczenstwa réwny 98% i stosuje aproksymacje normalna, otrzymana warto$é
estymatora prawdopodobienstwa niewyplacalnosci jest o 54% wyzsza od zakla-



Odpornosé skladki kwantylowej ze wzgledu na zaburzenia rozktadu... 147

danej przez towarzystwo'. Analiza danych z tabeli 4 pozwala réwniez stwierdzié,
ze jako$é¢ aproksymacji normalnej istotnie zwieksza sie w miare wzrostu wielkosci
portfela (co ma swoje uzasadnienie w centralnym twierdzeniu granicznym), jak
réwniez istotnie zmniejsza sie w miare wzrostu poziomu bezpieczenstwa (w przy-
padku modelowania zdarzen coraz rzadszych liczebnos¢ préby niezbedna do tego,
by mozna bylo zastosowaé centralne twierdzenie graniczne, jest coraz wigksza).
Warto zwrdci¢ uwage na fakt, ze podobnych zaleznosci nie zaobserwowano w przy-
padku dwéch pozostalych metod aproksymacii.

5.2. Zaburzenie typu I — rozklady gléwne gamma, LN i Weibulla

W przypadku badania zaburzenia typu I dla rozktadéw gamma, LN i Weibulla
ogdlna liczba przeprowadzonych symulacji wynosi 729%. Analiza liczby stanéw nie-
wyplacalnosci potwierdza niska jako$¢ aproksymacji normalnej zaobserwowanag
przy badaniu symulacji bez zaburzen. Stan niewyplacalnosci zostal zarejestro-
wany w 583 przypadkach, to jest w 80% ogdtu przeprowadzonych symulacji. Na
243 symulacje przypadajace na kazda z metod aproksymacji sktadka okazala sie
nieodporna w 241 symulacjach z wykorzystaniem aproksymacji normalnej, 202
przypadkach z wykorzystaniem aproksymacji gamma i 140 przypadkach z wyko-
rzystaniem aproksymacji NP. Nie zaobserwowano istotnych réznic pomiedzy sy-
mulacjami z zastosowaniem réznych rozktadéw zaburzajacych. Wystepuje jednak
dos¢ wyrazna dodatnia zaleznos¢ pomiedzy sila zaburzenia a liczbg zaobserwowa-
nych nieodpornych sktadek. Dla sity zaburzenia réwnej 0,01 stan niewyptacalnosci
zaobserwowano w 136 przypadkach, dla sity zaburzenia 0,05 w 220 przypadkach,
a dla sity zaburzenia 0,1 w 227 przypadkach na 243 wszystkie symulacje.

Analiza prawdopodobienstwa niewyplacalnosci potwierdza uzyskane wyzej re-
zultaty, pozwala réwniez na sformutowanie kolejnego ciekawego wniosku, ze na
niewyplacalnosé sktadki duzy wplyw ma skosnosé rozktadu zaburzajacego. Przy-
pomnijmy, ze role rozkladéw zaburzajacych pelnia rozklad Burra (ze sko$no-
Scia 5,303), rozklad Pareto (ze skosnoscia 7,071) oraz rozklad GP (ze skosnoscia
8,839). Przy okazji poréwnywania wynikéw trzech symulacji dla przykladowego
portfela 500 polis rézniacych sie tylko rozkladem zaburzajacym zaobserwowano,
ze w 52% przypadkéw najwieksza wartosé prawdopodobienstwa niewyplacalnosci
przyjmowana jest dla symulacji z zaburzeniem rozkladem Burra, a tylko w 17%

" Towarzystwo, wybierajac 98-procentowy poziom bezpieczefistwa, zaklada prawdopodo-
biefistwo niewyptacalnoéci na poziomie 2%, estymator tego prawdopodobiefistwa wynosi za$
3,08%.

8 Zaltozono mozliwo$é wystapienia trzech rozktadéw gtéwnych i trzech rozktadéw zaburza-
jacych wystepujacych z trzema sitami zaburzenia. Sktadke wyliczano deterministycznie, korzy-
stajac z trzech metod aproksymacji i dla trzech pozioméw bezpieczenstwa. Rozmiar portfela
moégt przyjac jedna z trzech wartosci, tak wigc taczna liczba mozliwych kombinacji parametrow
definiujacych wynosi 3% = 729 kombinacji.
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dla symulacji z zaburzeniem rozkladem GP. Najmniejsze wartoéci zarejestrowano
w 42% przypadkéw dla rozktadu GP, a w 22% przypadkéw dla rozktadu Burra.
Do analogicznych wnioskéw prowadzi réwniez analiza wielkosci wspétczynnika T.
Pozwala to twierdzié, ze wzrost skosnosci rozktadu zaburzajacego przeklada sie
na wyzszg odporno$¢ sktadki. Wyjasnieniem tej zalezno$ci moze by¢ fakt, ze w
miare wzrostu skosnosci czedciej pojawiaja sie mniejsze szkody, ktére sa z la-
twoscig pokrywane przez sktadke, w przypadku za$ zajécia szkdd ekstremalnie
duzych wielkos¢ szkody nie jest juz taka wazna, gdyz skladka i tak okazuje sie
niewystarczajaca.

Badanie wspétczynnika T pozwala na przedstawienie takze innego wniosku.
Wraz ze wzrostem sily zaburzenia, bez wzgledu na metode aproksymacji, wzrasta
warto$¢ wspoétezynnika T co jest réwnoznaczne ze wzrostem prawdopodobienstwa
niewyplacalnosci. Potwierdza sie zaobserwowana dla symulacji bez zaburzen za-
leznosé, ze jakosé aproksymacji normalnej poprawia si¢ wraz ze wzrostem wielko-
$ci portfela i pogarsza sie wraz ze wzrostem poziomu bezpieczenstwa. Zalezno$é
ta jest widoczna we wszystkich przeprowadzonych symulacjach.

5.3. Zaburzenie typu I — analiza rodziny rozkladéw Pareto

Dla zaburzenia typu I odrebnej analizie poddano rodzine rozkladéw Pareto
— rozktad Pareto potraktowano jako rozklad gléwny, natomiast rozktady Burra
i GP jako rozktady zaburzajace. Podstawowym celem takiej analizy byto glebsze
zbadanie zaleznosci pomiedzy sko$noscig rozkladu a odpornoscia sktadki. Ponie-
waz dwa pierwsze momenty rozktadéw Pareto, Burra i GP sa identyczne, istotne
rozbieznosci pomiedzy wynikami symulacji pozwolg lepiej oceni¢ wplyw réznic
wartosci momentow wyzszych rzedéw na odpornoéé sktadki, przede wszystkim
skosnosci. Przy niezmienionym procesie szacowania parametréw procesu szkodo-
wego? sktadki dla procesu szkodowego niezaburzonego i proceséw zaburzonych
beda takie same. Dla rozkladéw z rodziny Pareto przeprowadzono tacznie 189
symulacji — 162 z zaburzeniem i 27 bez zaburzenia'®.

W przypadku symulacji bez zaburzen stan niewyplacalnosci wystapit w dzie-
wieciu przypadkach — sa to wszystkie przypadki zastosowania aproksymacji nor-
malnej. Stabos¢ aproksymacji normalnej w przypadku rozktadéw Pareto jest tym
wieksza, poniewaz nie uwzglednia ona w ogdle skosnoéci, ktora jest znacznie wyz-
sza niz we wczesniej rozpatrywanych rozktadach gtownych. Wiasnie skosnosé ma

9 Szacowanie parametréw przez zaklad ubezpieczefi na podstawie prawidlowych informacji
o wartosci oczekiwanej i wariancji.

10 Dla przypadkéw bez zaburzenia liczba kombinacji powstata jako iloczyn trzech wielko-
$ci portfela, trzech pozioméw bezpieczenstwa i trzech metod aproksymacji. Dla przypadkéw
z zaburzeniem liczba kombinacji powstala przez uwzglednienie trzech wielkosci portfela, trzech
poziomdw bezpieczenstwa, trzech metod aproksymacji, dwéch rozktadéw zaburzajacych i trzech
sit zaburzenia.
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istotny wplyw na kalkulacje sktadki w przypadku aproksymacji gamma i NP, co
pokazuje tabela 5.

Tabela 5. Skladki dla portfela 1000 polis przy niezaburzonym
rozkladzie gtéwnym

Aproksy-| Poziom bez- Rozklad gléowny

macja pieczenstwa gamma LN Weibulla | Pareto | gammal

N ormal- 98,0% 330 538 | 330 538 | 330 538 | 424 977 | 424 977

na 99,0% 347 865 | 347 865 | 347 865 | 454 839 | 454 839
99,5% 363 722 | 363 722 | 363 722 | 482 168 | 482 168
98,0% 341 199 | 341 201 | 341190 | 506 171 | 474 281

Gamma 99,0% 362 665 | 362 667 | 362 652 | 573 824 | 524 888
99,5% 382 791 | 382 792 | 382774 | 640 859 | 573 814
98,0% 341 479 | 341 480 | 341469 | 521 513 | 478 608

NP 99,0% 362 865 | 362 867 | 362852 | 587 195 | 528 370
99,5% 382 881 | 382 883 | 382864 | 651 215 | 576 083

Zrédlo: opracowanie wlasne.

W tabeli 5 na szczegdlng uwage zastuguje poréwnanie skladek skalkulowa-
nych przy zalozeniu, ze rozkladem szkody jest Pareto (przedostatnia kolumna)
i rozklad gamma, ale o takiej samej wartosci oczekiwanej i wariancji jak rozktad
Pareto (ostatnia kolumna). Rozklady te r6znig sie sko$noscia, ktéra dla rozktadu
Pareto wynosi 7,07, a dla rozktadu gamma 2,83. Przy aproksymacji normalnej
nie ma réznic pomiedzy wielkoéciami sktadek w obu sytuacjach, gdyz metoda ta
uwzglednia tylko dwa pierwsze momenty, ktore sa identyczne dla obu rozktadow.
Istotne réznice mozna jednak zauwazy¢ dla dwdch pozostalych metod aproksy-
macji. Zalozenie, ze szkody pochodza z rozktadu Pareto, prowadzi do kalkulacji
sktadki o ok. 10% wyzszej w stosunku do zalozenia, ze za szkody odpowiada roz-
ktad gamma. Wyzsza sktadka implikuje za§ mniejsze prawdopodobienstwo niewy-
ptacalnosci. Przyklad ten pokazuje, ze w przypadku wyboru do kalkulacji sktadki
jednego rozkladu sposréd kilku istotnie rézniacych sie skosnoscia wyboér metody
aproksymacji ma bardzo duze znaczenie z punktu widzenia niewyptacalnosci.

Badanie symulacji bez zaburzen dla rozkladu Pareto potwierdzilo zaobser-
wowane wczedniej wnioski dotyczace zalezno$ci pomiedzy jakoécia aproksymacji
normalnej a wielkodcia portfela i poziomem bezpieczenstwa. W przypadku sy-
mulacji z zaburzeniami stan niewyplacalnosci wystapil we wszystkich przypad-
kach stosowania aproksymacji normalnej (54) i w jednym przypadku aproksy-
macji gamma'l. Analiza wspétczynnika T pozwala stwierdzi¢, ze wprowadzenie
zaburzenia i zwickszanie jego natezenia nie wplywa w sposéb jednoznaczny na
niewyptlacalnosé¢ zaktadu.

11 Zaburzenie rozktadem Burra o sile 5% dla portfela wielkoéci 5000 polis przy poziomie
bezpieczenstwa 99,5%.
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Tabela 6. Wielko$¢ wspoélczynnika T dla symulacji z zaburzeniami
— rodzina rozkladéw Pareto, portfel 1000 polis

. Rozklad zaburzajacy i sila zaburzenia

Aproksy-| Poziom bez-
B P
macja pieczenstwa urra G
0,01 0,05 0,1 0,01

Normal 98,0% 94,5% 89,0% 88,0% 83,5%
na 99,0% 165,0% 174,0% | 165,0% 173,0%

99,5% 294,0% 292,0% | 288,0%

98,0% -20,5% —24,0% | —24,5%
Gamma 99,0% —-19,0% —23,0% | —25,0%

99,5% -12,0% —20,0% | —20,0%

98,0% -31,5% —33,5% | —38,0%
NP 99,0% -37,0% -33,0% | -37,0%

99,5% —24,0% -32,0% | —28,0%

Zr6dto: opracowanie wtasne.

Na podstawie tabeli 6 mozemy pordéwnaé wartosci wspotczynnika T dla przy-
ktadowego portfela 1000 polis w sytuacji, gdy rozktadem zaburzajacym jest roz-
ktad Burra i rozktad GP. Na 27 przypadkow przedstawionych powyzej w 20 z nich
wspotczynnik T przyjal wyzsza wartoéé dla zaburzenia rozktadem Burra, a tylko
w czterech dla rozkladu GP. Wazrost wspotczynnika T wplywa niekorzystnie na
niewyplacalnosé¢ zaktadu, na podstawie powyzszej analizy mozemy wiec potwier-
dzié¢ zaobserwowany wczeéniej wniosek, ze wzrost skosnosci rozktadu zaburzaja-
cego zwieksza odpornosé sktadki'?.

5.4. Zaburzenie typu II

W przypadku zaburzenia typu II nie wystepuja rozktady zaburzajace, szkody
pochodza z jednego rozkladu, jest to jednak inny rozklad niz ten, ktéry zaktada
przy kalkulacji sktadki towarzystwo ubezpieczeniowe. Ogdlna liczba przeprowa-
dzonych symulacji wynosi 162'3.

7 jednej strony, wydaje sie, iz wykorzystanie do kalkulacji sktadki rozktadu
o zupelnie innej postaci funkcyjnej niz ten, z ktérego pochodza szkody, powinno
mieé¢ negatywny wplyw na odporno$é¢ sktadki. Z drugiej za$, fakt niewystepo-
wania rozkladéow zaburzajacych, cechujacych sie relatywnie wieksza wariancja
w stosunku do rozktadow gtéwnych, powinien sprzyjaé¢ mniejszemu prawdopodo-
biefistwu niewyplacalnosci, gdyz sa mniejsze szanse wystapienia szkéd o bardzo

12 Skoénosé rozktadu GP wynosi 8,839 i jest wyzsza od skosnosci rozktadu Burra, wynosza-
cej 5,303.

13 Pojedyncza symulacja jest zdeterminowana przez jedna z trzech metod aproksymacji,
jeden z trzech pozioméw bezpieczenstwa, jedna z trzech wielkosci portfela, jeden z trzech roz-
ktadow, jaki towarzystwo zaktada, ze opisuje szkody, i jeden z dwdch rozktadéw, jaki w rzeczy-
wistosci cechuje pojawiajace sie szkody. Lacznie sg to: 3* - 2 = 162 symulacje.
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duzej wartosci, ktore moga istotnie wpltynaé na niewyptacalnoéé zaktadu. Analiza
pozwoli ocenié, ktory z tych czynnikéw ma wieksze znaczenie.

YLaczna liczba przypadkow niewyplacalnosci na 162 symulacje wyniosta 56
(w tym wszystkie symulacje z aproksymacja normalng — 54), co stanowi 34,6%
wszystkich przypadkéw. Jest to wynik lepszy w poréwnaniu z zaburzeniem typu
I (spowodowalo ono wystapienie niewyplacalnosci w 80% symulacji). Odpornosé
sktadki moze by¢ wyzsza niz w przypadku zaburzenia typu I, gdyz w zaburzeniu
typu I, w przeciwienstwie do zaburzenia typu II, z ustalonym dodatnim praw-
dopodobienistwem szkody pochodzg z rozkladu zaburzajacego o znacznie wyz-
szej wariancji w stosunku do rozkladéw gtéwnych, co sprzyja powstawaniu szkéd
ekstremalnych o bardzo duzej wartosci i moze przektadaé sie na wicksze praw-
dopodobiefistwo niewyplacalnosci. Sktadka w zaburzeniu typu I nie uwzglednia
zwickszonej wariancji rozktadu wielkosci pojedynczej szkody, stan ten nie wyste-
puje w przypadku zaburzenia typu II.

Tabela 7. Wspo6lczynnik T dla zaburzenia typu II i wariantu
bez zaburzen (portfel 500 polis)

Poziom Rozklad zakladany i rzeczywisty
i[;;?:sy- bezpie- Gamma LN
! czenstwa | gamma LA Weibulla LN gamma | Weibulla

Normal 98,00% 54% 54% 48%
na 99,00% 74% 79% 73%
99,50% 132% 130% 142%
98,00% -1% —1% 0%
Gamma 99,00% -1% 1% -1%
99,50% 9% —4% 3%
98,00% -8% 2% —2%
NP 99,00% -1% 2% -1%
99,50% 2% -11% 3%

Zrodto: opracowanie wlasne.

Analiza wartoéci wspotczynnika T w przypadku wystapienia zaburzenia typu
II w poréwnaniu do wariantu bez zaburzen uwidacznia brak istotnych réznic,
co pokazuje tabela 7. W tabeli tej w kolumnach pierwszej i czwartej (kolumny
biale) rozklad zakladany jest tozsamy z rzeczywistym, co oznacza brak zabu-
rzenia; w pozostatych kolumnach rozklady te sg rézne. Widaé, ze wystapienie
zaburzenia typu II nie pogarsza w istotny sposéb wyptacalnosci zaktadu ubezpie-
czen. Wydaje sie, ze btad, jaki popelnia towarzystwo ubezpieczeniowe, zaktadajac
przy kalkulacji sktadki inng od rzeczywistej postaé funkcyjna rozkladu wielkosci
pojedynczej szkody, nie pociaga za soba powaznych konsekwencji, o ile momenty
rozktadu rzeczywistego i zakladanego sa do siebie zblizone. W przypadku, gdy
szkody pochodza z jednego z trzech rozpatrywanych rozktadéw gtéwnych, a za-
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ktad dokona kalkulacji sktadki na podstawie innego z tych trzech rozkladéw, nie
bedzie to mialo wyraznego wplywu na odpornosé tej sktadki. Moze to wiazaé sie
ze zblizonymi wspotczynnikami skosnoéci wszystkich trzech rozktadow przyjetych
w niniejszej pracy jako gltowne.

5.5. Zaburzenie typu III

W zaburzeniu typu III proces szkodowy wyglada identycznie jak w zaburzeniu
typu I. W zaburzeniu typu I zaktad ubezpieczenr mylit sie jednak zaréwno co do
homogenicznosci polis, jak i co do wartosci dwoch pierwszych momentéw, w zabu-
rzeniu typu III za$ zaktad wprawdzie wciaz popelnia blad na etapie identyfikacji
rozktadu szkdd, zna jednak rzeczywiste wartodci Sredniej i wariancji rozktadu
mieszanego. Zaburzenie typu III ma dwojaki wplyw na wystapienie niewypla-
calnosci zaktadu. Z jednej strony, z dodatnim prawdopodobienstwem pojawia sie
rozktad zaburzajacy o wyraznie wickszej wariancji, ktéry identycznie jak w zabu-
rzeniu typu I sprzyja wickszemu prawdopodobienstwu niewyptacalnosci zaktadu.
7 drugiej jednak, wiedza towarzystwa ubezpieczeniowego na temat rzeczywistych
momentéw rozkladu pojedynczej szkody skutkuje kalkulacja wyzszej skladkil®.

Bezposrednia poréwnywalno$é zaburzenia typu I i typu III (identyczny roz-
ktad szkodowy i wyzsza skladka w przypadku zaburzenia typu I1I) pozwala twier-
dzié¢, ze w przypadku zaburzenia typu III sktadka okaze sie bardziej odporna.
Znajduje to swoje uzasadnienie w analizie liczby stanéw niewyplacalnosci, co
widaé¢ w tabeli 8.

Tabela 8. Poréwnanie liczby stanéw niewyptlacalnosci
dla zaburzenia typu I i typu III

Typ 1 Typ III
Anf);‘:jl;sy- sila zaburzenia sila zaburzenia
0,01 0,05 0,1 0,01 0,05 0,1
Normalna 79 81 81 81 81 81
Gamma 43 81 78 1 52 67
NP 58 68 43 63

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Stan niewyptacalnosci w przypadku zaburzenia typu III nastapit w 473 przy-
padkach na 729 symulacji, czyli w 64,9% przypadkéw. W przypadku zaburzenia
typu I niewyplacalnosé zas nastapita w 80% przypadkéw. Dane z tabeli 8 po-
twierdzaja réwniez obserwowana wczedniej niska jako$é aproksymacji normalnej.
Ciekawe wnioski wyciggnieto na podstawie poréwnania liczby stanéw niewypta-

1 Pojawienie si¢ zaburzenia o sile 1% powoduje przyrost sktadki o mniej niz 1%.
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calno$ci w przypadku zaburzenia typu III i wariantu bez zaburzen, co widaé

w tabeli 9.

Tabela 9. Poréwnanie liczby stanéw niewyptlacalnos$ci dla zaburzenia

typu III i wariantu bez zaburzen

. Sila zaburzenia
Rozklad glowny 0 0,01 0,05 0.1
Gamma 16 11 20 24
LN 21 10 19 24
Weibulla 11 9 18 24
Suma 48 30 57 72

Zrédto: opracowanie wlasne.

W tabeli 9 pierwsza kolumna, oznaczona sita zaburzenia 0, odpowiada warian-
towi bez zaburzen. Widaé, ze wystapienie zaburzenia z czestoScig 1% ogoétu szkdd
prowadzi do skalkulowania sktadki odporniejszej niz w sytuacji braku jego wysta-
pienia. Wydaje sie to by¢ spowodowane tym, iz efekt wzrostu sktadki wywotanego
uzyciem innych momentow do jej kalkulacji przewazy! nad efektem wzrostu szkdéd
wywolanego wystapieniem rozktadu zaburzajacego o istotnie wyzszej wariancji.
Dla wyzszych sil zaburzenia (5% 1 10%) zaleznosé ta nie wystepuje.

5.6. Analiza Sredniej nadwyzki szkéd ponad skladke

Analiza Sredniej warto$ci nadwyzki szkdéd pozwolita stwierdzié, ze stosowana
metoda aproksymacji ma niewielki wplyw na wielkos¢ wspolczynnika R. Zwiek-
szanie poziomu bezpieczenstwa i rozmiaru portfela powoduje spadek wielkosci
wspélczynnika R i éredniej wartodci nadwyzki szkod ™.

W przypadku wystapienia zaburzenia typu I $rednie wartodci nadwyzki szkoéd
sg wyzsze niz dla symulacji bez zaburzen. Oznacza to, ze wprowadzenie zaburzen
rozktadami o duzej wariancji i skosnosci prowadzi do pogorszenia sytuacji ubez-
pieczyciela, jezeli nie wystepuje podwyzszenie skladki'®. Mozna réwniez stwier-
dzi¢ dodatnig zaleznos¢ pomiedzy wielkoscia sity zaburzenia a $rednig wartoscia
nadwyzki szkdéd. Przyczyny takiego zjawiska nalezy szukaé w rozkladzie zabu-
rzajacym, ktéry ma istotnie wyzsza wariancje od rozktadu gtéwnego i moze po-
wodowaé¢ wystepowanie ekstremalnie duzych szkod, co przeklada si¢ na wyzsze
wartosci $redniej nadwyzki szkod i wspdlczynnika R. Podobne wnioski mozna
zaobserwowaé¢ w przypadku zaburzenia typu III.

15 W wartosciach absolutnych tylko dla poziomu bezpieczefistwa przy zmianie wielkosci
portfela wartosci absolutne sg nieporéwnywalne.

16 Charakter zaburzenia typu I powoduje, ze sktadki kalkulowane przez ubezpieczyciela sa
takie same jak dla wariantu bez zaburzen.
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Analiza rodziny rozkladow Pareto pokazala jeszcze jedna ciekaws zalezno$c.
Gruboogonowy charakter rozktadu Pareto powoduje, iz warunkowa wartosé¢ ocze-
kiwana niedoboru jest rosngca funkcja wielkosci skalkulowanej skladki. Srednia
wartos¢ nadwyzki szkéd roénie wiec wraz ze wzrostem wielkosSci portfela i poziomu
bezpieczenstwa.

We wszystkich wariantach widoczna byta ujemna zaleznos¢ pomiedzy pozio-
mem bezpieczenstwa i rozmiarem portfela a Srednig warto$cia nadwyzki szkéd
i wspotczynnikiem R.

6. Dalsze potencjalne obszary badan

Model uzyty w badaniu moze zostaé poszerzony o dodatkowe elementy. Wsréd
najistotniejszych modyfikacji, ktére moglyby byé¢ zaimplementowane, nalezy wy-
mieni¢:

1. Wprowadzenie zaleznosci pomiedzy poszczegdlnymi polisami — w aspekcie za-
réwno czestodci zglaszanych szkdd, jak i ich wielkodci.

2. Osobne modelowanie i symulacja najwazniejszych proceséw zwigzanych z dzia-
talnoscia ubezpieczeniowa — procesu powstawania szkdd, procesu zglaszania
szkod, procesu ich weryfikacji i wyplaty i procesu inwestycyjnego. Kazdy
z tych proceséw moze byé¢ zalezny od réznych zestawdéw zmiennych mi-
kro- i makroekonomicznych.

3. Wprowadzenie analizy wieloookresowej. Wynik jednego okresu (réznica mie-
dzy zebrana sktadka i wyptaconymi szkodami) stanowitby punkt startowy dla
okresu kolejnego. W takim wypadku celowe byloby uwzglednienie mozliwosci
suczenia sie” ubezpieczyciela — podwyzszania/obnizania sktadek w zaleznosci
od informacji zbieranych we wczeéniejszych okresach szkodowych.

4. Uwzglednienie w modelowaniu wyptat takich powszechnie stosowanych roz-
wigzan, jak franszyza i maksymalne poziomy odpowiedzialnosci ubezpieczy-
ciela.

5. Zastosowanie innych metod aproksymacji rozktadu tacznej wielkosci szkdd,
ktore beda uwzglednialy wiecej charakterystyk rozktadu pojedynczej szkody,
w szczegblnosci kurtoze.
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Fokok

Robustness of quantile premium with respect to variation
of single loss amount distribution in collective risk model

Abstract

In the article, we analyze the problem of a premium calculation by an insurance
company using quantile method and collective rTisk model. In a given model, the premium
calculation is influenced by approximation errors resulting from using one of many ava-
ilable approximation methods and premium robustness to different disturbances. In our
analysis, we considered the possibility of errors in the premium calculation resulting from
the fact, that an insurance company does not have the full knowledge about the claim
process characteristics and is forced to take certain assumptions. We tested the sensiti-
vity of the results with respect to the changes of the insurance portfolio size, probability
distributions used to describe the amount of a single claim, approzimation method, the
level of disturbance and the quantile used for premium calculatio.
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