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Odpornos¢ sktadki kwantylowej na e-zaburzenie
rozktadu liczby szkéd

Streszczenie

W pracy rozwazana jest odporno$é skladki kwantylowej w modelu ryzyka lgcznego
ze wzgledu na zaburzenia rozkladu liczby szkod. Przy obliczaniu skladki kwantylowej zo-
staly wykorzystane popularne metody aproksymacyji: rozkiadem normalnym, przesunietym
rozkiadem gamma, przyblizonymi formulami Wilsona-Hilferty’ego oraz Fishera-Cornisha
(znanymi w literaturze takze jako aproksymacje N Py oraz N P3), przesunietym rozkladem
odwrotnym gaussowskim oraz aproksymacja mieszana. Jako miare odpornosci zastoso-
wano prawdopodobienstwo przekroczenia skladki przez lgczng szkode.

W artykule przedstawione sq wyniki przeprowadzonej analizy dokladno$ci skladki
kwantylowej przy zaburzaniu rozkliadu liczby szkoéd dla portfela ubezpieczyciela opisanego
rozktadami ztoZonymi: Poissona oraz ujemnym dwumianowym. Odstepstwo od zaloZonego
w modelu rozkladu liczby szkod definiuje sie w formie e-zaburzenia. W przeprowadzonym
badaniu, ktore zostato wykonane z wykorzystaniem metod symulacyjnych, uwzgledniono
analize wrazliwosci skladki w zaleznosci od przyjetego rozkladu zaburzajgcego oraz jego
wariancyi, sity zaburzenia €, rozkladu wielko$ci pojedynczej szkody, jego charakterystyk,
a takze wielko$ci portfela.

1. Wstep

Niniejszy artykut jest poswiecony metodom aproksymacji sktadki w modelu
ryzyka tacznego oraz badaniu jej odpornosdci na e-zaburzenia rozktadu liczby
szkdd. Zagadnienie to wpisuje sie w dyskusje na temat problemu kalkulacji sktadki
— kluczowego zadania w dzialalnosci ubezpieczeniowej. Sktadka ubezpieczeniowa
sktada sie z kilku sktadnikéw. Analizowana czesé, przeznaczona na pokrycie rosz-
czen, jest wartoscig funkcjonalu okreslonego na przestrzeni rozktadéw prawdo-
podobienistwa zmiennej losowej S, opisujacej laczna warto$é roszczen (laczna
szkode). Na kalkulacje tej cze$ci sktadki wplyw maja wlasnie rozklad liczby
szkéd z pojedynczego ryzyka oraz rozktad odpowiadajacy za wielkosé pojedynczej
szkody. Istnieje wiele metod kalkulacji sktadki (por. np. Kaas, 2009). W pracy
badana jest skladka kwantylowa Fg, zdefiniowana jako liczba spelniajaca dla
ustalonego 1 € (0,1) warunek P (S > Pg) = n. Dokladne wyznaczenie rozkladu
zmiennej S jest czesto trudne lub wrecz niemozliwe, dlatego tez do wyznacze-
nia skladki Py wykorzystano aproksymacje rozkladu zmiennej S. Skladka Pg
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jest zatem kwantylem rzedu 1 — n rozktadu aproksymujacego rozklad zmien-
nej S. W badaniu zastosowano: aproksymacje normalna, przesuni¢tym rozkltadem
gamma, przyblizone formuly Wilsona-Hilferty’ego oraz Fishera-Cornisha (znane
w literaturze takze jako aproksymacje N Py oraz N P3), przesunietym rozkladem
odwrotnym gaussowskim oraz aproksymacje mieszana.

Gléownym celem pracy jest prezentacja wynikéw przeprowadzonej analizy do-
ktadnosci sktadki kwantylowej przy zaburzaniu rozktadu liczby szkéd w portfelu
ubezpieczyciela wynikajacego np. z przyjetego przez analityka innego niz pojawia-
jacy sie w rzeczywistosci rozktadu badz tez zmiany rozkltadu w badanym okresie
ubezpieczeniowym wcze$niej nieobserwowanej. Podjeto takze prébe poréwnania
skutkéw wyboru rozktadu odpowiadajacego za liczbe szkéd w portfelu w kontek-
Scie wahania sktadki kwantylowej przy badanym zaburzeniu.

W zadaniach statystyki matematycznej badanie wplywu odstepstwa od przy-
jetych zalozen modelu probabilistycznego na wyniki wnioskowania nazywa sie
badaniem odpornoéci rozwazanej procedury statystycznej. Ogoélne definicje i kon-
cepcje badania odpornosci przedstawiaja Huber (1981), Hampel (1986), Zielinski
(1983). W przypadku szacowania skladki badanie takie pozwala stwierdzié¢, jak
pewne btedy powstale w procesie szacowania rozktadu tacznej wartodci roszczen
moga wplynaé na prawdopodobienstwo pojawienia sie stanu niewyplacalnosci.
W pracy odpornosé¢ sktadki kwantylowej jest analizowana w zaleznosci nie tylko
od wyboru rozktadu opisujacego liczbe szkéd w przyjetym modelu ryzyka tacz-
nego, ale takze od zalozonego rozktadu wielkoéci pojedynczej szkody, jego wa-
riancji, wspotczynnika asymetrii i kurtozy oraz wielkosci portfela.

W przeprowadzonym badaniu rozktad liczby szkdéd poddawano e-zaburzeniom.
Rozklad zmiennej losowej X jest rozkladem e-zaburzonym, jezeli jego dystrybu-
anta F'x ma postac:

Fx(l‘):(l—E)Fo(IL‘)+€G(SL'), r € R,

gdzie Fj to dystrybuanta rozkladu modelowego, G — rozkladu zaburzajacego,
a € jest liczba z przedzialu (0,1) i okresla sile zaburzenia (por. Huber, 1981;
Zielinski, 1983; Berger, 1990). Jako rozklady zaburzajace wykorzystano nie tylko
rozktad Poissona czy ujemny dwumianowy, ale takze bardziej skomplikowane roz-
ktady z ogonem poissonowskim, Poisson-Inverse Gaussian oraz rozktad Poisson-
-Gamma-Gamma, majacy korzenie w bayesowskich modelach hierarchicznych
(por. Gémez-Déniz, 2008).

Struktura pracy jest nastepujaca. W paragrafie 2 zostal opisany model ryzyka
tacznego lezacy u podstaw przeprowadzonego badania. Cze$é¢ 3 zawiera przeglad
metod aproksymacji rozktadu tacznej szkody, ktore zostaly wykorzystane do ob-
liczenia odpowiednich sktadek kwantylowych. Gtéwna czedcia pracy sa paragrafy
4 i 5, zawierajace dokladny opis przeprowadzonego badania oraz analize otrzy-
manych wynikéw.
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Badanie zostalo oparte na metodach symulacyjnych, majacych obszerne za-
stosowanie w naukach aktuarialnych. W literaturze symulacje w ubezpieczeniach
obecne sa juz od wielu lat (np. Ngrgaard, 1966). Pozwalaja one na analize skutkéw
alternatywnych decyzji podejmowanych przez zaklad ubezpieczeniowy. Niezwykle
wazne miejsce zajmujg one w teorii ruiny, w ktorej sa wykorzystywane w analizie
metod aproksymacji prawdopodobienstwa ruiny zaréwno w czasie skonczonym,
jak i nieskonczonym (np. Burnecki i in., 2005).

W literaturze aktuarialnej nieczesto porusza sie temat odpornosci sktadki
kwantylowej w modelach statystycznych. Pewnych badan dotyczacych tego za-
gadnienia dotyczy praca Boratynskiej i Dabrowskiej (2010), skupiajaca sie na
zaburzeniach rozkladu Poissona jako rozktadu modelowego (przy czym za roz-
klad zaburzajacy przyjmuje sie tylko rozklad Poissona i ujemny dwumianowy),
oraz Wienkego i Filipa (2013), badajaca odpornosé sktadki kwantylowej na zabu-
rzenia rozktadu wielkosci pojedynczej szkody. W obu pracach wykorzystano me-
tody aproksymacji oparte na znajomosci trzech pierwszych momentéw rozkladu
tacznej szkody. Nie analizuje sie w nich aproksymacji NP3 i mieszanej, ktére
korzystaja z kurtozy rozwazanej zmiennej. Przedstawione aproksymacje bywaja
natomiast poréwnywane w kontekscie otrzymywanej sktadki (np. Otto, 2004)
i doktadnoéci, w jakiej przyblizaja one analizowane rozktady prawdopodobienstwa
(np. Seal, 1977). W przypadku tego drugiego zagadnienia mozna spotkaé zar6wno
polemiki z innymi artykutami po$wieconymi temu problemowi (por. Pentikdinen,
1977), jak i stosunkowo nowe artykuly, poszerzajace dotychczasowe spektrum
metod o kolejne, zawierajace réwniez analize poréwnawcza (por. Chaubey i in.,
1998).

2. Model ryzyka lgcznego

U podstaw wszystkich przeprowadzanych w niniejszej pracy analiz lezy model
ryzyka lacznego. Jego podstawowym zalozeniem jest nastepujaca zagregowana
wartos¢ szkdd na jednostke ryzyka:

Xi=Yip+Yie+---+Yin,,

przy czym X; = 0, jesli Ny;) = 0, gdzie Y] ; jest zmienna losowa opisujaca wielkos¢
pojedynczej szkody o dystrybuancie Fy, N(; — zmienna losowg opisujaca liczbe
szkéd na jedno ryzyko, X; — wartoscia szkdéd na jedno ryzyko.

Faczna wartos¢ roszezen z portfela zawierajacego n-polis jest wowczas réwna:

S:X1+X2—|--~-—|-Xn:Yl—i-YQ—l----—i-YN,

przy czym S = 0, je§li N = 0, gdzie S jest suma roszczen, Y; — wielko$cig
pojedynczej szkody o dystrybuancie Fy, a N — taczng liczba szkdd.
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W modelu zaklada sie, iz zmienne Y; nie tylko sa dane tym samym rozkta-
dem, ale cechuja si¢ tez niezaleznoscia. Zmienne N;), wyrazajace liczby szkod
dla réznych polis w portfelu, réwniez sg niezalezne. Wartoéci pojedynczych szkéd
oraz liczby szkdéd sa niezalezne w przypadku zaréwno kazdej z polis, jak i calego
portfela.

3. Metody aproksymacji rozktadu tacznej szkody

Jedng z metod kalkulacji sktadki jest ustalenie jej na poziomie wybranego
kwantyla rozktadu tacznej szkody. Dokladne obliczenie odpowiedniego kwantyla
w modelu ryzyka tacznego czesto nie jest mozliwe do wykonania. Pewnym roz-
wigzaniem tego problemu sg metody aproksymacji rozkladu tacznej szkody (por.
Otto, 2004).

Najprostszy przyktad aproksymacji opiera sie na centralnym twierdzeniu gra-
nicznym. Dystrybuante tacznej szkody Fg przybliza sie, korzystajac z dystrybu-
anty rozktadu normalnego. Wéwczas:

Fs(m)%CID(x_MS),

as
gdzie ug oraz og to odpowiednio wartosé oczekiwana oraz odchylenie standardowe
rozktadu tacznej szkody, a ® to dystrybuanta standardowego rozktadu normal-
nego.
Sktadka kwantylowa Pg na poziomie kwantyla rzedu 1 — 1 wyznaczona na
podstawie tej aproksymacji jest réwna:

Po™N = s + 05 (1 — 1) = ps + uyos,

gdzie u, = &~ (1 —n) to kwantyl rzedu 1 — 5 standardowego rozkladu normal-
nego.

Druga stosowang metoda aproksymacji rozkladu tacznej szkody jest przy-
blizenie przesunietym rozkladem gamma z parametrami (xo,«, 3). Zwraca sie
uwage na fakt, iz w poréwnaniu z aproksymacja rozkladem normalnym zastoso-
wanie tej metody jest bardziej zasadne w przypadku, gdy skosnosé rozktadu jest
duza. Parametry rozktadu aproksymujacego otrzymuje sie¢ poprzez przyrownanie
wartosci oczekiwanej, wariancji oraz sko$noéci vg tego rozkladu z warto$ciami
otrzymanymi dla zmiennej S. Rozwiazujac odpowiedni uktad réwnan, otrzymuje

sie:
os i 2

Vs 73T gog’

a sktadka kwantylowa PQF otrzymana przy wykorzystaniu tej aproksymacji spet-
nia réwnanie:

Fy (PQF —on) =1-n,
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gdzie Fy (PQF — xo) oznacza dystrybuante zmiennej Y o rozkladzie gamma z pa-

rametrami (o, ) w punkeie (Pg" — zo).

Obliczajac sktadke kwantylowa przy wykorzystaniu aproksymacji przesunie-
tym rozktadem gamma, koniecznie trzeba wykorzysta¢ metody numeryczne. Al-
ternatywnym podejéciem jest zastosowanie pewnych przyblizonych formut na ob-
liczenie odpowiedniego kwantyla (por. Otto, 2004). Pierwsze dwie z nich nosza
nazwe formul Wilsona-Hilferty’ego, a sktadki wyznaczone przy ich wykorzystaniu
maja postac:

1 U 3
PQWHlZMS+US¢&[<1—%+3\}7&) _1‘|7

2 3

up® — 1 Up° — 6u
P n n e _2
Q—Ms+05<un+ 6 s + o8 5]

gdzie u, = @71 (1 —n) to kwantyl rzedu 1 — n standardowego rozkladu normal-
nego oraz vs — sko$noé¢ rozkladu tacznej szkody.

Inna metoda aproksymacji, nieodwotujaca sie do przyblizania rozkladem prze-
sunietym gamma, sa dwie formuty Fishera-Cornisha. Oparte sa na aproksymacji
rozkladem normalnym, uwzgledniaja jednak jednocze$nie aspekt skosnosci. W li-
teraturze metody te sa nazywane odpowiednio aproksymacjami N Py oraz N Pj
(ang. normal power approximations). Sktadki kwantylowe obliczone przy pomocy
tych aproksymacji sa rowne:

P = ps + s {un A G 1” ’

6
Pg = ps+os |uy + %9 (u% - 1) + 722;15 (uf; - 3u5> - ;;Zq <2u;9’7 - 5“?7)] ,

gdzie 2 g to kurtoza rozkladu tgcznej szkody, a pozostale oznaczenia sg takie jak
poprzednio.

Nastepna metoda aproksymacji jest analogiczna do przyblizenia tacznego roz-
ktadu wielkosci szkéd przesunietym rozkladem gamma, zastepujac ten rozktad
przesunietym rozkladem odwrotnym gaussowskim z parametrami (xg, i, ¢) (por.
Chaubey i in., 1998). Po przyréwnaniu wartosci oczekiwanej, wariancji oraz sko-
$nosci otrzymuje sie parametry rozktadu aproksymujacego rowne:

30s 9 30s
U= ¢=77 To=MUs ——,
s Ys s
a sktadka kwantylowa PQI & otrzymana przy wykorzystaniu tej aproksymacji spel-
nia réwnanie:

Fy (PQIG - x()) —1-n,
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gdzie Fy (PQI G _ a:o) oznacza dystrybuante zmiennej Y o rozkladzie odwrotnym

gaussowskim z parametrami (11, ¢) w punkcie (Po'® — p).

W pracy zastosowano jeszcze jedna metode aproksymacji korzystajaca z prze-
sunietych rozktadéw gamma i odwrotnego gaussowskiego. W literaturze nosi ona
nazwe aproksymacji mieszanej (ang. mizture approzimation) (por. Chaubey i in.,
1998).

Niech Fj oraz F, beda odpowiednio aproksymacjami rozkladu tacznej szkody
powstalymi przy wykorzystaniu rozkladu gamma oraz odwrotnego gaussowskiego,
wbéwcezas nastepujaca aproksymacja zmiennej S cechuje sie rownoscig czterech
momentow:

Fs(z) = wFy(z)+ (1 —w)F,(x),

gdzie
w = ’72,5_72,172
V2,F1 —V2,F>

Przy tej aproksymacji, wyznaczajac sktadke kwantylowsa PQM , otrzymuje sie
nastepujace rownanie do rozwigzania:

wFx (Po™ —a0) + (1= w) By (Pg™ — o) =11,

gdzie
V2,5—72)Y
W= —F———,
Y2, X —7V2,Y

a Fx i Fy to dystrybuanty aproksymujacych rozktadow gamma oraz odwrotnego
gaussowskiego, xq i yo — ich przesuniecia, v2 x 1 y2,y — kurtozy.

4. Badanie odpornosci sktadki kwantylowej — zalozenia

Przeprowadzona analiza opierala sie na wykorzystaniu modelu ryzyka lacz-
nego w opisie tacznej szkody z portfeli zawierajacych 1000, 5000 oraz 10 000
niezaleznych polis. Poszczegdlne plaszczyzny badania byly jednak analizowane
dla portfela 1000 polis i przy takim zalozeniu sg prezentowane kolejne tabele
oraz wykresy. Wplyw wielkosci portfela na odpornoéé¢ sktadki kwantylowej jest
przedstawiony jako ostatni punkt badania. Jako niezaburzone rozklady praw-
dopodobienstwa opisujace taczng liczbe szkdd z portfela wykorzystano rozktad
Poissona oraz ujemny dwumianowy. Zgodnie z modelem ryzyka lacznego, ba-
dany portfel ma wowczas odpowiednio ztozony rozktad Poissona i ztozony ujemny
dwumianowy.
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Przyjeto, iz wartos¢ oczekiwana liczby szkdd z jednej polisy to 0.15. Zaltozenie
to prowadzi do wartosci oczekiwanej tacznej liczby szkdéd z badanych portfeli réw-
nej 150, 750 oraz 1500. Majac na uwadze cel analizy, wariancje liczby szkéd z po-
jedynczego ryzyka z rozkladu ujemnego dwumianowego zdecydowano sie usta-
li¢ na zblizonym poziomie do wariancji rozktadu Poissona. Zalozono, ze wynosi
ona 110% wartosci oczekiwanej. Przyjecie jej na poziomie niewiele wyzszym od
pierwszego momentu pozwala na probe poréwnania otrzymanych wynikéw z obu
przypadkéow.

Tabela 1. Parametry rozkladéw opisujacych wielko$é¢ pojedynczej

szkody
Rozklad Parametr p=10
Y o2 =100 | o2=150 | o2 =200
a 1.00 0.67 0.50
3 0.10 0.07 0.05
G ~ 2.00 2.45 2.83
V2 6.00 9.00 12.00
) 0.10 0.16 0.22
. c 1.00 8.99 8.12
Weib(), ) ~ 2.00 2.70 3.33
Y 6.00 11.60 18.43
m 10.00 10.00 10.00
& 1.00 0.67 0.50
[G(m, ¢) ~ 3.00 3.67 124
o 15.00 22.39 30.00
m 1.96 1.84 1.75
2

) B 0.69 0.92 1.10
LN(m, 5°) ~ 4.00 5.51 7.07
. 38.00 83.06 | 156.00
a 6.00 4.00
v 50.00 30.00
Par(a;v) ~ - 3.81 7.07

Y2 35.67 -

v — oznacza sko$nosé
v9 — oznacza kurtoze

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Jako rozktady opisujace wielko$¢ pojedynczej szkody wykorzystano w badaniu
rozktad gamma, odwrotny gaussowski, logarytmiczno-normalny, Weibulla oraz
Pareto (w tym przypadku bez rozkladu z wariancja réwna 100). Wartos$é oczeki-
wana wielkosci szkody ustalona zostala na poziomie 10. W celu zbadania wpltywu
charakterystyk rozkladéw na badane zjawisko w symulacjach wykorzystano trzy
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wielkosci wariancji wielkosci pojedynczej szkody: 100, 150 oraz 200. W tabeli 1
podano parametry rozktadéw wielkosci pojedynczej szkody!, a w tabeli 2 charak-
terystyki rozktadu tacznej szkody przy réznych zatozeniach dotyczacych rozktadu
wielkoéci pojedynczej szkody.

W niniejszej pracy zostaly zaprezentowane wyniki dla rozkladu gamma i loga-
rytmiczno-normalnego jako reprezentantéw dwédch rézniacych sie pod wzgledem
wspomnianych charakterystyk grup. W przypadku rozkladu odwrotnego gaus-
sowskiego oraz Weibulla zaobserwowano zblizone wyniki do tych otrzymanych dla
rozktadu gamma. Przyjecie rozktadu Pareto natomiast prowadzito do otrzymania
rezultatow analogicznych do tych dla rozktadu logarytmiczno-normalnego.

We wszystkich badanych przypadkach zmianom poddawano rozktad prawdo-
podobienstwa opisujacy liczbe szkéd z jednej polisy, zachowujac jednak warto$é
oczekiwang. Ogolnie zaburzony rozktad liczby szkdd wykorzystany w symulacjach
przedstawia sie jako: (1 — ¢)Fy + ¢F, gdzie Fy oznacza rozklad bez zaburzenia,
F — rozklad zaburzajacy o wartosdci oczekiwanej réwnej wartoéci oczekiwanej Fp,
e € (0,1) okresla stala bedaca sila zaburzenia.

Tabela 2. Charakterystyki rozkladu S przy réznych rozkladach
wielko$ci pojedynczej szkody

Rozktad Wariancja Liczba szkéd — Liczba szkéd —

wielko$ci wielkosci rozklad Poissona rozklad ujemny

pojedynczej | pojedynczej dwumianowy

szkody szkody ps | o2 | s | ves [ s | 02 | vs | 7as
100 1500; 30000| 0.1732| 0.0400| 1500{ 31500| 0.1776| 0.0421

r 150 1500] 37500 0.2066| 0.0587| 1500, 39000 0.2098| 0.0603
200 1500; 45000( 0.2357| 0.0778| 1500] 46500] 0.2382| 0.0791
100 1500, 30000] 0.1732| 0.0400] 1500, 31500 0.1776| 0.0421

Weib 150 1500; 37500( 0.2160| 0.0669| 1500{ 39000| 0.2187| 0.0681
200 1500] 45000] 0.2580] 0.1011] 15001 46500 0.2593| 0.1013
100 1500] 30000 0.2021] 0.0617| 15001 31500 0.2044| 0.0624

1G 150 1500; 37500( 0.2530| 0.1007| 1500{ 39000| 0.2536| 0.1001
200 1500] 45000] 0.2986] 0.1430] 1500, 46500 0.2980| 0.1413
100 1500] 30000 0.2309| 0.1067| 1500, 31500 0.2313| 0.1038

LN 150 1500, 37500] 0.3227] 0.2604| 1500, 39000 0.3193| 0.2491
200 1500] 45000( 0.4243| 0.5400| 1500] 46500| 0.4177| 0.5153
100 - - - - - - -

Par 150 1500] 37500 0.2582| 0.1333] 1500, 39000 0.2584| 0.1304
200 1500] 45000] 0.4243| - 1500] 46500| 0.4177] -

Zrodlo: opracowanie wlasne.

! Parametryzacje wykorzystanych rozktadéw prawdopodobiefistwa zebrane zostaly w za-
taczniku.
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Jako rozktady Fp przyjeto w badaniu rozktad Poissona oraz ujemny dwumia-
nowy. Jako rozklady zaburzajace wykorzystano natomiast w symulacjach roz-
ktady: ujemny dwumianowy, z ogonem poissonowskim o ustalonym prawdopo-
dobienstwie dla 0, Poisson Inverse Gaussian oraz Poisson-Gamma-Gamma. Roz-
ktady te zostaly oznaczone odpowiednio jako NB;, ZAP;, PIG;, PGG;. Jako i
przyjeto 1,2 lub 3, oznaczajac w ten sposéb wariancje rozktadéw réwna 0.165,
0.18 lub 0.225. Rozklad Poissona oznaczono jako P. W przypadku rozkladu
Poisson-Gamma-Gamma ustalenie dwéch pierwszych momentéw centralnych na
okreélonym poziomie prowadzito do dowolnoséci wyboru trzeciego parametru cha-
rakteryzujacego ten rozktad. W pracy przedstawiono wyniki dla parametru o = 4.
Wéwezas skosnosé rozktadéw PGG; jest wigksza niz dla pozostatych rozktadow
o odpowiadajacej wariancji. W tabeli 3 podano parametry wykorzystywanych
rozktadow liczby szkéd z pojedynczego ryzyka.

Tabela 3. Parametry rozkladéw opisujacych liczbe szkéd
z pojedynczego ryzyka

p=0.15 0?2 =0.15

A 0.150

PR v 2.582

u=0.15 0% =0.165 o2 =0.18 o2 =0.225

r 1.500 0.750 0.300

NB;(r,q) q 0.091 0.167 0.333
v 2.954 3.300 4.216
Do 0.867 0.873 0.890

Z AP;(po, \) A 0.250 0.350 0.650
v 2.898 3.162 3.760
L 0.150 0.150 0.150

PIG;(u, ¢) ® 1.500 0.750 0.300
v 2.977 3.378 4.568
a 9.000 1.800 0.529
o 4.000 4.000 4.000

PGGi(a, o, ) 3 0.050 0.250 0.850
v 3.066 3.575 5.130

Zrédlo: opracowanie wlasne.

We wszystkich tabelach oraz wykresach przedstawiajacych wyniki symulacji
wykorzystano informacje o liczbie zdarzen, w ktorych doszto do przekroczenia
sktadki w ustalonej liczbie symulacji. Jezeli nie stwierdzono przy opisie tabeli
inaczej, wartosci w nich przedstawione obliczone sa jako:

R 1 1000000
P(S>Py))= — 1
( @) = 1500000 ; (Si>pq)’
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gdzie S; to taczna szkoda z portfela w i-tej symulacji, Pg to sktadka kwantylowa
obliczona za pomoca odpowiedniej aproksymacji, a 1000000 to liczba wykona-
nych symulacji dla kazdego z badanych przypadkdw.

Analizujac wyniki, nalezy jednak pamietaé, iz skladka kwantylowa zostala
okreslona tak, by przy wykorzystanej aproksymacji prawdopodobienstwo przekro-
czenia skladki bylo jak najblizsze 5%. Dlatego tez dopasowanie do tego poziomu
znajdowalo sie w centrum zainteresowania autoréw niniejszego opracowania.

Obserwujac ciag n prob Bernoulliego i konstruujac test na poziomie istotnosci
0.05 dla hipotezy Hg : p = 0.05 wobec H; : p # 0.05, gdzie p to prawdopodo-
biefistwo sukcesu w pojedynczej probie (w rozwazanym problemie to prawdo-
podobienstwo, ze S przekroczy skladke Pg), przy wykorzystaniu aproksymacji
rozkladem normalnym, otrzymuje si¢ obszar odrzucenia hipotezy Hy postaci

ko |[E—0.05) r
K={Z: 1" L /n>196p =
n V005095

_ {k : k . <—oo,0.05 B 1.96\/0.0475> y <0_05+ 1.96\/0.0475’()0) }

gdzie % to odsetek prob przekroczonej sktadki w n symulacjach.

Podstawiajac nastepnie wykonang liczbe symulacji, stwierdza sie, ze hipo-
teze zerowg nalezy odrzucié¢, gdy odsetek % jest mniejszy niz 0.049573 lub wick-
szy niz 0.050427. Przyjeto zatem konwencje, iz dopiero réznice w warto$ciach
’P(S > Pg) — 0.05‘ wieksze niz 0.0005 komentowano jako istotne. Dodatkowo,

aby poréwnaé¢ wahanie odsetka P (S > Pg) przy réznych metodach aproksymacji
lub wariantach zaburzenia, przyjeto, ze dopiero réznice wigksze niz 0.001 komen-
towano jako istotne wahanie.

W celu zachowania przejrzystosci w zaprezentowanych wynikach zastosowano
oznaczenia przedstawione w paragrafie 2, tj. S to zmienna losowa opisujaca taczna
szkode, N — zmienna losowa opisujaca liczbe szkdd z pojedynczego ryzyka, zas
Y — wielko$¢ pojedynczej szkody. Wartosé oczekiwana, wariancje, sko$nosé i kur-
toze standardowo oznaczono jako i, 02,7y, v2. Wszystkie symulacje oraz obliczenia
wykonano, wykorzystujac jezyk programowania R.

5. Wyniki badania

5.1. Model bez zaburzen

Przed przystapieniem do analizy wplywu zaburzen rozkladu liczby szkéd na
odsetek zdarzen, w ktorych skladka zostala przekroczona przez taczng szkode,
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zbadano dokladno$¢ sktadek kwantylowych w przypadku braku zaburzen. Ta-
bela 4 przedstawia wyniki dla portfeli opisanych zlozonymi rozktadami Poissona
i ujemnym dwumianowym z pojedyncza szkoda dana rozkladem gamma oraz
logarytmiczno-normalnym.

Tabela 4. Doktadno$é sktadek kwantylowych dla rozkladu Poissona
i ujemnego dwumianowego — wielko$¢ pojedynczej szkody — rozklad
gamma i logarytmiczno-normalny

Ly = 10 N~P N ~ NB;
o3 = 200 Y ~T Y ~ LN Y ~T Y ~ LN
Ty 2.83 7.07 2.83 7.07

Yoy 12 156 12 156

Py 0.05576 0.05849 0.05673 0.05837
P} 0.04962 0.04859 0.05044 0.04873
pyHL 0.04963 0.04864 0.05046 0.04877
Py 0.04962 0.04859 0.05045 0.04873
py" 0.04937 0.04781 0.05019 0.04801
py"s 0.04961 0.04900 0.05042 0.04913
Pl 0.04965 0.04872 0.05048 0.04886
Py 0.04960 0.04982 0.05041 0.04982

Zrédto: opracowanie wlasne.

Sktadka obliczona na podstawie rozkladu normalnego okazala sie znacznie
niedoszacowana, pozostate metody aproksymacji skutkuja za$ bardzo zblizong
doktadnoscig sktadki kwantylowej w przypadku rozkladu gamma. Sytuacja wy-
glada jednak inaczej w przypadku rozktadu logarytmiczno-normalnego. Otrzy-
mane prawdopodobienstwa przekroczenia sktadki przez taczna szkode sa dla port-
fela zaroéwno opisanego ztozonym rozkiadem Poissona, jak i opisanego rozkla-
dem ujemnym dwumianowym istotnie nizsze od 5%. Oznacza to przeszacowanie
skladki, zwigzane zapewne z wyzszymi wartosciami skosnoéci i kurtozy w przy-
padku rozkltadu logarytmiczno-normalnego. Dodatkowo mozna zauwazyé, iz
skladka kwantylowa wyznaczona metoda aproksymacji mieszanej charakteryzuje
sie lepszym dopasowaniem w przypadku rozkladu logarytmiczno-normalnego niz
sktadki wyznaczone pozostalymi metodami.

5.2. Model zaburzony

Analiza poszczegllnych wariantéw zaburzen zostala wykonana dla portfela
1000 polis. Dopiero na ostatnim etapie badan zalozenie to usunieto i zbadano
wplyw wielkoéci portfela na otrzymywane wyniki. Pierwszym rodzajem zaburzen
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byto zastosowanie rozktadu ujemnego dwumianowego o réznych wartosciach wa-
riancji. Analiza wynikéw symulacji przy zaburzaniu rozkladu liczby szkéd z poje-
dynczego ryzyka pozwala zaobserwowaé wzrost prawdopodobienstwa przekrocze-
nia sktadki przy zwigkszaniu wariancji rozktadu zaburzajacego. Tabela 5 przed-
stawia otrzymane wyniki dla portfela opisanego ztozonym rozktadem Poissona
z wielkoscia szkdéd dang rozkladem gamma w zaleznosci od wariancji rozkladu
zaburzajacego przy réznych wartosciach €. Wartos¢ € = 0 obrazuje dopasowanie
sktadki kwantylowej przy braku zaburzen. Natomiast na rysunku 1 zaprezen-
towano wyniki symulacji dla aproksymacji mieszanej przy roznej sile zaburzen
rozkladem ujemnym dwumianowym o wariancji 0.18 oraz 0.225 dla portfela opi-
sanego zlozonym rozkladem ujemnym dwumianowym z wielkoscig pojedynczej
szkody dana rozkladem logarytmiczno-normalnym o wariancji 100 oraz 200. Dla
kazdego z czterech przedstawionych przypadkéw dodano trend liniowy.

Tabela 5. Zaburzenia rozkladem ujemnym dwumianowym, liczba szkéd
— rozklad Poissona, wielko$é¢ pojedynczej szkody — rozklad gamma
N~(1—¢g)P+eF,Y ~T, uy =10, 03 = 200

F=NB; F = NBy F = NB;j
e=20 e=0.5 e=1 e=0.5 e=1 e=20.5 e=1
Pév 0.05576 | 0.05759 | 0.05864 | 0.05882 | 0.06142 | 0.06330 | 0.06982
PCS 0.04962 | 0.05139 | 0.05249 | 0.05249 | 0.05505 | 0.05676 | 0.06307

P 110.04963 | 0.05139 | 0.05250 | 0.05250 | 0.05506 | 0.05677 | 0.06308
PYHZ110.04962 | 0.05139 | 0.05249 | 0.05249 | 0.05506 | 0.05676 | 0.06307
PgPZ 0.04937 | 0.05112 | 0.05225 | 0.05221 | 0.05475 | 0.05651 | 0.06276
ng3 0.04961 | 0.05137 | 0.05248 | 0.05248 | 0.05504 | 0.05676 | 0.06305
PAY 0.04965 | 0.05141 | 0.05253 | 0.05252 | 0.05507 | 0.05680 | 0.06310
Py 0.04960 | 0.05137 | 0.05248 | 0.05247 | 0.05503 | 0.05675 | 0.06304

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Na podstawie przedstawionych wynikéw wnioskowaé¢ mozna, iz wraz ze wzro-
stem zaburzen, tj. rosnacym e, oraz rosnaca wariancja rozkladu zaburzajacego
nastepuje wzrost obserwowanych czestosci przekroczenia sktadki, przy czym dla
poszczegdlnych metod aproksymacji, z wyjatkiem aproksymacji rozktadem nor-
malnym, sg one dla ustalonych parametréw rozktadu liczby szkéd na zblizonym
poziomie. Obliczone odpowiednie warto$ci sg w przypadku rozktadu Poissona jako
rozktadu wyjéciowego o okoto 0.001-0.0025 wieksze niz w przypadku rozktadu
ujemnego dwumianowego. Zanalizowane przypadki wskazuja, iz na réznice te nie
ma wplywu rozktad zaburzajacy — ksztaltowata sie¢ ona na zblizonym poziomie
w przypadku zaburzen rozkladem N B2 i NBj. Na podstawie danych przedsta-
wionych na rysunku 1 mozna dodatkowo stwierdzié, iz wzrost e, bedacego silta
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zaburzenia, powoduje liniowy wzrost odsetka przypadkéw, w ktérych doszto do
przekroczenia sktadki przez szkode. Wplyw rosnacego ¢ jest zatem analogiczny
do rosnacej wariancji rozktadu zaburzajacego.

Rysunek 1. Zaburzenia rozkladem ujemnym dwumianowym, liczba
szkéd — rozklad ujemny dwumianowy, wielko§é pojedynczej szkody
— rozklad logarytmiczno-normalny, aproksymacja mieszana
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0,064 #7777 m ooy S
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Zrodlo: opracowanie wlasne.

Poréwnujac wyniki dla poszczegdlnych metod aproksymacji, tatwo takze za-
uwazy¢, iz liczby odnoszace sie do aproksymacji przesunietym rozktadem gamma
oraz obu formul Wilsona-Hilferty’ego sa praktycznie identyczne w kazdym z przed-
stawionych przypadkéw. Wspomniane trzy aproksymacje prowadza do otrzyma-
nia wlasciwie takich samych sktadek kwantylowych.

Kolejne warianty zaburzen, polegajace na wykorzystaniu rozktadu z ogonem
poissonowskim o ustalonym prawdopodobienstwie dla 0, Poisson Inverse Gaussian
oraz Poisson-Gamma-Gamma, prowadzily do otrzymania zblizonych wynikéw.
Tabela 6 prezentuje zestawienie otrzymanych rezultatéw symulacji dla réznych
wariantéw zaburzen dla portfela opisanego rozkladem ztozonym ujemnym dwu-
mianowym z wielkoscia szkéd dana rozkladem gamma przy parametrze € = 0.5.
W tabeli podane sa wielkosci

i
Pmin

=min{P (S > Pg): N~ (1—&) NBi +eF,F € Q;},
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Piox =max{P($>Pg): N~ (1—¢)NBi+eF,F€Q;},
f_—pi _pi

max min»
gdzie rodzina Q; = {NB;, ZAP;, PIG;, PGG;} oraz i = 1, 3.

Zaburzanie rozkladem o takiej samej wariancji jak rozktad wyjsciowy nie po-
woduje wzrostu prawdopodobienstwa przekroczenia sktadki przez szkody. Praw-
dopodobienistwo przekroczenia sktadki przy zaburzeniach rozktadami réznej po-
staci, ale z wariancja réwna 0.165 ksztaltuje sie okoto 0.05. Hipoteza Hy : p = 0.05
nie jest odrzucana.

Tabela 6. Wyniki symulacji dla rozkladu ujemnego dwumianowego
— wszystkie rozklady zaburzajace, wielkosé¢ szkody — rozklad gamma

Y ~T N~ (l—¢)NB| +eF,e=0.5

M oo | P | Bl A Pl | Phae |7

Py 0.05601 | 0.05673 | 0.00072 | 0.06099 | 0.06164 | 0.00065
Py 0.04983 | 0.05044 | 0.00061 | 0.05445 | 0.05516 | 0.00071
Pyl 0.04985 | 0.05046 | 0.00061 | 0.05446 | 0.05516 | 0.00070
Py 0.04983 | 0.05045 | 0.00061 | 0.05445 | 0.05516 | 0.00071
py" 0.04957 | 0.05019 | 0.00061 | 0.05421 | 0.05490 | 0.00069
py" 0.04981 | 0.05042 | 0.00061 | 0.05442 | 0.05514 | 0.00072
PAY 0.04987 | 0.05048 | 0.00061 | 0.05449 | 0.05520 | 0.00071
Py 0.04981 | 0.05041 | 0.00060 | 0.05442 | 0.05514 | 0.00072

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Zaburzenia rozkladami o wyzszej wariancji doprowadzily do wzrostu odsetka
zdarzen, w ktérych sktadka zostata przekroczona przez szkode. Zaobserwowane
wyniki ksztaltowaly sie na zblizonym poziomie dla réznych rozktadow zaburzaja-
cych (patrz kolumny odpowiadajace oscylacji 7 oraz 3 w tabeli 6). Ostatecznie
nie stwierdzono podstaw do rozréznienia odpornosci sktadki kwantylowej w za-
leznoéci od przyjetej postaci rozkladu zaburzajacego. Kluczowa w tym aspekcie
okazala sie wariancja rozkladu zaburzajacego.

Analiza wynikéw symulacji przy zaburzaniu rozkladu liczby szkdéd z poje-
dynczego ryzyka pozwala zaobserwowaé rézne wartosci prawdopodobienstw prze-
kroczenia przyjetej sktadki przy zatozeniu wielkosci pojedynczej szkody danej
rozkladem gamma oraz logarytmiczno-normalnym w zwiazku ze stwierdzonym
przeszacowaniem skladki kwantylowej dla rozkladu o wyzszej wartoéci skosnoéci
i kurtozy. Przekroczenia sktadki takze zdarzaly si¢ czesciej, jednak wzrost ten byt
mniejszy niz w przypadku, gdy wielkoéé¢ pojedynczej szkody dana byta rozkladem
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gamma. Tendencje te ilustruje tabela 7. Dla rozktadu ujemnego dwumianowego
jako rozkladu niezaburzonego otrzymane wyniki byly analogiczne.

Tabela 7. Wyniki symulacji dla rozktadu Poissona — zaburzenia
rozkladem z ogonem poissonowskim, wielko$¢ szkody — rozklad
gamma i logarytmiczno-normalny

N~ (1—¢e)P+¢cF,05,p =0.165, 05 ,4p, = 0.225

— 10 e=0 e=1
Hy = Y ~T Y ~ LN
2
O'Y = F = F = F = F =
150 Yol | Y~ LN D ZAP; ZAP, ZAP;
Py 0.05535 | 0.05733 | 0.05892 | 0.07194 | 0.06077 | 0.07289
Py 0.04990 | 0.04936 | 0.05325 | 0.06572 | 0.05246 | 0.06385

Py 0.04991 | 0.04938 | 0.05325 | 0.06573 | 0.05247 | 0.06387
Py 0.04990 | 0.04936 | 0.05325 | 0.06572 | 0.05246 | 0.06385

PC]?VPZ 0.04971 0.04888 | 0.05306 | 0.06549 | 0.05195 | 0.06336
ng3 0.04988 | 0.04952 | 0.05324 | 0.06570 | 0.05265 | 0.06406
PéG 0.04992 | 0.04942 | 0.05327 | 0.06575 | 0.05253 | 0.06392
Pé” 0.04988 | 0.04974 | 0.05323 | 0.06569 | 0.05291 | 0.06433

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Tabela 8. Wyniki symulacji dla rozkladu ujemnego dwumianowego

— zaburzenia rozkladem Poisson-Gamma-Gamma, wielko$¢ szkody

— rozklad gamma i logarytmiczno-normalny
N~((1—e)NBy+¢F, e=1

F = PGGY, F = PGGS,
03, = 0.165 0, = 0225
Y ~T Y ~LN Y ~T Y ~ LN
my = 00T 02 =200] 02 =100] 02 =200| 02 =100] 02 =200| o2 =100] 02 =200
Py 0.05471| 0.05638| 0.05580| 0.05801| 0.07098| 0.06700| 0.07154| 0.06823
Py 0.04988| 0.05006] 0.04974| 0.04828| 0.06564] 0.06020| 0.06484] 0.05757

PCSVHl 0.04988| 0.05007| 0.04974| 0.04833| 0.06564| 0.06022| 0.06486| 0.05762
PCSVHQ 0.04988| 0.05006| 0.04974| 0.04827| 0.06564| 0.06021| 0.06485| 0.05757
ng2 0.04972] 0.04981| 0.04951| 0.04751| 0.06546| 0.05992| 0.06457| 0.05684
ng3 0.04987| 0.05003| 0.04977| 0.04868| 0.06563| 0.06019| 0.06490| 0.05798
P(DI?G 0.04990| 0.05009| 0.04976| 0.04840| 0.06566| 0.06023| 0.06489| 0.05772
Péw 0.04986| 0.05003| 0.04982| 0.04939| 0.06562| 0.06018| 0.06495| 0.05877

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Nastepna plaszczyzna badan byto ustalenie wplywu parametréow rozkladu
opisujacego wielko$é pojedynczej szkody na przekroczenie sktadki kwantylowej
przez taczng szkode przy zaburzaniu rozktadu liczby szkod. Stwierdzono, iz wraz
z pojawieniem sie zaburzen w rozkladzie liczby szkdéd z pojedynczego ryzyka
przy ustalonej wartosci oczekiwanej rozktadu wielkosci pojedynczej szkody wraz
ze wzrostem jego wariancji przekroczenie skladki zdarza sie rzadziej. Fragment
materialu badawczego obrazujacy to zjawisko zostal przedstawiony w tabeli 8
oraz na rysunku 2.

Dodatkowo, w kontekScie omawianego wczesniej dopasowania sktadek kwan-
tylowych, warto zwréci¢ uwage na wiekszy odsetek przekroczenia skitadki wy-
znaczonej aproksymacja mieszang przez taczna szkode w przypadku rozktadu
logarytmiczno-normalnego z wariancja réwng 200, niz ma to miejsce dla innych
sktadek, oprécz Pév . Jesli pamigta si¢ o lepszej doktadnosci sktadki Péy przy
braku zaburzen, ta réznica jest zrozumiala.

Rysunek 2. Wyniki symulacji dla rozkladu Poissona — zaburzenia
rozkladem ujemnym dwumianowym, wielko$¢ szkody — rozklad
gamma i logarytmiczno-normalny, aproksymacja N Ps
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Zr6dto: opracowanie wlasne.

Rysunek 2 przedstawia badane odsetki zdarzen, gdy sktadka uzyskana aprok-
symacja N Ps zostala przekroczona przez taczng szkode dla portfela opisanego
ztozonym rozkladem Poissona przy maksymalnych zaburzeniach (¢ = 1) rozkla-
dem ujemnym dwumianowym o réznych wariancjach oraz dla pojedynczej szkody
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danej czterema réznymi rozkltadami: rozkladem gamma i logarytmiczno-normal-
nym o wartosci oczekiwanej 10 i wariancji 100 oraz 200. Na podstawie analizy
wykresu mozna stwierdzié¢, iz wyzsza wariancja rozktadu wielkosci pojedynczej
szkody sprawia, ze sktadka jest bardziej odporna na zaburzenia rozkladu liczby
szkdéd z pojedynczego ryzyka. Zwraca uwage takze liniowy wzrost przekroczen
sktadki w kazdym z przypadkéw. Dla rozkladu ujemnego dwumianowego otrzy-
mane wyniki charakteryzowaly sie analogiczna tendencja, co mozna zaobserwowaé
na wczesniej przedstawionym rysunku 1.

Ostatnia analizowang plaszczyzng badan byt wptyw wielkosci portfela na cze-
stoé¢ przekraczania sktadki przy zaburzaniu rozktadu liczby szkdd.

Tabela 9. Wyniki symulacji dla rozktadu ujemnego dwumianowego
— zaburzenia rozkladem ujemnym dwumianowym, wielkos$é szkody
— rozklad gamma

N~ (1—¢)NB; +eNB;s,03p, =0.165, o3, =0.225, Y ~ T

pwy = 10 e=0 e=1

0% = LP = LP = LP = LP = LP = LP =
200 1000 5000 10000 1000 5000 10000
Py 0.05673 | 0.05266 | 0.05248 | 0.06759 | 0.06390 | 0.06286
Ph 0.05044 | 0.04966 | 0.05026 | 0.06078 | 0.06059 | 0.06051
Py 0.05046 | 0.04966 | 0.05026 | 0.06080 | 0.06059 | 0.06051
Py 0.05045 | 0.04966 | 0.05026 | 0.06078 | 0.06059 | 0.06051
Pg P2 0.05019 | 0.04960 | 0.05024 | 0.06052 | 0.06053 | 0.06048
Pg Ps 0.05042 | 0.04966 | 0.05026 | 0.06076 | 0.06059 | 0.06051
PAY 0.05048 | 0.04783 | 0.04894 | 0.06081 | 0.05859 | 0.05908
Py 0.05041 | 0.05088 | 0.05114 | 0.06076 | 0.06198 | 0.06147

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Tabela 9 przedstawia wyniki dla portfela danego ztozonym rozkladem ujem-
nym dwumianowym przy braku zaburzen oraz przy zaburzeniach rozkladem ujem-
nym dwumianowym przy najwiekszej rozwazanej wariancji dla réznej liczby polis
w portfelu — parametr LP.

Wraz ze wzrostem liczby polis w portfelu zwieksza sie doktadno$é i odpornosé
sktadki uzyskanej poprzez aproksymacje normalna. Przy zaburzeniach rozkladem
ujemnym dwumianowym o wyzszej wariancji nie mozna stwierdzi¢ réznic wynika-
jacych z wielkosci portfela we wzroscie odsetka przekroczen sktadki w przypadku
pozostatych aproksymacji. Jednakze sktadka obliczona przy aproksymacji rozkta-
dem odwrotnym gaussowskim wyraznie rézni sie od pozostalych — jest przesza-
cowana.
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6. Podsumowanie

Przedstawione badanie dotyczylo odpornoéci sktadki kwantylowej na zabu-
rzenia rozktadu liczby szkdéd w modelu ryzyka tacznego. Po przeprowadzeniu sy-
mulacji zaobserwowano rézne tempo wzrostu prawdopodobienstwa przekroczenia
sktadki w zalezno$ci od wartoéci sko$nosci i kurtozy rozktadu wielkosci pojedyn-
czej szkody. Ponadto nalezy dodaé, iz mniejsza wariancja wspomnianego rozkladu
powoduje silniejszy wzrost odsetka przypadkow przekroczenia przyjetej sktadki.
Otrzymane wyniki prowadzg takze do wnioskéw, iz typ rozkladu zaburzajacego
nie wplywa na odporno$¢ skladki kwantylowej. Istotna role odgrywa jego wa-
riancja. Wielkos¢ portfela nie wplywa na wzrost odsetka zdarzen przekroczenia
sktadki przez taczna szkode w przypadku aproksymacji innych niz normalna,
w ktérej to przypadku nastepuje wicksza dokladnosé oraz wzrost odpornosci.
Opracowane wnioski pozwalaja stwierdzié¢, iz sktadka kwantylowa w modelu ry-
zyka tacznego przy zalozeniu rozkladu ujemnego dwumianowego liczby szkédd
z pojedynczego ryzyka charakteryzuje sie wieksza odpornoscig na badane zatoze-
nia niz przy zalozeniu rozktadu Poissona. Mozna postulowaé, iz obawiajacy sie
niejednorodnosci populacji ryzyk przy niskich poziomach wariancji zalozonego
rozktadu wielkoéci pojedynczej szkody powinien w wiekszym stopniu sktaniaé
sie do wyboru rozkladu ujemnego dwumianowego zamiast rozkladu Poissona,
niz mogtoby to mie¢ miejsce w przypadku wyzszej wariancji. Wszystkie rozwa-
zane metody aproksymacji, oprécz aproksymacji rozkladem normalnym, ktéra
juz w modelu niezaburzonym charakteryzuje si¢ znacznym niedoszacowaniem,
prowadzg do otrzymania bliskich wynikdw.
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Robustness of the quantile premium with respect
to the e-contamination of the number of claims distribution
Abstract

The problem of the accuracy of the quantile premium in the collective risk model,

when the claim number distribution differs from the assumed, is considered. The de-
viation s defined as the e-contamination. Several popular approximation methods for
the aggregate claims distribution were used to calculate the quantile premium: normal
approzimation, translated gamma approximation, normal power approximations (N Ps
and N Ps), Wilson-Hilferty approzimations, translated inverse Gaussian approximation
and mized approximation. The probability of exceeding the premium by aggregate claims
was used to measure the robustness of the premium. The sensitivity analysis regards
distributions of the number of claims (Poisson and negative binomial distributions are
analyzed), their variance, level of the contamination, the distribution of the individual
claim, its characteristics and the size of the portfolio. Monte Carlo simulations were
applied to obtain the results.
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Zalacznik

Parametryzacje wykorzystanych rozkltadéw prawdopodobienstwa

Rozktad Funkcja prawdopodobienstwa/gestosé

Poissona — P(\) P(N=k)= %ei/\
dlak=0,1,2,..., gdzie A >0

P(N =k) = L(r+k) qp"

ujemny dwumianowy — (k!
dla k=0,1,2,...,
NB(r,q) :
gdzieqe (0,1),p=1—¢q, r>0
gamma — I'(a, 3) g(x) = %930_16_59”1(0,00) (v)
logarytmiczno-normalny — _ (ny—m)?
LN (m, ) fW) = Ame 7 Lo )
odwrotny gaussowski — _$¢(u m_
1G(m, ) fy) = ﬁﬁeQQﬁy )1(0.00) ()

z ogonem poissonowskim
z ustalonym

— — 1=Po ., k
prawdopodobienstwem dla 0 Pk;(i[ ; 2li ) _ ,eg&;ie 5\! >dga

~ ZAP(po, )

e Mieszanina rozktadu Poissona z rozkladem odwrotnym gaussowskim (Poisson
Inverse Gaussian)

Funkcje prawdopodobienstwa rozktadu Poisson Inverse Gaussian z dodatnimi pa-

rametrami (u, ¢) mozna wyznaczy¢, korzystajac z funkcji generujacej prawdopo-

dobienstwo
1—,/142&.(1—2
g(z):e¢[ \/1H25+( ).

e Rozklad Poisson-Gamma-Gamma

Zmienna N ma rozklad Poisson-Gamma-Gamma z parametrami (a, a, 3), jezeli
rozklad warunkowy zmiennej N przy znanym A jest rozkladem Poissona o war-
tosci oczekiwanej A, rozklad zmiennej A przy znanej wartosci b jest rozkladem
gamma z parametrami (a,b), a rozklad zmiennej b jest rozkladem gamma z pa-
rametrami « oraz . Model ten mozna zatem przedstawié¢ jako:

N|\ ~ Pois (),
Ab ~ 1 (A, b) = T(a, b),
b~ 2 (b’a7ﬂ) =T (avﬂ) :



