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Iteracyjnos¢ skladek ubezpieczeniowych
w ujeciu teorii skumulowanej perspektywy
i teorii nieokreslonosci!

Streszczenie

Jedng z najwazniejszych z praktycznego punktu widzenia wilasnosci skladek ubezpie-
czeniowych jest iteracyjnosé. Pojecie iteracyjnosci zostalo wprowadzone w latach 70.
ubieglego stulecia i od tej pory wielu matematykow i+ ekonomistéow badato te wlasnosé
dla réznych funkcjonalow zdefiniowanych w matematyce finansowej i ubezpieczeniowe;.
W niniejszej pracy omawiamy iteracyjnosé sktadek zerowej uzytecznoéci oraz mean-value
zdefiniowanych w ujeciu dwdch réznych teorii ekonomicznych. Pierwsza z nich, teoria
skumulowanej perspektywy Kahnemana-Tversky’ego, zaklada, Ze przy podejmowaniu de-
cyzji w warunkach ryzyka © niepewnosci ludzie znieksztalcajg prawdopodobienstwa zyskow
1 strat oraz uZywajq funkcji wartosci do oceny wielkosci zmian w posiadanym majgtku.
W drugim z modeli, uwzgledniajgcym zaloZenia teorii nieokreslono$ci, przyjmujemy, Ze
nie mamy calkowitej wiedzy na temat rozkladu szkody. Przeprowadzona w tym artykule
analiza pozwoli nam wzbogacié informacje, jakie posiadamy na temat iteracyjno$ci skta-
dek ubezpieczeniowych zdefiniowanych w teorii skumulowanej perspektywy i teorii nie-
okreslonosci.

1. Wstep

Pojecie iteracyjnosci wprowadzil Biithlmann (1970), badajac réznice pomie-
dzy skladka za ryzyko (indywidualne) a sktadka kolektywna. W celu obliczenia
sktadki indywidualnej firma ubezpieczeniowa bierze pod uwage mozliwie wszyst-
kie wlasciwosci ryzyka, na wypadek ktérego sprzedawane jest ubezpieczenie. Jesli
parametr y wspomnianego ryzyka jest znany, to H (X|y) jest sktadka za ryzyko
X, ktérego charakterystyka jest y. Najczesciej jednak wielko$é¢ y jest realizacja
pewnej zmiennej losowej Y. Wobec tego sktadka kolektywna nie moze zostaé
wyznaczona w sposob bezposredni, ale powinna by¢ obliczona w dwdch krokach.

! Badania prowadzone przez Michata Krzeszowca zostaty sfinansowane z dotacji na zadania
stuzace rozwojowi mtodych naukowcéw w ramach finansowania dziatalnosci statutowej Wydziatu
Fizyki Technicznej, Informatyki i Matematyki Stosowanej Politechniki Lodzkiej.
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Najpierw firma ubezpieczeniowa powinna wyznaczy¢ sktadke H (X|Y), ktéra jest
zmienng losowg — funkcja zmiennej od Y. Nastepnie struktura ryzyka Y powinna
zosta¢ skompensowana poprzez obliczenie H (H (X|Y)). Poniewaz w wigkszosci
przypadkow sktadka H (X) jest rézna od H (H (X|Y)), powstaje problem, aby
znalezé warunki, przy ktorych obie sa réwne. Bithlmann (1970) i Gerber (1974)
zauwazajg rowniez analogie pomiedzy iteracyjnoscig a metoda wyznaczania skla-
dek wiarygodnoéci.

Gerber (1974) dowodzi, ze skladka ubezpieczeniowa, ktéra spelnia pewien
warunek ciagltosci, jest iteracyjna wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona skladka
mean-value, tzn. jest rozwiazaniem réwnania v (H (X)) = Ev (X), gdzie v jest
Scisle rosnaca, wypukla i dwukrotnie rézniczkowalng funkcja. Wynik ten uogdl-
nili Goovaerts i de Vylder (1979). Pokazuja oni, ze skladka szwajcarska jest ite-
racyjna wtedy i tylko wtedy, gdy redukuje sie do sktadki mean-value lub sktadki
zerowej uzytecznosci z liniowa lub wyktadnicza funkcja uzytecznosci. Gerber
(1979) zauwaza réwniez, ze jeSli S = Xj + ... + X jest suma o losowej licz-
bie sktadnikéw, sktadka H (X) za$ jest zaréwno addytywna, jak i iteracyjna, to
H(S)=H(H(S|N))=H(H (X)-N). Ponadto, Goovaerts i inni (2010) wyka-
zuja, ze jesli sktadka jest mieszaning funkcji wyktadniczych, to jest ona iteracyjna
wtedy i tylko wtedy, gdy mieszanina ta jest zdegenerowana.

W artykule podajemy charakterystyke wlasnosci iteracyjnosci dla sktadek
mean-value oraz zerowej uzytecznosci zdefiniowanych w teorii skumulowanej per-
spektywy i teorii nieokreslonosci. W paragrafie 2 przypominamy zatozenia teorii
skumulowanej perspektywy, przedstawiamy dostosowane do niej sktadki ubezpie-
czeniowe oraz podajemy twierdzenia opisujace iteracyjnosé tych sktadek. Dowody
tych twierdzen mozna znalez¢é w pracach Katuszki i Krzeszowca (2013a, 2013b).
W paragrafie 3, zawierajacym nowe i oryginalne wyniki, uogélniamy w ramach
teorii nieokreslonosci sktadki wprowadzone w paragrafie 2 i analizujemy, przy
jakich warunkach sa one iteracyjne. W paragrafie 4 znajduje sie¢ podsumowanie
otrzymanych wynikow.

2. Teoria skumulowanej perspektywy

W modelu rank-dependent utility zaktadamy, ze prawdopodobienstwa sa znie-
ksztalcane przez pewna rosnaca funkcje g : [0,1] — [0,1] taka, ze g(0) = 0
i g(1) = 1, nazywana funkcja znieksztalcajaca prawdopodobienstwo (np. Segal,
1989; Denneberg, 1994). Niech G oznacza klase wszystkich funkcji znieksztalca-
jacych prawdopodobienstwo. Dla ustalonego ¢g € G i nieujemnej zmiennej losowej
X catka Choqueta nazywamy liczbe

B, X i /oog(P(X > 1)) d.
0
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W dalszej czesci zakladamy, ze wszystkie zmienne losowe sa okreslone na pew-
nej przestrzeni probabilistycznej (2,4, P). Jezeli X przyjmuje skonczona liczbe
wartosci 1 < x2 < ... < x, z prawdopodobienstwami P (X = x;) = p; > 0, to
EgX =21 + nzlg (¢;) (xiy1 — x;), gdzie ¢; = i pr- W szcezegdlnosei dla n = 2
i=1 k=i+1

mamy EgX =1 (1 - g(p2)) + g (p2) z2.

Dla g, h € G i dowolnej zmiennej losowej X uogdlniong catka Choqueta nazy-
wamy

Egn X = Eg Xy —Ej (=X),,

o ile obie calki sa skoniczone. Tu i w dalszej czesci pracy Xy = max {0, X}.
Uogdlniona catka Choqueta zostata wprowadzona przez Tversky’ego i Kahne-
mana (1992) dla dyskretnych zmiennych losowych i jest uzywana do matema-
tycznego opisu teorii skumulowanej perspektywy. W licznych eksperymentach
Tversky i Kahneman zauwazaja, ze prawdopodobienstwa strat sa znieksztalcane
w inny sposéb niz prawdopodobienstwa zyskéw. Sugeruja oni réwniez zastapie-
nie funkcji uzytecznosci funkcjg wartoéci, ktéra zalezy od wzglednej wielkosci
wyplaty. W przeciwienstwie do teorii oczekiwanej uzytecznosci, funkcja wartosci
mierzy straty i zyski, a nie bezwzgledny majatek. Zaréwno funkcja wartosci, jak
i funkcje znieksztalcajace prawdopodobienstwo w teorii skumulowanej perspek-
tywy nie musze by¢ rézniczkowalne.

Uogolniong warunkows catks Choqueta nazywamy funkcjonat

Egn (X]Y) = /Ooog(P (X, > s|]Y))ds — /Oooh (P((=X), >slY))ds,

o ile obie calki sa skonczone. Méwimy, ze sktadka ubezpieczeniowa H (X) jest
iteracyjna, jesli dla dowolnych zmiennych losowych X, Y mamy

H(X) = H(H(X[Y)),

pod warunkiem, ze H (X) oraz H (H (X|Y)) istnieja.

Przypomnimy teraz modyfikacje sktadki mean-value dostosowana do teorii
skumulowanej perspektywy. Niech X bedzie dowolna zmienng losowa, ktéra nie
musi by¢ nieujemna. Wowczas X oznacza wartos¢ catkowitej szkody ubezpieczo-
nego pomniejszonej o dochéd z inwestycji. Zalozenie to pozwoli nam na analize
produktow w ubezpieczeniach na zycie dopuszczajacych mozliwos¢é inwestowa-
nia. W przypadku ubezpieczenn majatkowych rozsadnie jest rozwazaé jedynie nie-
ujemne zmienne losowe. Rozwazmy decydenta, ktérego punktem referencyjnym
jest nieujemna liczba w i ktory chce kupi¢ polise wyplacajaca rownowarto$é loso-
wej straty X. W dalszym ciagu poprzez (X — w), bedziemy oznaczali straty (lub
katastroficzne straty), przez (w — X)_ zad zyski (lub straty niekatastroficzne).
Zaltézmy, ze ui,us : Ry — R4 sa pewnymi $cidle rosnacymi funkcjami wartosci,
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gdzie u; mierzy zyski, ug zas — straty. Niech g i h beda funkcjami znieksztal-
cajacymi prawdopodobienstwo odpowiednio dla zyskow i strat. Katuszka i Krze-
szowiec (2012a) wprowadzaja skladke H (X) za ubezpieczenie sie na wypadek
ryzyka X jako rozwigzanie réwnania

wi ((w = H (X)) = us((H (X) = w),) = Byur (w = X)) = By (X = w),) .
(1)

Zauwazmy, ze wzor (1) mozna zapisaé jako
u(w—H (X)) =Egu(w—X) (2)

ze §cifle rosnaca funkcja w(x) = ui(x4) — u2 ((—x)+) dla x € R. Gerber
(1979) rozwaza podobne réwnanie na skladke H (X) przy zalozeniu, ze funk-
cja wartosci u jest wypukla, prawdopodobienistwa za$ nie sg znieksztatcane, tzn.
g(p) = h(p) = p. W bardziej ogblnym modelu Luan (2001) zaklada, ze h = g,
g jest wklesta, funkcja wartodci za$ jest wypukla, gdzie g(z) = 1 — g (1 — z).
Van der Hoek i Sherris (2001) analizuja funkcjonal H z r6znymi funkcjami znie-
ksztalcajacymi prawdopodobienstwo dla zyskéw i strat w przypadku, gdy funkcja
wartosci jest liniowa. Goovaerts i inni (2010) rozwazaja miare ryzyka otrzymana
przy zastosowaniu zasady roéwnowaznej uzytecznosci w modelu rank-dependent
utility 1 analizujg, kiedy otrzymana w ten sposéb miara jest addytywna. Okazuje
sie, ze dzieje sie tak w przypadku, gdy funkcje znieksztalcajace prawdopodobien-
stwo dla zyskéw i strat musza by¢ identycznosciami. Al-Nowaihi i inni (2008),
za pomocg rownan funkcyjnych, wyznaczajg warunki konieczne i wystarczajace
jednorodnosci preferencji i awersji do ryzyka w teorii skumulowanej perspektywy.
Kaluszka i Krzeszowiec (2012a) analizuja sktadke mean-value w teorii skumulowa-
nej perspektywy i badaja jej wlasnoéci. Czeé¢ z nich zachodzi tylko w przypadku,
gdy prawdopodobienstwa zyskéw i strat sa znieksztalcane w ten sam sposéb (lub
w szczegblnosei, gdy nie sg znieksztalcane).
W dalszej czesci pracy oznaczamy

supX =inf{z: P (X > z) =0}

oraz inf X = —sup (—X). Niech H (X) bedzie skladka wyznaczona z réwnania
(2), H (X|Y) za$ bedzie skladka wyznaczona ze wzoru

u(w—H (X[Y)) =Eg, [u(w—-X)|Y].

Rozwazmy nastepujace przypadki.
(i) Jeslig(z) =h(r) =2 dla0<z <1, to E;pX =EX oraz

H(X)=w-u"!Eu(w-X)).
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H (X) jest zatem skladka mean-value, ktéra jest iteracyjna (por. Gerber, 1979;
Goovaerts i in., 1984).

(ii) Jesli g(z) = 1y (z) 1 h(x) = g(z) = 1 (7) dla 0 < = < 1, to
Eg, X = inf X oraz H (X) = sup X. Wiadomo, ze w tym przypadku H (X) jest
iteracyjna (por. Goovaerts i in., 1984).

(iii) Jesli g (z) = 1 (z) i h(z) = g(x) = 1y (z) dla 0 < z < 1, to
Eg X =sup X oraz H (X) = inf X. Poniewaz inf X = —sup (—X), z (ii) wynika,
ze inf (inf (X|Y)) = inf X,

(iv) Jesli g (z) = h(z) = 14y () dla0 <z < 1, to

EgpX = (inf X), — (—sup X))
oraz
sup X jesli X < w p.w.,
H(X)=(¢ infX jesli X > w p.w.,
w jesli inf X < w < sup X.
Oczywiscie, jesli H (X) = w, to H (X) jest iteracyjna. Stad z (ii) i (iii) wynika,
ze H (X) jest iteracyjna.
(v)Jedlig(z) =xih(r) =1y (z)dla0< > <1, to

EgpnX =EX, — (—sup X)),
oraz

w—u"! (Bu(w— X)) jesli X <w p.w.,
H(X)= inf X jesli X > w p.w.,
w—u"! (E[u(w—X)]+) jesli inf X < w <supX.
Zauwazmy, ze E[E (X|Y)], = E[E(X|Y)] = EX,. Stad z (i) i (iii) wynika, ze

H (X) jest iteracyjna.
(vi) Jesli g (z) = 1y () i h(z) =2z dlad <z <1, to

EgnX = (inf X), —E(=X),
oraz

sup X jesli X < w p.w.,
H(X)= w—u~! (Bu (w— X)) jesli X > w p.w.,
w—u"! (E[—u(w—X)]+> jesli inf X < w < sup X.

Z (i), (ii) i (v) wynika, ze H (X) jest iteracyjna.
Twierdzenie 1 charakteryzuje warunek iteracyjnosci dla sktadki mean-value
w teorii skumulowanej perspektywy.
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Twierdzenie 1. Niech w > 0 bedzie ustalone. Zalozimy, Ze u jest Scisle ro-
sngca, cigglta, u(0) = 0 oraz g,h € G. Funkcjonal H (X) jest iteracyjny wtedy
i tylko wtedy, gdy H (X)) jest zdefiniowany jednym ze wzoréw (i)—(vi).

Dowdéd twierdzenia 1 mozna znalezé w pracy Kaluszki i Krzeszowca (2013a).

Rozwazmy teraz sktadke zerowej uzytecznosci zdefiniowang w teorii skumulo-
wanej perspektywy. Niech X bedzie zmienna losowa opisujaca strate ubezpie-
czonego. Rozwazmy firme ubezpieczeniowa z punktem referencyjnym w > 0,
ktora chce sprzedaé¢ polise wyplacajaca réwnowarto$é¢ straty X. Podobnie jak
w przypadku sktadki mean-value, (X —w), i (w— X), oznaczaja odpowied-
nio straty i zyski (lub straty katastroficzne i niekatastroficzne). Zalézmy, ze
uy, u2 : Ry — Ry sa pewnymi $cidle rosnacymi funkcjami wartosci, przy czym
u1 mierzy zyski, uo za$ — straty. Zatézmy, ze g i h sa funkcjami znieksztalcaja-
cymi prawdopodobienstwo odpowiednio zyskow i strat. Kaluszka i Krzeszowiec
(2012b) definiuja sktadke H (X) za ubezpieczenie sie na wypadek ryzyka X jako
rozwigzanie rownania

ur (w) = Bgur ((w+ H (X) = X)) =By (X —w—H(X)), ).  (3)
Zauwazmy, ze wzor (3) moze byé zapisany w postaci
u(w) =Egpu(w+ H (X) - X), (4)

gdzie funkcja u () = u; (4) — ug ((—x)+) dla z € R jest Scisle rosnaca. Gerber
(1979) rozwaza skladke H (X) wyznaczona z analogicznego réwnania, w kté-
rym funkcja wartosci u jest wklesta i prawdopodobiefistwa nie sg znieksztatcane.
W ogélniejszym modelu Heilpern (2003) zaklada, ze h = g, g jest wypukla,
funkcja wartosci za$ jest wklesta.

Twierdzenie 2. (i) Jeslig(p) =h(p) =piu(zx)=cz,u(z)=(1—e"%)/a
lub u (z) = (e* — 1) /a, to H (X), ktora jest rozwigzaniem (4), jest iteracyjna.

(ii) Niech u bedzie Scisle rosngcq, ciggle funkcjg wartosci takq, ze u(0) = 0
oraz dla wszystkich x € R istnieje prawostronna pochodna u, ktéra jest skoriczona
1 wieksza od O dla wszystkich x # 0. Niech g,h € G bedqg Scisle rosngce i ciggle
na [0,1] oraz istniejg pochodne jednostronne g’ (x) i h', (z) dla x € (0,1), przy
czym 0 < K/, (0), 9" (1) < oo. Jesli sktadka H (X) jest iteracyjna dla w = 0, to
gp)=hp)=piu(x)=cr,u(r)=1—e" lubu(x)=e*—1 dla wszystkich
x € R ¢ pewnych a,c > 0.

Dowdéd twierdzenia 2 podaja Katuszka i Krzeszowiec (2013b).

3. Teoria nieokreslonosci

Istotna role w problemach dotyczacych podejmowania decyzji w warunkach
ryzyka i niepewnosci odgrywa réwniez teoria nieokreslonosci. Nieokreslonos¢ jest
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pojeciem pokrewnym pojeciu ryzyka, lecz w istotny sposéb od niego si¢ réznig-
cym. Podejmujac ryzyko, wiemy bowiem, jakie sa szanse na uzyskanie okreslonego
zysku (straty) lub wygranej (przegranej). W teorii nieokreslonosci, choé znane
sa wysokosci mozliwych zyskéw i strat, to nie muszg by¢ w pelni znane praw-
dopodobienistwa, z jakimi sa one osiagane. Zastosowanie teorii nieokre$lonosci
w finansach i ubezpieczeniach pojawilo sie m.in. w pracach Ludwiga i Zimpera
(2006), Anwara i Zhenga (2012), Zhu (2011).

Sktadke mean-value zdefiniujemy w ramach teorii nieokreslonosci. Zatézmy,
ze X jest dowolna zmienng losowa okre$long na pewnej przestrzeni mierzalnej
(©,.A). Zmienna X stuzy do opisu straty ubezpieczonego. Na przestrzeni tej okre-
slamy rodzing miar P, poniewaz zgodnie z zalozeniami teorii nieokreslonosci nie
mamy informacji o prawdopodobiefistwach uzyskania konkretnych strat czy zy-
skéw. Przy poprzednich zalozeniach opisujacych réwnanie (2) sktadke mean-value
H (X) w ujeciu teorii nieokreslonosci definiujemy jako rozwiazanie réwnania

wlw—H (X)) = inf Egnu (w— X), (5)

gdzie P jest rodzing wszystkich miar probabilistycznych, jakie mozna okresli¢
na przestrzeni mierzalnej (£2,.4). Twierdzenie 3 méwi o postaci sktadki H (X)
wyznaczonej z rownania (5). W dalszej czesci pracy bedziemy uzywali oznaczenia

sx = supX (w).
weN

Twierdzenie 3. Jezeli H (X) jest skladkq wyznaczong z réwnania (5), to
H(X)=sx.

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze
u(w— H (X)) Igrelg)Eghu (w—X) Igrelg)Eghu (w—sx)=u(w—sx),

co wynika z monotonicznosci uogélnionej catki Choqueta i faktu, ze Ey,c = ¢ dla
¢ € R (por. Kaluszka, Krzeszowiec, 2012a). Stad

H(X) < sx. (6)
W celu udowodnienia, ze H (X) > sx, rozwazmy nastepujace przypadki:
.. .. _ N ) 0 gdy wo ¢ A,
1. Istnieje wp € Q takie, ze sx = X (wp). Niech P (A) = 1 gdy wp € A,

Mozliwe sa dwa przypadki:
(i) Jezeli sx < w, to z (2) dla miary P mamy

u(w— H (X)) </Ooog<P(u(w—X) >t)>dt:/OU(w_SX)g(l)dt:u(w—sX).

Zatem H (X) > sx. Stad i z (6) mamy H (X) = sx.
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(i) Jezeli sx > w, to z (2) dla miary P mamy
u(w—H (X)) <

</Ooog(P(u(w—X)>t))dt—/oooh(P(—u(w—X)>t)>dt:
:/Ooog(O)dt—/O_U(w_SX)h(l)ds:u(w—sx).

Zatem H (X) > sx. Stad iz (6) mamy H (X) = sx.
2. Zalézmy, ze supX (w) nie jest osiggane. Niech (wy), oy bedzie takim cig-

we
giem, ze lim X (w,) = sx. Niech (Fn> bedzie ciggiem miar probabilistycz-
n—00 neN
. .5 0 gdywy, ¢ A,
nych takim, ze P, (4) = | edyw, € A,

Rozwazmy dwa przypadki:
(i) Jezeli w > sx, to

u(w—H(X))</Ooog(Pn(u(w—X)>t))dt:

(w=X(wn))
:/O g()dt =u(w— X (w)).

Stad H (X) > nan;oX (wn) = sx, gdy n — oo. Stad i z (6) mamy H (X) = sx.

(ii) Jezeli w < sx, to dla odpowiednio duzego n mamy
u(w—H (X)) <

</Ooog(Pn(u(w—X)>t))dt—/oooh<Pn(—u(w—X)>t))dt:
00 —u(w—X(wn))
:/ g(O)dt—/ h(1)ds = u(w— X (wn)).
0 0

Stad H (X) > lim X (w,) = sx, gdy n — oo. Stad i z (6) mamy H (X) =sx. O
n—00
Zdefiniujemy teraz sktadke zerowej uzytecznosci w teorii nieokreslonosci. Za-
16zmy, ze X jest dowolng zmienng losowa opisujaca strate ubezpieczonego. Przy
poprzednich zalozeniach dotyczacych réwnania (4) skladke zerowej uzytecznosci
H (X) w ujeciu teorii nieokreslonosci definiujemy jako rozwiazanie réwnania

u(w) = inf Bgpu (w+ H (X) - X), (7)

gdzie P jest rodzing wszystkich miar probabilistycznych, jakie mozna okresli¢ na
przestrzeni mierzalnej (€2, A).
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Twierdzenie 4. Jezeli H (X) jest skladkq wyznaczong z réwnania (7), to
H(X)=sx.

Dowéd twierdzenia 4 jest analogiczny do dowodu twierdzenia 3.

W celu analizy wlasnosci iteracyjnosci sktadek wyznaczonych z réownan (5)
i (7) potrzebne jest wprowadzenie pojecia funkcjonalu H (X|Y). Dla skladki
mean-value w ujeciu teorii nieokreslonosci definiujemy H (X|Y') jako rozwiazanie
réwnania

u(w — H (X[Y)) = nf Bgn [uw — X)[¥]. ®)

Funkcjonal H (X|Y') w przypadku skladki zerowej uzytecznosci w teorii nieokre-
Slonoéci definiujemy jako rozwiazanie réwnania

u(w):];g)Egh [u(w+ H(X]Y)—-X)|Y]. (9)
W dalszym ciagu bedziemy oznaczali sx (y) = sup X (w). Jezeli w dowo-

{weY (w)=y}
dzie twierdzenia 3 skorzystamy z faktu, ze X < sx (y) przy warunku, ze Y =y,
zamiast z oszacowania X < sx, to w sposOb analogiczny mozemy udowodnié¢
ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 5. Jezeli H (X|Y) jest sktadkq wyznaczong z réwnan (8) i (9),
to H (X1y) = sx (y)-

7 ponizszego twierdzenia wynika, ze zarowno sktadka mean-value, jak i sktadka
zerowej uzytecznosci zdefiniowane w teorii nieokre$lonosci sa iteracyjne.

Twierdzenie 6. Skladka H (X) bedgca rozwigzaniem réwnan (5) i (7) jest
iteracyjna.

Dowdd. Z twierdzen 3 i 4 wynika, ze H (X) = sx. Niech X, Y beda dowol-
nymi zmiennymi losowymi okreslonymi na tej samej przestrzeni probabilistycznej.
Woéwcezas

H (H (X]Y)) =supH (X|y) =supsx (y) =supX (w) =sx =H (X). O
yeR yeR weN

W dotychczasowych badaniach sktadek ubezpieczeniowych w teorii nieokreslo-
nosci zaktadaliSémy, ze nie mamy zadnych informacji o rozktadach szkéd i chcemy
zabezpieczy¢ sie przed najbardziej niekorzystnym dla nas scenariuszem, co spra-
wia, ze otrzymujemy raczej malo uzywana, lecz rozwazang w literaturze, sktadke
maksymalnej szkody. W praktyce rozsadne jest przyjecie zalozenia, ze z prawdo-
podobienstwem 0 znamy rozklad wartosci szkody, za$ z prawdopodobienstwem
1 — @ nie znamy go. Innymi stowy, z prawdopodobienstwem 1 — 6, zwykle bliskim
zero, moze wydarzy¢ sie co$, co sprawia, ze prawdopodobienstwa zdarzen trzeba
obliczaé, korzystajac z innej, nieznanej miary. W tym modelu, przy uwzglednieniu
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wczedniejszych zaltozen, sktadki mean-value oraz zerowej uzytecznosci, mozemy
zapisaé¢ jako rozwiazanie réwnan odpowiednio

u(w— H (X)) :OEghu(w—X)+(1—9);r€1§DEghu(w—X),

u(w):9Eghu(w+H(X)—X)—i—(l—&)}i)relg)Eghu(w—i—H(X)—X).

Gdy u jest funkcja liniowg oraz prawdopodobienstwa zyskow i strat znieksztalcane
sa w ten sposéb, ze h = g, to w obydwu przypadkach sktadka H (X) w tym modelu
ma postac

H(X)=0Ez X +(1-0)sx. (10)

Sktadka (10) dla # = 1 byla rozwazana po raz pierwszy przez Heilperna (2003).
Podobny funkcjonal analizowali réwniez Katuszka i Okolewski (2008) przy za-
lozeniu, ze prawdopodobienstwa nie sa znieksztalcane. Latwo sprawdzié, ze jesli
0 < 6 < 1, to skladka (10) nie jest iteracyjna.

4. Whnioski

Wiasno$¢ iteracyjnosci odgrywa wazna role w analizie wtasnosci sktadek ubez-
pieczeniowych (Bithlmann, 1970; Gerber, 1979; Goovaerts i in., 1984), a takze
jest narzedziem ulatwiajacym badanie innych wlasnosci sktadek (Gerber, 1979;
Goovaerts i in., 2010). W artykule przedstawiliémy charakterystyke iteracyjnosci
dla sktadek dostosowanych do teorii skumulowanej perspektywy i teorii nieokre-
slonoéci.

Sktadka mean-value w ujeciu teorii skumulowanej perspektywy jest iteracyjna
dla dowolnej funkcji wartodci i dla szesciu par funkcji znieksztalcajacych prawdo-
podobienstwo. Wéréd otrzymanych postaci sktadek, ktére sa iteracyjne, znajduja
sie np. klasyczna skladka mean-value (bez znieksztalcanych prawdopodobienstw),
a takze do$é¢ osobliwe funkcjonaly, takie jak istotny kres gérny oraz istotny kres
dolny straty. Uogolniona sktadka zerowej uzytecznosci, przy pewnych technicz-
nych zatozeniach dotyczacych funkcji znieksztalcajacych prawdopodobienstwo
i funkcji wartodci, jest iteracyjna wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja wartosci jest
liniowa lub wyktadnicza, funkcje znieksztalcajace prawdopodobienstwo zasé s
identycznosciami, co odpowiada przypadkowi, gdy prawdopodobienstwa nie sa
znieksztalcane. Dla sktadek rozwazanych w teorii nieokreslonosci, przy zalozeniu
o braku jakiejkolwiek informacji o prawdopodobienstwach okreélajacych wielkosé
poniesionej szkody, okazuje sie, ze w przypadku zaréwno sktadek mean-value, jak
i zerowej uzytecznosci zebrana sktadka réwna jest maksymalnej wartosci mozliwej
straty. Twierdzenie 6 pokazuje, ze sktadka ta jest iteracyjna.
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Iterativity of premium principles
under Cumulative Prospect Theory
and ambiguity theory
Abstract

In the paper we focus on the property of iterativity of premium principles. We analyze
under which circumstances mean-value principle and zero utility principle, both of them
adjusted to the Cumulative Prospect Theory, are iterative. We also generalize these results
under ambiguity theory by assuming that we do not have complete information on the
distribution of risk.
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