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Problem optymalizacji oczekiwanej uzytecznosci
wyplat dywidend w modelu Craméra-Lundberga'

Streszczenie

W niniejszej pracy rozwazamy problem maksymalizacyi oczekiwanej zdyskontowanej
uzytecznosci wyplat dywidend przez firme ubezpieczeniowq, ktorej rezerwy modelowane sq
przez klasyczny proces Craméra-Lundberga. Na wstepie analizujemy sytuacje, gdy wiel-
ko$é¢ szkod opisana jest rozkladem Erlanga, funkcja uzyteczno$ci zas$ spelnia warunki
Inady. Przy takich zaloZeniach, zgodnie z klasycznym podejSciem weryfikacyjnym, wy-
prowadzamy rownanie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana. W dalszej cze$ci pracy analizu-
jemy asymptotyczne zachowanie funkcji wartosci oraz identyfikujemy optymalng strategie
w przypadku wykladniczych roszczen oraz potegowej funkcji uzytecznosci. Na zakonczenie
proponujemy numeryczng procedure wyznaczania funkcji wartosci.

1. Wstep

Rezerwy firmy ubezpieczeniowej modelujemy zwykle przez proces Craméra-

-Lundberga:
Nt

Rt:x—k,ut—ZYi, (1)
i=1

gdzie x > 0 jest kapitalem poczatkowym, p € R oznacza intensywnos$¢ wplaty
sktadki, Y71, Ys, ... sa za$ niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym roz-
ktadzie, reprezentujacymi wielko$¢ roszczen, ktore sa zglaszane do firmy ubez-
pieczeniowej zgodnie z niezaleznym procesem Poissona N; ze stala intensyw-
nosciag A > 0. Jak zazwyczaj zakladamy, ze spelniony jest warunek net profit:
u > AE(Y;), ktéry pozwala na nieograniczony wzrost rezerw firmy ubezpieczenio-
wej.

Obok rezerw firmy ubezpieczeniowej drugim skladnikiem naszego modelu
beda wyplacane dywidendy. Pojecie to zostalo zaproponowane przez B. de Fi-
nettiego (1957) juz w 1957 roku celem ograniczenia wzrostu rezerw firmy ubez-
pieczeniowej w klasycznym modelu ryzyka w czasie dyskretnym. W pracy tej

! Praca zostala sfinansowana ze srodkéw Narodowego Centrum Nauki przyznanych na pod-
stawie decyzji nr 2011/01/B/HS4/00982.
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bedziemy maksymalizowaé¢ zysk z wyptat dywidend, a wiec skoncentrujemy sie
na optymalizacji wyplat dywidend z punktu widzenia akcjonariusza.
Matematycznie rzecz ujmujac, definiujmy proces sterowany jako:

Xi =R —Cy, t>0, (2)

gdzie C; oznacza nieujemny, adaptowany oraz niemalejacy proces reprezentujacy
taczng ilos¢ dywidend wyptaconych do czasu t. Proces X; obserwujemy do czasu
ruiny:

T =1inf{t > 0: X; < 0}.

Problem optymalizacji wyptacanych dywidend byt wielokrotnie rozwazany w ma-
tematyce ubezpieczeniowej. W klasycznym podejsciu jako funkcjonal celu rozwa-
zano Srednie zdyskontowane taczne dywidendy wyptacone do czasu ruiny:

v(r) =E, < /0 ' e—ﬁtdct> :

gdzie 3 to stopa dyskonta w czasie ciggltym, dolny indeks za$ przy wartosci ocze-
kiwanej oznacza, ze proces nadwyzki finansowej startuje z kapitatlu poczatkowego
Xy = . Wowcezas szukano optymalnej strategii C*, ktéra maksymalizuje v(z).
W 2004 roku F. Hubalek oraz W. Schachermayer (2004) zaproponowali pewna
wariacje klasycznego podejscia, opierajaca sie na funkcji uzytecznosci. Otoz za-
tozyli oni, ze C; jest absolutnie ciggle wzgledem miary Lebesgue’a. Wowczas

t
Ct:/ csds p.n.
0

W tym przypadku funkcjonal celu jest réwny:

o(z) = B, ( /O ’ e—ﬁtU(ct)dt) ,

gdzie U(x) jest pewna z géry ustalona funkcja uzytecznosci. Gléwnym celem jest
znalezienie optymalnej strategii ¢*, ktéra maksymalizuje funkcje wartosci v(x)
spoérod wszystkich strategii dopuszczalnych, przy czym dopuszczalna strategia
¢ jest nieujemnym, adaptowanym procesem takim, ze ¢, = 0 dla t > 7.

F. Hubalek oraz W. Schachermayer zaproponowali wiec, aby zamiast maksy-
malizacji oczekiwanego zysku z samych tylko wyptat dywidend rozwazaé sytuacje,
gdy maksymalizujemy oczekiwang uzytecznos¢ wyptat tych dywidend dla pew-
nej funkcji uzytecznosci U: Ryg — R>g. Podobnie jak oni bedziemy wymagac,
aby funkcja uzytecznosci byta monotoniczna, gltadka i wklesta oraz aby spelniata
warunki Inady, tzn. ili% U'(x) = oo oraz lim U'(x) = 0. Dodatkowo bedziemy
zakladac, ze

xh_)ngo U(z) = oo.
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Przy rozwazaniu strategii przyblizajacych jednorazowa wyplate na samym po-
czatku (czyli ¢ — oo jak t | 0) warunek powyzszy implikuje to, ze
Jim v(x) = +o0. (3)
W odréznieniu od F. Hubalka oraz W. Schachermayera, ktérzy rozwazali sy-
tuacje, gdy proces nadwyzki finansowej jest ruchem Browna W; z dryfem, t;j.

Ry = x + ut + oWy, (4)

w naszej pracy bedziemy rozwazaé sytuacje, gdy procesem ryzyka jest klasyczny
proces Craméra-Lundberga (1). Dla niego tez, zgodnie z klasycznym podejéciem
weryfikacyjnym, utworzymy réwnanie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana (HJB),
ktoére rozwiagzuje jednoznacznie optymalna funkcja uzytecznoéci. Skoncentrujemy
sie jednak na roszczeniach o rozkladzie Erlanga, ktory — jak wiadomo — stuzy
do przyblizania innych rozkladéw. Jest tez jednym z najczedciej stosowanych
rozkladéw w praktyce aktuarialnej. Szczegdlnym przypadkiem tego rozktadu jest
rozktad wyktadniczy, dla ktérego przeprowadzamy analize numeryczna. Wtedy
tez wybieramy jedna z bardziej znanych funkcji uzytecznosci:

Ux)=", 23>0, ac(01) (5)

Analiza numeryczna jest tym bardziej warto$ciowa, ze w tym przypadku jawne
rozwiazanie réwnania HJB nie jest znane. W przeciwienstwie do procesu (4),
ktory startujac z zera, od razu przyjmuje warto$¢ ujemna, proces (1) powoduje
dodatkowe trudnosci. Przejawiaja sie one w identyfikacji wartosci v(0), do zna-
lezienia ktoérej opracowaliSmy nowa technike numeryczng oparta na obserwacji
»optymalnego” sterowanego procesu ryzyka do czasu pojawienia si¢ pierwszego
roszczenia. Okazuje sie, ze zaproponowany nowatorski sposéb bardzo dobrze si¢
sprawdza w praktyce numerycznej.

Ze wzgledu na fakt, ze firmy ubezpieczeniowo-finansowe dysponuja duzymi
kapitatami, wyjatkowo wartosciowa wydaje sie wiedza o wyborze optymalnej stra-
tegii dla x — oo. W twierdzeniu 1 pokazujemy, ze przy powyzszych zatozeniach
optymalna intensywno$é¢ wyptat dywidend c* zalezy liniowo od obecnego stanu
rezerw, tzn.:

%
c*(x) ~ T—a%

gdzie ~ oznacza asymptotyczna réwnowaznoscé.

Praca jest zbudowana w nastepujacy sposéb. W paragrafie 2 wyprowadzamy
rownanie rézniczkowe Hamiltona-Bellmana-Jacobiego. Nastepnie w paragrafie 3
analizujemy asymptotycznie optymalna strategie dla duzego kapitalu. W para-
grafie 4 zajmujemy si¢ analizg numeryczna, kiedy roszczenia maja wykladniczy
rozktad. W podsumowaniu przedstawiamy dalsze mozliwe kierunki badan zade-
monstrowanego modelu.
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2. Réwnanie HJB dla erlangowskiego rozkladu roszczen

Zalézmy teraz, ze wielkosé szkéd jest modelowana rozkladem Erlanga, tzn.
Y 2 Erlang(k, £). Wéwczas, postugujac sie klasycznym podejéciem weryfikacyj-
mym (por. Hubalek, Schachermayer, 2004), gdzie zostaly zaprezentowane wyma-
gane szczegoly, mozna pokazaé, ze optymalna funkcja celu rozwigzuje rownanie
Hamiltona-Jacobiego-Bellmana, ktore dla wyzej sformutowanego problemu ma
nastepujaca postac:

k e’}
o+ sup {m =g+ 25 [Tote =) — vl Oy + U<c>} ~o.

c20
(6)
Oczywiscie supremum w réwnaniu powyzej jest osiagane, gdy
(@) = (U") " (vg). (7)
Wstawiajac (7) do réwnania (6), otrzymujemy:
AR
(k—1)!

vy — ¢y — Bo+ U(E) + | o=y~ vlat ey =0,
0

co mozna zaprezentowaé jako:

by k T
Pz — vy — (B+ N)v+U(c") + m / v(x —y)yF e dy = 0.
—0'

Zamiana zmiennych w calce w rOwnaniu powyzej prowadzi do nastepujacego row-

nania rézniczkowo-catkowego:

Aéke—fz

g — c vy — (B+ Nv+U(c") + =] /va(z)(x — )kt dz =0, (8)

Wynika stad, ze v jest klasy C%(Rso). Rézniczkujac powyzsze réwnanie po z,
otrzymujemy:

ket
(k—1)!

(k—1) /Orv v(z)(z — 2)*2e%dz = 0. (9)

gz — CoUg — C gy — (B + Ny + Uz(c™) — & / v(2)(z — 2)F et dz
0

Agke—gx
R -
k—1)!

Wéwezas, wyliczajac catke z réwnania (8) 1 wstawiajac ja do réwnania (9), uzy-
skujemy:

gz — CoUg — C Vg — (B + N)vg + Uz (™) + E(uvy — vy — (B+ N)v + U(c))
Acke—te

—_ xvz z— 2)F2ef%dz = 0.
+ o g | v - e 0 (o)
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Jesli powtérzymy te procedure jeszcze k—1 razy, to wyeliminujemy calke z naszego
réwnania i otrzymamy réwnanie rézniczkowe w postaci:

k

Z <I;> gi (Mv(k‘—i-l—i) — (B+ )\)v(k_i) _ (c*vm)(k_i) + k=) (C*)> + )\ﬁkv —0,

=0

. dF , . . .. . ,
gdzie f(k) 0znacza —{ Woéwczas, zmieniajac granice sumowania i stosujac wzor
dx )

Leibniza, po prostych przeksztalceniach otrzymujemy

k
ok 4 Z & <£u< N 1) (f) (B+ A)) o) 43 <];> ¢iukE=i ()
=0

E o\ K= (g
_Z()le( >C(l)v(k i—1+1) fkﬂv—O (11)
o\ i\

Jest to nieliniowe rownanie rézniczkowe rzedu k4 1. Poniewaz jak na razie trudno
co$ wnioskowaé na temat rozwigzan rownania (11), w nastepnym paragrafie zaj-
miemy si¢ szczegdlnym przypadkiem tego réwnania, mianowicie bedziemy rozwa-
za¢ sytuacje, gdy roszczenia majg rozktad wyktadniczy, funkcja uzytecznosci jest
za$ potegowa funkcja uzytecznosci.

3. Asymptotyka rozwigzan réwnania HJB dla wykltadniczego
rozkladu roszczen

Zakladamy teraz, ze roszczenia maja rozklad wyktadniczy, tzn. Y; L Exp(¢),
natomiast funkcja uzytecznosci dana jest wzorem (5). Wowczas:

=1

= U)og) = v ®, (12)
réwnanie rézniczkowe (11) przyjmuje zas postaé:
*04 =1
ozr + (Ep— B — Ny T — g “ Vg = 0, (13)

z wyliczonym z réwnania (8) warunkiem poczadtkowym

__r B
v(0) = 3+ A +(0) + a(B+ N (0) : (14)

Jest to nieliniowe rownanie rézniczkowe drugiego rzedu. Stosujac podstawienie
Riccatiego, mozemy przeksztalcié¢ réwnanie (13) w nieliniowe réwnanie réznicz-
kowe pierwszego rzedu. Niech v, (z) = y(v), wéwezas vz = Y (V) = YpUz = Yuy.
Wstawiajac to do réwnania (13), otrzymujemy:

o —o —a
yl—a — yl—a yv = 0 (15)

by + (Ep— B — Ny — EBv + £
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Wyliczajac y,, dostajemy:
B — Ay — l-a, 1
yv:(ﬁu BNy fﬁ_lJréa yre (16)
Yy —yli-e

Niestety, wedlug wszelkich dostepnych zrdodel, rozwiazanie takiego réwnania nie
wyraza sie zamknietym wzorem algebraicznym. Mozemy natomiast sformutowaé
pewne wnioski dotyczace asymptotyki rozwiazan tego réwnania. Jednak zanim
przejdziemy do twierdzenia bedacego gléwnym rezultatem naszej pracy, udowod-
nimy nastepujacy fakt niezbedny do przeprowadzenia dowodu twierdzenia.

Lemat 1. Zachodzi nastepujgca zbieinosc:

mlirgo vg(z) = 0.

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze lim c¢(x) = oco. Dla dowodu nie wprost za-
r—00

16zmy, ze istnieje K > 0 takie, ze dla dowolnego = > 0 mamy c(x) < K. Jednak
wowcezas

v(xz) =supE, (/OT e_ﬁtU(ct)dt) <E, (/OT e_ﬁtU(K)dt>

<E, </OooeﬁtU(K)dt) < U(BK) < 0.

To za$ oznacza, ze v(x) jest ograniczone, co jest sprzeczne z (3). Zatem istotnie
c(x) — oo przy x — oo. Skoro tak, to zauwazmy, ze z réwnoéci (7) wynika, ze

Jim vg(z) = Jim U'(c*(z)) =0,

przy czym ostatnia réwnos$¢ wynika z warunku Inady lim U’(xz) = 0, ktéry na-
Tr—00

rzuciliémy na funkcje uzytecznosci. (]
Mozemy teraz sformutowaé gléwne twierdzenie podajace optymalng strate-

gie wyplat dywidend dla duzego kapitalu. Bedziemy pisaé¢ f(z) ~ g(x), jesli

lim L&) — 1

TrT—00 g(l’) :

Twierdzenie 1. Jeseli o = L ¢ (0,1), gdzie p,q € Ny, p < q, to asymp-
q

totyczne zachowania rozwigzania v(x) réwnania (18), jego pochodnej vy (x) oraz
procesu, wyplat dywidend c(z), przy * — oo, dane sq nastepujgco:

o~ (50

() ~ <1 ;a)la ol

c*(x) ~

)

z.
11—«
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Uwaga 1. Zauwazmy, ze zalozenie, ze o jest wymierna, nie jest szczegélnie
restrykcyjne, poniewaz zbiér liczb wymiernych w zupelnosci wystarczy do mode-
lowania réznych ksztaltow krzywej uzytecznosci.

Dowdd. Gdy a = 2, to wowczas réwnanie (15) jest postaci:
q

a—p

_p _pb_
pyoy + (Ep — B =Ny —EBv + ¢ yr—a —yr-ay, = 0.

L . _ ..
Jesli wykonamy podstawienie z = yr—a, wOwczas z, = p—iquzzq P, Wstawiajac

to do réwnania powyzej, otrzymujemy:
A q—p+1 9=P q+1 p—q P\ —
(Ep—B =Nz — Pz +£Tz — 2y (q—p) ("1 —2F) = 0.
Mnozac obustronnie przez z97P, uzyskujemy:

(Eu—B— Nz P g2l 170 ; P2vtl (g —p) pzo— (p — q) 22, = 0.
(17)

Jest to réwnanie w postaci:
P(v,z) — z,Q(v,2) =0, (18)

gdzie P, sa wielomianami ze wzgledu na z. Kazdy sktadnik lewej strony tego
réwnania przyjmuje jedna z dwdch postaci: albo z™a,, (v), albo z,2"a,(v). V. Ma-
ri¢ w swojej pracy (1972) udowodnil, ze w sytuacji gdy m,n sa calkowite oraz
Am, an € H (gdzie H oznacza klase funkcji Hardy’ego?), to wowezas zbiér wszyst-
kich sktadnikéw lewej strony roéwnania

P(v,z) — 2,Q(v,2) =0

jest uporzadkowany wzgledem relacji >, przy czym a = b przy v — co oznacza,
ze albo § — oo, albo § — I(# 0) przy v — oo. Co wigcej, V. Mari¢ udowodnit,
ze w zbiorze tym istnieja dwa elementy tego samego rzedu, tzn. ktérych stosunek
dazy do pewnej granicy [ # 0 przy v — o0, co pozwala wyznaczy¢ asymptotyczne
zachowanie rozwiazania réwnania typu P(v, z) — 2,Q(v, z) = 0, gdy v — 0.
Zauwazmy, ze poniewaz y — 0 przy v — oo oraz p < ¢, zatem z — oo. Latwo
zatem zauwazy¢, ze w réownaniu (17) skladnik (¢ — p) pz, jest nizszego rzedu

2 Funkcja logarytmiczno-wykladnicza Hardy’ego nazywamy funkcje rzeczywista jednej
zmiennej, okreslong dla wszystkich wartosci x wigkszych od pewnej ustalonej wartosci, zde-
finiowana jako skoniczona kombinacja symboli operacji algebraicznych (4, —, -, +, /s (...)™) oraz
symboli funkeji In(...) oraz ), okreslonych na zmiennej x lub rzeczywistych statych (por.
Hardy, 1910).
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niz drugi sktadnik zawierajacy z,. Podobnie sktadnik (£ — 8 — A\)2z9 P! jest
nizszego rzedu niz pozostale dwa niezawierajace z,. Zatem asymptotyki rozwia-
zan bedziemy poszukiwaé¢ pomiedzy dwuelementowymi kombinacjami kazdego
z trzech pozostalych skladnikéw, tzn. mozemy wyrdznié trzy przypadki, ktére
moga wyznaczy¢ nam asymptotyke rozwiazan:

a) &Pvz?472r+1 orag {q;fpz%_pﬂ,
b) £1E227PH oraz (p — q) 29z,
c) &Pvz2172P+ oraz (q — p) 29z,.

Rozwazymy teraz kolejno kazdy z przypadkow. W sytuacji a), skoro oba sktad-
niki sa tego samego rzedu, mamy:

gﬂvz2q—2p+1
lim ——
=P ,2q—p+1

V—00 5 - z

= 1(#0),

co oznacza, ze zachowanie asymptotyczne z dane jest nastepujaco:

) ( Bp )é 1
z(v) ~ [ —— | wPr.
(g —p)
Wstawiajac powyzsze wyrazenie asymptotyczne do réwnania (17) i dzielac obu-
2q—p+1

stronnie réwnanie przez v » , otrzymujemy, ze [ = 1. Otrzymujemy wiec osta-
tecznie nastepujace przedstawienie asymptotyczne z:

B\
q—p) vp. (19)

z(v) ~ (

Oczywiscie w powyzszym przypadku z — oo, gdy v — 00, czego wymagalidémy
od funkcji z.
PrzesledZmy teraz przypadek b). Wowczas, podobnie jak wyzej:

(p—q) 292,
v00 €4P 2q-p+l I(#0),
p

co sprowadza sie do rownania rézniczkowego:

_prqflzv — Ej
p

ktore jest rownaniem o zmiennych rozdzielonych. Rozwiazujac to réwnanie, otrzy-
mujemy wyrazenie asymptotyczne dla z w postaci:

1£(q —p)
p

1

z(v)w( >plq(v+c)ﬂ.
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Jednakze p — ¢ < 0, zatem w powyzszym réwnaniu z — 0, gdy v — oo, co daje
nam sprzeczno$¢ z zatozeniem z — oo przy v — oo.
W przypadku c¢) mamy:

. (q—p) 2Tz
Jn e orzazrt — U 0);

co sprowadza sie do réwnania rézniczkowego:

22l = ﬁv.
q—p
Ponownie jest to réwnanie rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych. Rozwiazujac
je, otrzymujemy wyrazenie asymptotyczne dla z. Jednak mozemy tutaj wyr6znié
dwa przypadki:
I. Jedli ¢ # 2p, to

lEB(2p — %oa (02 o
o~ ()T ()

@(£+>
z(v) ~e? \? ‘.

Zauwazmy, ze w przypadku I przedstawienie asymptotyczne z ma sens tylko,
gdy ¢ < 2p, bo w przeciwnym wypadku z — 0 przy v — oo i otrzymujemy
sprzecznosc.

Zarowno w przypadku I, jak i II po wstawieniu wyrazenia asymptotycz-
nego dla z do réwnania (17) okazuje sie, ze skladnik powstaly ze wstawienia do
& qp%pzm]—p“ przedstawienia asymptotycznego z jest najwiekszy wzgledem relacji

II. Jesli ¢ = 2p, to

>, tzn. granica ilorazu £2°Pz29~P*! przez dowolny inny skladnik lewej strony
réwnania (17) dazy do nieskonczonoéci przy v — oo. Wéwezas, dzielac réwnanie
(17) przez ten najwiekszy skladnik, otrzymujemy sprzecznosé 1 = 0.

Po przeanalizowaniu wszystkich przypadkéw otrzymujemy wiec, ze zachowa-
nie asymptotyczne z dane jest réwnaniem (19). Przypomnijmy, ze y = 2P79,
zatem wyrazenie asymptotyczne dla y(v) ma postaé:

( Bp )pf p—q
y('l)) I W v,
q—7p

co po powrocie do stalej a daje nam:

l—«
1—a\ a« -(0-o
y(U) ~ < a,B > v & °
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WykonaliSmy wezesniej podstawienie y(v) = v, (), dlatego mamy tu do czynienia
z rOwnaniem rézniczkowym w postaci:

vy () = (104_ﬁa> = v(x)#

Jest to rownanie rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych. Rozwiazujac je, otrzy-
mujemy wyrazenie asymptotyczne dla v(x):

1—a 1—axo¢
o

o) ~ ( "
p

Roézniczkujac wyrazenie asymptotyczne powyzej wzgledem x, otrzymujemy przed-

stawienie asymptotyczne v, (z):

() ~ (1 ;a)lo‘ o1

natomiast korzystajac z réwnosci (12), uzyskujemy zachowanie asymptotyczne
dla c¢*(x). O

4. Analiza numeryczna dla wyktadniczego rozkladu roszczen

Zajmiemy sie teraz analiza numeryczna w przypadku, gdy roszczenia maja
rozktad wykladniczy z parametrem &. Bedziemy szukaé rozwiazania numerycz-
nego réwnania (13). Zauwazmy, ze do uzyskania rozwiazania numerycznego po-
trzebujemy warunku poczatkowego na v(0) oraz v,(0). Réwnosé (14) daje nam
warunek na obliczanie v(0) w zaleznosci od wartosci v, (0). Nalezy wiec wyznaczy¢
jeszcze warto$é vg(0).

Okazuje sie, ze wybér v,(0) jest bardzo istotny dla samego zagadnienia opty-
malno$ci rozwiagzania réwnania HJB. Istotnie, jesli wybierzemy v,(0) za duze, jak
na rysunku 1, to wéwczas v(z) oraz v, (x) daza do nieskoniczonosci, gdy x — oc.
Jednak wtedy, ze wzgledu na zaleznos¢ (12), dywidendy daza do zera (por. tabela
1). Sytuacja ta odpowiada ekonomicznemu pojeciu banki finansowej — rosnaca
warto$¢ firmy nie jest materializowana w wyptatach dywidend. Dlatego w takiej
sytuacji nie mozemy méwié¢ o optymalnym rozwiazaniu.
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Rysunek 1. Funkcje v(x) oraz v,(z) dla o = 0.5, 8 = 0.05, u = 0.26,
£ =04, A =0.1 oraz v,(0) = 1.9, v(0) = 6.8021
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1’(.‘{) | 1)‘("{) 504

100 404

o 2 4 & 8 10 o 2 ¢+ s 8 10
X X
(a) Funkcja v(x) (b) Funkcja v, (z)

Zrbdto: opracowanie wtasne.

W sytuacji, gdy v,(0) jest odpowiednio mniejsze, jak na rysunku 2, funk-
cja v(x) jest wklesta, v, (z) za$ dazy do 0, gdy v — oo, pozwalajac na wzrost
dywidend (por. tabela 2). Jest to wiec sytuacja nam odpowiadajaca.

Tabela 1. Funkcje v(x), v, (x) oraz c(x) dla a = 0.5, 3 = 0.05,
u=0.26, £ = 0.4, A = 0.1 oraz v,(0) = 2, v(0) = 6.8

x v(x) Vg () c(x)

0 6,8000 2,0000 0,2500
1 9.4022 3.1941 0,0980
2 13,3275 4,7502 0,0443
3 19,1343 7,0039 0,0204
4 27,6771 10,2878 0,0094
5 40,2103 15,0801 0,0044
6 58,5692 22,0787 0,0021
7 85,4378 32,3029 0,0010
8 124,7394 47,2425 0,0004
9 182,2094 69,0750 0,0002
10 266,2320 100,9833 0,0001

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Rysunek 2. Funkcje v(z) oraz v,(z) dla o = 0.5, 8 = 0.05, u = 0.26,
£ =04, A =0.1 oraz v,(0) = 1.9, v(0) = 6.8021

(a) Funkcja v(x) (b) Funkcja v, (z)

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Tabela 2. Funkcje v(x), v.(x) oraz c(x) dla a = 0.5, 3 = 0.05,
pn=0.26, £ = 0.4, A = 0.1 oraz v,(0) = 1.9, v(0) = 6.8021

x v(z) vz () c(x)

0 6,8021 1,9000 0,2770
1 8,5790 1,6929 0,3489
2 10,2022 1,5575 0,4122
3 11,7010 1,4431 0,4802
4 13,0940 1,3454 0,5525
5 14,3963 1,2613 0,6286
6 15,6203 1,1884 0,7081
7 16,7762 1,1247 0,7905
8 17,8723 1,0687 0,8755
9 18,9158 1,0192 0,9626
10 19,9126 0,9752 1,0515

Zrédto: opracowanie wlasne.

Widaé wige, ze wybdr odpowiedniej wartosci v, (0) jest bardzo istotny dla za-
gadnienia optymalnosci rozwiazania réwnania (13). Ponizej proponujemy pewna
procedure wyznaczania v, (0), ktéra opiera sie na znajomosci zachowania asymp-
totycznego rozwiagzan réwnania (13) udowodnionego w twierdzeniu 1. Aby znalezé
v2(0), nalezy:

e zadaé¢ warto$¢ poczatkowa v, (0) =: b,
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e 7 warunku:
1% l—-« —a

wyznaczy¢ wartosé poczatkowa v(0) =: a,
e rozwiaza¢ numerycznie, przy zadanych warunkach poczatkowych, réwnanie
rézniczkowe:
1—a == =1
Vg~ = Vg " = 0,

UVgq + (f/‘*ﬂ* )\)UCC *fﬁerg

(0}

e wyznaczyé c(z) ze wzoru c(x) = vx(x)%,

* metoda najmniejszych kwadratéw dopasowaé do c(x) funkcje liniowa é(x) =
=a1x + by,

e wyznaczy¢ X (t), rozwigzujac zagadnienie poczatkowe:

p—e(X(1) =X'(t), X(0)=0, (20)

czyli
—b —b
() = Iua1 - Mal 167(112

® metoda najmniejszych kwadratéw dopasowaé do v(x) funkcje postaci v(z) =
= asx® + bo,
e wyznaczy¢ A :=v(0) ze wzoru:

S
A=v(0) =E e P55(X(8) - T)| + E l / e PSU@EX(S))ds|,  (21)
0
gdzie S ~ Exp(\), T ~ Exzp(§),
e wyznaczy¢ roznice a — A, bedaca btedem procedury.
Oczywiscie bedziemy szukaé takiego b, aby |a — A| < e dla pewnego € > 0.

Warto zaznaczy¢, ze metoda najmniejszych kwadratéw wykorzystana w po-
wyzszej procedurze opiera si¢ na punktach, w ktoérych wczesniej numerycznie
obliczono wartosci ¢(x) i v(z).

Réwnanie (20) opisuje deterministyczna trajektorie X (¢) sterowanego procesu
(2) startujacego z zera do czasu pojawienia sie pierwszego roszczenia. Podobnie
réwnanie (21) jest konsekwencja obserwacji procesu sterowanego zaraz po pierw-
szym skoku. Oczywiscie jest tylko jedna poszukiwana warto$é v(0), ktéra jest
w otoczeniu epsilonowym a po zakonczeniu powyzszej procedury.

Przesledzimy teraz zastosowanie naszej procedury do uzytych juz wczesniej
danych, na podstawie ktérych sporzadzono rysunek 2. Na rysunku 3 przedsta-
wiono funkcje ¢(x) dopasowana do funkcji ¢(x) wyznaczonej na podstawie roz-
wiazania numerycznego réwnania (13), a takze trajektorie X (t). Widaé, ze do-
pasowanie funkcji é(x) do funkeji ¢(z) jest dobre, mimo ze do procedury MNK
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uzyto zaledwie 10 punktéw. Na rysunku 4 zostala przedstawiona funkcja o(x) do-
pasowana do funkcji v(z) wyznaczonej na podstawie rozwiazania numerycznego
réwnania (13). Stabe dopasowanie wynika tutaj ze wspomnianej malej liczby
punktéw uzytych w metodzie MNK. Przy wiekszej ich liczbie dopasowanie jest
znacznie lepsze, jednak rysunki staja sie malo czytelne. Réwniez w przypadku
samej funkcji wartoéci otrzymujemy potwierdzenie zachowania asymptotycznego
rozwiazan réwnania (13) wyznaczonego w twierdzeniu 1.

W tabeli 3 przedstawiono natomiast wartosci parametrow poczatkowych uzy-
skane zaproponowang wyzej procedura wyznaczania v, (0). Widzimy, ze poczat-
kowy blad dla wartosci poczatkowej v,(0) = 1,9 wynosil blisko 0,0077. Dzieki
zastosowaniu tej procedury udalo nam sie ten blad zminimalizowaé do okoto
0,0058 dla v,(0) = 1,88185035, przy czym procedura zostala zatrzymana juz
po kilku krokach. Mozna by wiec uzyska¢ mniejsza wartosé¢ btedu. Jednak tak
naprawde, aby znalezé wlasciwa warto$¢ warunku poczatkowego v, (0), naleza-
loby zastosowaé te procedure dla calej péiprostej dodatniej, co niewatpliwie jest
duzym utrudnieniem.

Warto zaznaczy¢, ze zaproponowany przez nas algorytm wyznaczania warto-
Sci parametrow poczatkowych opiera sie na metodzie prob i btedéw. Zagadnienia
zbieznosci algorytmu do odpowiedniej postaci funkeji v(x) oraz optymalnego wy-
boru zakresu wartoéci poczatkowych w kolejnych krokach, tak aby zbiezno$é¢ al-
gorytmu byla jak najszybsza, stanowia ciekawy, bardzo wazny, ale réwniez trudny
problem. Dlatego analize tego zagadnienia pozostawiamy na przysztosé.

Rysunek 3. Funkcje ¢(x), é(x) oraz proces X (t) dla parametréow
a = 0.5, 3 =0.05 p =0.26, £ = 0.4, A = 0.1 oraz v,(0) = 1.9,
v(0) = 6.8021
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Zrodlo: opracowanie wlasne.



Problem optymalizacji oczekiwanej uzytecznosci wyptat dywidend... 41

Rysunek 4. Funkcje v(x) oraz ¢(x) dla parametréw o = 0.5,
B = 0.05, u = 0.26, £ = 0.4, A = 0.1 oraz v,(0) = 1.9, v(0) = 6.8021

T T T T 1
] 2 4 6 8 10
X

|' =+ y(x) z MNK v(x) numeryczne

Zrédto: opracowanie wlasne.

Tabela 3. Warto$ci parametréw poczatkowych
otrzymane za pomocg procedury wyznaczania v, (0)

b a A a—A
1,9 6,802105263 6,794392618 0,007712645
1,89 6,803336861 6,796662198 0,006674663
1,882 6,804464186 6,798652236 0,005811950
1,8819 6,804479085 6,798679195 0,005799890
1,88186 6,804485051 6,798690050 0,005795001
1,881851 6,804486392 6,798692504 0,005793888
1,8818504 6,804486482 6,798692667 0,005793815
1,88185035 6,804486489 6,798692681 0,005793808

Zrédlo: opracowanie wlasne.

5. Podsumowanie

W pracy tej zajmowaliSmy sie problemem znalezienia optymalnej strategii wy-
ptat dywidend, przy czym w odréznieniu od klasycznego modelu, w ktorym funk-
cja wartosci opisywala taczna zdyskontowang sume wyptat dywidend do momentu
ruiny, maksymalizowalismy $rednia zdyskontowang uzyteczno$é¢ wyptat dywidend
do momentu ruiny. SformutowaliSmy réwnanie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana
w sytuacji, gdy rozklad roszczen jest rozkladem Erlanga. SprowadziliSmy réwniez
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to réwnanie z réwnania rézniczkowo-catkowego do rownania rézniczkowego. Sfor-
mutowaliSmy takze twierdzenie opisujace zachowanie asymptotyczne rozwigzan
rownania HJB w nieskonczonoéci, w przypadku gdy rozklad roszczen jest rozkta-
dem wykladniczym, funkcja uzytecznodci jest zas potegowa funkcja uzyteczno-
$ci. Wyznaczenie asymptotyki funkcji wartosci pozwolito nam réwniez wyznaczy¢
asymptotyke wyplat dywidend w nieskonczonosci. Jest to o tyle istotne, ze w przy-
padku firm o duzym kapitale poczatkowym otrzymujemy gotowy wzér na strate-
gie wyplat dywidend, mianowicie dywidendy nalezy wyptacaé liniowo. Przedsta-
wiliSmy réwniez analize numeryczng dotyczaca wspomnianego wyzej przypadku
wyktadniczych roszczen i potegowej funkcji uzytecznosci. ZajeliSmy sie bardzo
istotnym problemem znajdywania odpowiedniej wartosci warunkéw poczatko-
wych, proponujac procedure ich wyznaczania. W przyszlosci planujemy zajaé
sie rowniez problemem optymalizacji oczekiwanej uzytecznosci wyptat dywidend
w przypadku innych rozktadéw roszczen i funkcji uzytecznosci.
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The problem of optimizing expected utility of dividend payments
for a Cramér-Lunberg risk process

Abstract

In this paper we consider the problem of mazximizing the expected discounted utility
of dividend payments of an insurance company whose reserves are modeled as a classical
Cramér-Lunberg risk process. In the beginning we allow claims to be Erlang and the util-
ity to satisfy the Inada conditions. We derive classical so-called Hamilton-Jacobi- Bellman
(HJB) equation for this case. Afterwards we focus on the exponential claims and power
utility function. Finally we analyze asymptotic behaviour of the value function and iden-
tify the asymptotic optimal strateqy. We also give the numerical procedure of finding
considered value function.
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